
I. Les groupes

Dans ce module d’algèbre linéaire, nous étudierons donc des phénomènes linéaires : espaces et
sous-espaces vectoriels, applications linéaires, systèmes d’équations linéaires, etc. L’année passée,
vous avez développé des techniques d’algèbre linéaire pour résoudre des questions géométriques
dans le plan ou l’espace euclidien réel, R2 et R3. Vous avez aussi vu d’autres espaces vectoriels où
ces méthodes s’appliquent : les polynômes à coe!cients réels, les fonctions réelles d’une variable
réelle. Au début de ce module, nous commencerons par parler de cette structure de corps dont
les nombres réels sont munis. Il y a d’autres corps dans la nature, certains que nous connaissons
depuis longtemps comme les nombres rationnels ou les nombres complexes, et d’autres que vous
n’avez peut-être encore jamais vus !

1 Lois de composition

Lorsque l’on a deux nombres réels en main, on peut les additionner ou les multiplier. Ces deux
opérations, l’addition et la multiplication, sont des lois de composition.

Définition 1.1. Une loi de composition sur un ensemble E est une application E → E ↑ E.
Il s’agit donc une opération interne à E ou stable dans E qui fait correspondre à un couple (x, y)

d’éléments de E un troisième élément que l’on notera souvent x ↓ y.

Dans des situations particulières, on remplace la notation x↓y par une notation plus classique,
ce que nous ferons déjà dans les exemples suivants.

Exemple 1.2.

a) L’addition N → N ↑ N est une loi de composition notée n + m. La multiplication complexe
C→ C ↑ C est une loi de composition notée z · z→.

b) Il y a aussi des lois de composition d’une tout autre nature.
Soit X un ensemble et posons E = P(X). Alors la réunion et l’intersection définissent des lois
de composition sur E. La première fait correspondre à deux sous-ensembles A,B ↔ X leur
réunion A ↗B et la seconde leur fait correspondre leur intersection A ↘ B.
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c) Dans N, la di"érence

Nous nous intéressons uniquement à certaines lois de composition, celles qui satisfont des pro-
priétés de "symétrie". L’associativité permet de se passer des parenthèses :

Définition 1.3. Une loi de composition ↓ sur un ensemble E est associative si

Exemple 1.4.

a) L’addition R→ R ↑ R est une loi de composition associative puisque a+ (b+ c) = (a+ b) + c

pour tous nombres réels a, b et c.

b) La soustraction

c) L’intersection est associative sur P(X). En e"et, un élément appartient à A ↘ (B ↘ C) si et
seulement si il appartient à la fois à A et à B ↘C, c’est-à-dire à A, B et C, ou encore à A ↘B

et à C. Ainsi A ↘ (B ↘ C) = (A ↘B) ↘ C.

Proposition 1.5. Si ↓ est une loi de composition associative sur E, alors

(x ↓ y) ↓ (z ↓ t) = x ↓ ((y ↓ z) ↓ t)

pour tous x, y, z, t ≃ E.

Démonstration.

De manière générale, on peut se passer du parenthésage lors de la composition de n éléments
pour tout n ⇐ 3. Une autre propriété essentielle qui nous permet de travailler simplement avec
l’addition est l’existence du zéro, ou celle de 1 pour la multiplication.
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Définition 1.6. Une loi de composition ↓ sur un ensemble E admet un élément neutre s’il existe
e ≃ E tel que e ↓ x = x = x ↓ e pour tout x ≃ E.

Exemple 1.7.
Pour la multiplication complexe,

Pour la réunion dans P(X),

Pour l’intersection dans P(X),

Pour la soustraction dans Z,

Toute loi de composition admet au plus un élément neutre. La preuve utilise un principe de
comparaison bien utile.

Proposition 1.8. Si e et e
→
sont des éléments neutres pour une loi de composition ↓ sur E, alors

e = e
→
.

Démonstration.

Le rôle de l’unité dans la multiplication est plus important dans Q que dans Z :

dans Q, on peut "inverser" tous les éléments non nuls : si r =
a

b
et a ⇒= 0, alors s =

b

a
est l’inverse

de r dans le sens où r · s = 1.

Définition 1.9. Soit ↓ une loi de composition sur un ensemble E qui admet un élément neutre e.
Un élément x ≃ E est inversible à gauche (respectivement à droite) s’il existe un élément y ≃ E

tel que y ↓ x = e (respectivement x ↓ y = e).
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Exemple 1.10. Quel est l’inverse (à gauche et à droite) de A ↔ X pour la réunion dans P(X) ?

Théorème 1.11. Soit ↓ une loi de composition associative sur un ensemble E admettant un

élément neutre. Si un élément x admet un inverse à gauche y et un inverse à droite z, alors y = z.

On appelle cet élément l’inverse de x et on le note x
↑1

. L’inverse de x, s’il existe, est unique.

Démonstration. Si y ↓ x = e = x ↓ z, on utilise l’astuce suivante :

Pour terminer cette première partie concernant les lois de composition, nous nous intéressons
à une dernière propriété, celle de l’importance de l’ordre.

Définition 1.12. Une loi de composition ↓ sur un ensemble E est commutative si x ↓ y = y ↓ x
pour tous x, y ≃ E. Dans ce cas, on dit que les éléments x et y commutent entre eux.

La vie n’est en général pas commutative. S’habiller le matin puis se rendre à l’école ne fait pas
le même e"et que se rendre à l’école puis s’habiller ...
Par contre, dans un ensemble E muni d’une loi de composition associative et commutative, ni
l’ordre, ni le parenthésage n’importent.

Exemple 1.13.
L’addition est commutative dans R, donc a+ b = b+ a pour tous nombres réels a et b.
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2 Les groupes

Nous continuons en établissant une hiérarchie parmi les ensembles munis d’une, puis, la semaine
suivante, de deux lois de composition.

Définition 2.1. Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition associative, qui admet
un élément neutre et pour laquelle tout élément est inversible. Un groupe est dit commutatif ou
abélien si la loi de composition est commutative.

Remarque 2.2. Un peu d’histoire. Le terme de groupe abélien honore le mathématicien nor-
végien Niels Henrik Abel (1802 - 1829), célèbre pour ses travaux sur l’impossibilité de résoudre
les équations du cinquième degré par radicaux, mais aussi pour être mort à l’âge de 26 ans de la
tuberculose.

Exemple 2.3.

a) Les nombres réels munis de l’addition forment un groupe abélien. Nous avons déjà vu un peu
plus tôt que l’addition est associative et commutative et que zéro est l’élément neutre.
Pour l’addition, l’inverse de x ≃ R est en fait l’opposé ⇑x puisque x+ (⇑x) = 0.

b) Les nombres rationnels non-nuls Q↓
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Exemple 2.4. Considérons l’ensemble E = {0, 1, 2} et définissons une loi de composition, appelée
addition et notée +, en précisant sa table (on lit a+ b dans la ligne de a et la colonne de b) :

+ 0 1 2
0
1
2

On voit que cette loi de composition est commutative car

L’élément neutre est

Tous les éléments sont inversibles car

Associativité :

On appelle ce groupe abélien Z/3Z.
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Définition 2.5. Soit (G, ↓) un groupe. Un sous-ensemble H ↔ G est un sous-groupe si la loi de
composition de G définit une loi de composition sur H qui en fait un groupe.

Théorème 2.6. Soit (G, ↓) un groupe. Alors un sous-ensemble non-vide H ↔ G est un sous-groupe

si et seulement si x ↓ y et y
↑1

appartiennent à H pour tous x, y ≃ H.

Démonstration. Si H est un sous-groupe de G, la condition est vraie car ↓ est une loi de composition
sur H pour laquelle tout élément de H admet un inverse (dans H).
Supposons maintenant que les deux conditions sont vérifiées. Alors ↓ est une loi de composition
sur H puisque

Elle est associative car

Comme H est non-vide, on peut choisir un élément x ≃ H. Alors,

La possibilité de parler de sous-groupe simplifie parfois considérablement la vérification des
axiomes de groupe.

Exemple 2.7.

a) L’ensemble des isométries du plan muni de la composition forme un groupe non abélien. En
e"et, la composition de deux isométries est une isométrie, l’identité est l’élément neutre, la
composition est associative, et enfin chaque isométrie admet une isométrie inverse.

b) L’ensemble des isométries du plan qui fixent l’origine forment un groupe. En e"et,
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c) L’ensemble des isométries qui fixent globalement un rectangle centré en l’origine forment un
groupe, car il s’agit d’un sous-groupe du groupe des isométries qui fixent l’origine. On l’appelle
le groupe des isométries du rectangle ou le groupe du matelas. Mais quels sont ses éléments ?
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Il y a quatre façons de replacer son matelas dans le lit :

Proposition 2.8.
Soit n ≃ N. L’ensemble nZ = {nk | k ≃ Z} muni de l’addition usuelle forme un groupe abélien.

Démonstration. Il su!t de se rendre compte qu’il s’agit d’un sous-groupe de (Z,+). En e"et la
somme de nk et nk

→ est encore un multiple de n et l’opposé de nk est ⇑nk = n(⇑k) ≃ nZ.

Il s’agit en fait des seuls sous-groupes de Z.
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