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Analyse [ — Série 10

Echauffement. (Dérivée de la valeur absolue)

Soit la fonction f: R — R définie par f(x) = |z|+e”. Donner le domaine de définition et I’expression
de f’ et tracer les graphes de f et f’.

Sol.: On a vu en cours que la dérivée de la valeur absolue g(x) = |z| est
1 x>0
/a,; — )
g (@) -1, <0
et que g n’est pas dérivable en v = 0. Ainsi

fi(x) =

1+e", x>0
—14+e€e% <0

Notez que f'(0) n'existe pas non plus.

Comme rappel, la Fig. |1l montre les graphes des fonctions e® et |x|. Les graphes de f et f' sont
donnés auz Fig.[q et[3 respectivement.
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FIGURE 1 — Graphes de e¢” et FIGURE 2 — Graphe de f(x). FIGURE 3 — Graphe de f'(z).
|z

Remarque : Les lignes hachurées dans les Fig. [3 et [3 sont les asymptotes d gauche de f et f' qui
sont dues au fait que la fonction exponentielle admet une asymptote a gauche en y = 0.

Exercice 1. (Continuité de la dérivée)

Calculer la dérivée de la fonction f: R — R

_ xsin(m)sin(%), r#0
o -{s A

en x = 0. Est-ce que la fonction f’ est continue en x =07



Sol.: Rappelons les deuz limites suivantes (voir le cours et les exercices pour les démonstrations) :

i 1
lim sm(x) =1 et lim (x sin()) =0.
z—0 T z—0 T

Pour la dérivée de f en x =0 on a par définition

f/((]) = 3131_{% f(l':z‘ : g(o) _ }:1{)1[1) msin(a:) S;n(i) -0
= lim (Sin(fL') sin(i)) ~ lim Slngfat) - lim <g; sin(i)) —1.0=0,

ot on a utilisé le rappel ci-dessus. Autre maniere de calculer la limite : Observer que

— |sin(z)| < — |sin(z) sin(1>‘ < sin(z) Sin(1> < [sin(z) sin(i)’ < [sin(z)|

T T

et comme h_)I% |sin(x)| = 0, on conclut par le théoreme de deux gendarmes que la limite est 0.

Pour x # 0 on a que

f'(z) = sin(z) sin(;) + x cos(x) sin(i) — zsin(x) cos(i) le
= sin(z) sin(;) + x cos(x) sin(i) - ;sin(x) cos(glg) :

On a déja vu ci-dessus que lin% (sin(m) sin(i)) = 0. Pour le deuziéme terme de f' on a
z—

1 1
lim <:U cos(x) sin()) = lim cos(z) - lim (.CE SiD()) =1-0=0,
z—0 €T z—0 z—0 €T

et donc
1 1 i 1 1
lim f'(x) = lim <— sin(z) COS<>> = —lim sin(z) | lim cos(> = —lim COS<> :
z—0 z—0 €T €T z—0 €T z—0 €T z—0 €T
—_————

Cette derniere limite n’existe pas, ce qui implique que lir% f'(x) n'existe pas.
T—

Puisque la limite liH(l) f'(x) n'existe pas, la fonction f' n’est pas continue en x = 0.
T—>

Exercice 2. (Dérivée de la fonction réciproque)

Soit f: R — R une fonction injective sur U'intervalle I C D(f). Etudier la dérivabilité de la fonction
réciproque f~1 et calculer sa fonction dérivée.

a) f(z) =sin(z) swl=[-23] b) f(z) = cos(x) sur I = [0,7]
¢) f(z) = tg(x) surl=]-1.%] d) f(z) =¢" swR

) flz)=e™ surR f) f(z) =a” aveca =1 surR
g) f(x) =sh(z) surR h) f(z) = ch(x) sur I = [0, 00|
i) f(z)=th(z) surR i) f(z) = coth(z) sur R*



Rappel : sh (resp. ch) est une notation pour désigner la fonction sinus (resp. cosinus) hyperbolique.
La fonction cotangente hyperbolique coth est définie par coth := 1/th = ch/sh.

Sol.:

Toutes les fonctions [ considérées sont des fonctions dérivables sur leur domaine. Par un

théoréme du cours, la fonction réciproque f~1 est donc dérivable sur limage de tout intervalle sur
lequel ' ne s’annule pas.

Les définitions des fonctions réciproques f~1 et leurs domaines respectifs ont été vus dans ’Ex. I11.9
de la Série 1 pour i) — vi) et dans U'Ez. 6 de la Série 7 pour vii) — x).

1.

f~Yz) = Arcsin(x), D(f1)=[-1,1].

—1v/ r) = 1 _ 1 _ 1 Y
(7 (@) cos(Arcsin(z)) \/1 _ sin(Arcsin(z))? Vi—z2’ D((f )) -1, 1.

f~Yx) = Arccos(z), D(f™ ') =[-1,1].
Y @) =~ = 1 -
— sin(Arccos(z)) \/1 — cos(Arccos(x))? L—a?’

D((f7Y) =1-1,1[.

fYz) = Arctg(z), D(f')=R.

1 1 1
—1\/ 2 *
) = ——— = cos(Arctg(z))” = =
(f ) ( ) COS(ArCItg(x))Q ( g( )) 1 tg( A rctg(x))Q 1 ZEQ

ot il faut utiliser la trigonométrie pour obtenir 'expression en tg(x) a [’'étape *

cos(r)? =1 —sin(z)* = 1 — tg(x)?cos(r)*> &  cos(z)? (1 + tg(x) ) 1
1

2 _
<~ COS($) = TW

Le domaine de définition de la dérivée est D((f~1)) = R.

. f_l(x) = Log(x), (f 1) :]0,00[.

Y@= =2 D) =100l
fHe) =~ Log(e), D(f~) =]0,00].

Y @) = =y =2 2 () =100l

f7Hx) = —Log,y(z), D(f™")=]0,00].

Ona f/(z) = (27%) = (e715®) = — Log(2) e *15?) = — Log(2) 2™
1
2

et done (f~1) (z) =

— Log(2) - 2~ (= Logz()) - :ULog(Z) ’ D ((f_l)/) =10, ool

f~Yz) = arsinh(z), D(f™') =R.
“1y () = 1 _ 1 _ 1 ,
() @) = S arsinh (@) T ) VIE e




8. f~1(x) = arcosh(z), D(f™')= [1,00].
—1\/ ) = 1 — ]' — 1
() (@) sh(arcosh(x)) \/ch(arcosh(x))2 1 Va1’

D((f™1)") =11, 00[.

9. f~'(x) =artanh(z), D(f™')=]-1,1].
,,« (sh(z)\" ch(z)®? —sh(z)? 1
Comme ['(x) = (ch(:c)) B ch(z)? ~ ch(z)? ona
/ 1 1 1
1) (z) = —————— = ch(artanh(z))* Z = ,
)@ @) fantanh{o)) = th(artanh(z))* 1 - 2

*

ot l’étape ** et due a

ch(z)? = 1+sh(x)® =1+ th(z)*ch(z)> ¢ ch(x)® (1 -th(z)?) =1

1
h(z)?=—— |
& h@) =Tee
Le domaine de définition de la dérivée est D( (ffl)/) =]-1,1[.
10. f~(z) = arcoth(x), D(f™')=]—o00,—1[U]1,00].

, ch(z)\’  sh(z)? — ch(z)? 1
1 "(x) = = = — td
ci on a f'(x) (sh(m)) h(2)? h(2)? et donc

Y 1 9 *x 1 1
r) = ————— = —sh(arcoth(z))” = = )
(f ) (@) _7sh(arcolth(ac))2 ( () 1 —coth(arco‘ch(az))2 1 — a2

ot ** wvient de

sh(z)? = ch(z)® — 1 = coth(z)?’sh(z)* ~1 < sh(x)? (coth(x)2 - 1) =1
1

h(z)! = ——— .
& sh() coth(x)? —1

Le domaine de définition la dérivée est D((f~')) =R\ [~1,1].
Exercice 3. (Théoréme des accroissements finis)

Montrer en utilisant les corollaires du théoréme des accroissements finis que pour tout x € R
L 5
cos(x) — 1+ 3% >0.
Sol.:

a) Soit la fonction f(x) = cos(x) — 1+ a2, Observons d’abord qu’il suffit de montrer linégalité
pour x > 0 puisque f est paire.
On a f(0) = cos(0) — 140 = 0. Par le corollaire du théoréme des accroissements finis vu en
cours, l'inégalité est satisfaite si on montre que f'(x) > 0 pourx > 0. On a f'(x) = —sin(z)+x
dont on ne connait a priori pas le signe. Mais on a f'(0) = 0. De nouveau par le méme



corollaire il suffit de montrer que f"(x) > 0 pour x > 0. Or, f"(z) = —cos(z) +1 > 0 parce
que cos(z) € [—1,1]. Donc on a successivement

ff(x) 20 et f(0)
f'(x) 20

pour tout x > 0 et donc pour tout x € R, d’ou ["inégalité désirée.

0 £ fl(x)=0

et f0)=0 £Z  f(z)>0

Exercice 4. (Regle de Bernoulli-I'Hospital)

Calculer les limites suivantes :

a) lim Log(z — 1) b) (*) lim x (th(x) - 1) ¢) lim (1 + sin(:c))l/x

z—2 Tz — 2 Z—$00 20

Pour (b) la fonction th = sh /ch est la fonction tangente hyperbolique. On pourra appliquer BH
plusieurs fois jusqu’a ce que la limite ne soit pas indéterminée.

Sol.:

Afin de calculer les limites demandées, on applique la régle de Bernoulli-I’Hospital (abrégée par BH)
une fois qu’on a vérifié ses hypothéses.
a) Posons f(x) = Log(z — 1) et g(x) = x — 2. Alors on a li_% f(z) =0, h_)r%g(x) =0etg(r)=
1 # 0. Les hypothéses de BH sont donc satisfaites et on a
Log(z — 1) pu,. 3

lim ———= = lim =1.
x—2 Tr—2 z—2 1

b) Ici, on doit utiliser la régle BH plusieurs fois. Pour la premiére fois on pose f(x) = th(x)—1 et
g(z) = L. Comme lim f(z) = lim g(z) =0 et g'(x) = —=5 #0, les hypothéses sont satisfaites.
On peut donc appliquer BH une premiere fois (les hypothéses pour les étapes suivantes seront
vérifiées ci-dessous) :

1
| th(@) =1 . @ z?
xlgglox (th(m) — 1) = zhjglo 1 - xl%oo —L = W
B gy 2y 2
T—00 Sh(2$) T—00 ) Ch(QZL‘)

Pour la deuziéme application de BH on a f(z) = 2> et §(z) = ch(z)® on a lim f(z) =
lim g(x) =00 et ¢'(x) =2sh(x)ch(z) =sh(2x) # 0 pourx # 0 (ce qui est bien le cas lorsque
T — 00).

Finalement pour la troisiéme fois avec f(x) = 2z et g(z) = sh(2z) et donc lim fz) =
lim g(z) = oo ainsi que §'(x) =2ch(2z) # 0. On a donc bien pu appliquer BH les trois fois.

T—00

c) On a (1 + sin(x))l/x = exp(% Log(l + sin(:c))). On va donc d’abord calculer la limite de [’ex-
posant. Posons f(z) = Log(l + Sin(x)) et g(x) = x. Alors lig(l) flz) = lii%g(x) =0 et
g (z) =1+#0. Ainsi

. cos(x)
lim Log(1 + sin(x)) BH 1. Thsin@) _ 1)

et par conséquent
lim (1 + sin(z))/* = ¢! =¢.

x—0



Exercice 5. (Application de la Regle de Bernoulli-I’'Hospital)

Calculer les limites suivantes :
1 n
. 1/7L . . -
) Jfim o (e 1) ) Jim (1)

Indication : on pourra se ramener a I’étude de fonctions, en utilisant le fait que si a,, = f(n),¥n € N
alors lim,, ., a, = lim,_,,, f(x) si cette derniére limite existe.

Sol.:

a) La fonction f(r) =z (61/‘” — 1) est une fonction d’interpolation de la suite, dans le sens ot
(an)n>1 est donnée par a, = f(n), d’ou lim a, = lim f(z) (si cette limite existe). 1l suit que

61/:(: —1 gy _% 6l/x
lim a, = lim f(z)= lim az’(el/"” — 1) = lim —4— = lim —2 57— = lim ¢"/* =1
xT T

Y

ot on a pu appliquer BH parce que xh_)rg@ (el/x — 1) = xh_)rg@% =0 et (%)/ = —m% 0.
b) Comme au point i), la fonction f(x) = (1 - %)x = ¢ 8(1=2)  est une fonction d’interpolation

de la suite a,, = (1 — %)n On va d’abord calculer la limite de ’exposant :

1 Log(1 — % ﬁ : xi —1
lim xLog(l—) = lim (1) B i % = lim — = -1,

!/
ou on a pu utiliser BH parce que zh_g)lo Log(l — ;) = lim % =0 et (%) = —;12 #0.
Finalement, on obtient

1 n
lim a, = lim (1 — ) = lim f(z)=e¢"'= -
n e

n—oo n—oo

Exercice 6. (QCM : Révisions)

a) Si f: X — Y est croissante et bijective, alors f~!:Y — X est

O décroissante
O croissante
J ni croissante ni décroissante

L] bornée
b) Soit f: R — R une fonction impaire et bijective, alors f~1 est
L] impaire
(] paire
(] ni paire ni impaire
(] périodique
c) Soit f: X — Y une fonction bijective et bornée sur X, alors f~1:Y — X est

O bornée sur Y



Sol.:

a)

b)

] croissante
L] paire

O aucun des autres choix n’est correct.

f: X — Y est croissante et bijective, alors f~1 : Y — X est croissante. En effet, prenons
v,y €Y tels quey <y et supposons que f~(y) > f~1(y'). Comme [ est croissante on a que
FUF W) > (YY) ce qui implique que y > y' en contradiction avec y < y'.

Si f: R — R est impaire et bijective, alors =1 est impaire. En effet on a que pour tout v € R
f(f Y =) =—x=—f(f1x)) = f(—f " x)) (on utilise que [ est impaire dans la derniére
égalité). Ainsi on a que f(f~1(=x)) = f(=f"Yx)) pour tout x € R. En appliquant f~ a cette
égalité on obtient f~'(—z) = —f~'(x) pour tout x € R ce qui montre que f~' est impaire.

Si f est bijective et bornée on ne peut rien en déduire sur f~' (d part qu’elle est bijective,
mais c¢’est banal). Il est clair que f~' ne peut pas étre paire car une fonction paire n'est pas
injective. On a vu que si f est décroissante alors f~' l'est aussi (méme démonstration que
pour croissant). Donc f~1 n'est pas forcément décroissante. L’exemple suivant montre aussi
que f~' n'a aucune raison d’étre bornée sur Y. Prenons en effet f :|1,+o0[—]0,1] donnée
par f(z) = L. Cette fonction est bijective et bornée (car ]0,1[ est borné) mais son inverse

F71:0,1[=]1, +oo[ donné par f~'(x) = I nlest pas une fonction bornée.

Exercice 7. (*) (Regles de dérivation)

Soit I C R un intervalle ouvert et f : I — R et g : I — R deux fonctions dérivables sur /. En
partant de la définition de la dérivée d'une fonction, montrer les propriétés suivantes :

2)
b)

c)

Sol :

gy =1+g
(f9) =f'g+fg
sideplus f#0sur I, (1/f) =—f"/f?

a) Soit x € I. Alors

x4 h) +g(z+h)) — (f(z) + g(x))

(f +9)(x) = lim S

h—0 h
o JE R @) gt h) — g
=0 h h—0 h

b) Soit v € 1. Alors

h—0 h
_ f(x+h)—f(@)] -glx+h) flx) [gx+h)—g(z)
h—0 h h
_ (}11% flz+h)— f(z) -}lliir%)g(xﬁ—h)) n (f(x) ,{5% g(x+h) —g(a:))



c¢) Soit x € 1. Alors

1 1

1N i L) f(@)
(1/£) () = lim S5

@)~ fa+h)

= i (z)- f(x+h)-h
b lim o - lim flz+h) = f()
f(z) h=0 f(x+h) >0 h
W
f(x)?

Exercice 8. (V/F : Dérivation)

Soit f: R — R une fonction. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre

réponse.
a) Si f(z) =x+ ¢, alors (f71)(1) =1+ 2.
b) Si f est dérivable sur un intervalle I C R, alors f’ est continue sur .

Sol.:

a) FAUX. :
La formule pour la dérivée de la fonction réciproque est (f~')'(x) = W )

Icion a f'(x) =1+ €% et f~11) =0 puisque f(0) = 1. Ainsi

vy L1
Uy = f10)  14e0 2
b) FAUX. xsin(x) Sin(%), x#0

Prendre par exemple la fonction f de U'Ezx. 1, f(x) = 0 0
) T =

0 d <«
O 0O =

Alors f est dérivable sur | — 1,1[ (en fait sur R) mais sa dérivée n’est pas continue en 0 (cf.

Ez. 1).

Exercice 9. (V/F : Propriétés de f et f’ sur un intervalle)

Soit f: R — R une fonction continue sur [a,b] C D(f), a < b, et dérivable sur |a, b|.

a) Si f'(x) > 0 pour tout = € |a, b, alors f est croissante sur [a, b].

b) Si f est croissante sur [a,b], alors f/(x) > 0 pour tout = € |a, b|.

c) Si f est strictement croissante sur [a, b], alors f'(x) > 0 pour tout = € |a, b|.
)
)

d) Si f'(xz) > 0 pour tout = € |a,b[, alors f est strictement croissante sur [a, b].

e) Si lim f'(z) = / existe, alors f est dérivable a droite en a et la dérivée a droite est f}(a

z—at

Sol.:

0000 «
O~0000 =

D\_/



a) VRAL
Résultat du cours Preuve : Soient x1, x5 € [a,b], 1 < x3. Par le théoréme des accroissements
finis il existe u € |xy, xo| tel que f(x2) — f(x1) = f'(u)(x2 — 1). Puisque f'(u) > 0 il suit que
f(z2) — f(x1) >0, c.-a-d. f est croissante.

b) VRAL
Pour tout x € la,b|, la dérivée de f est par définition

e — i L) = @)

h—0 h

Comme f est croissante sur |a,b], f(z+h)— f(x) est du méme signe que h. Ainsi le quotient
dans la limite est toujours positif et donc f'(z) > 0.

c) FAUX.
Prendre par exemple f: [—1,1] — R définie par f(x) = x*. Cette fonction est strictement

croissante sur [—1,1] mais f'(0) = 0.
d) VRAL
Résultat du cours. Preuve comme a la question 1 en remplacant > par >.
¢) VRAIL
Soit x €]a,b[. Par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢, € |a, x| tel que % =

f'(cy). Comme lim f'(x) existe par hypothése et que lim ¢, =a, on a
z—at z—at

lim f'(z) = lim f'(cz) = lim @) = Jla) 2(a),

z—at T—a z—at Tr—a

ou * découle de la définition de la limite d’une fonction.



