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Attendez le début de ’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 4 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant I’épreuve.
e Pour les questions a choix multiple, on comptera:
43 points si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:
+1 point si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de I"annuler.
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Nom, Prénom, section :

Question 1:

Soit f: [0, +oo[ — R, définie par f(z) := z e~ %/®. Montrer qu’il existe z, > 0 tel que f(z«) = 1. On donnera
une justification compléte. Si des résultats du cours sont utilisés, on les énoncera.

Solution :

Rappelons d’abord le théoréme de la valeur intermédiaire:
Theoréme: Soient a < b et f € C%([a,b]). Alors pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe x € [a, b]
tel que f(x) =y.

Pour montrer l’existence de x,, on va vérifier que f satisfait les conditions du théoréme avec
deur valeurs a et b telles que f(a) <1 < f(b). La fonction f vaut 0 en 0 et f(5) =5e~1 > 1 en 5. De plus,
f € C([ab).

Posons a =0, b=5 ety =1¢€[0,5. On a bien f(0) < 1 < f(5). On peut donc appliquer le théoréme
pour montrer qu’il existe x, € [0,5] tel que f(x.) = 1. De plus, x, # 0 car f(0) =0, donc z, #0. On a
donc bien trouvé une valeur x, > 0 telle que f(x.) = 1. Pour montrer Uexistence de x, > 0 tel
que f(x.) = 1, on va vérifier que f satisfait les conditions du théoréme avec deux valeurs a et b telles que

fla) <1< f(b).

La fonction f vaut
eenz=0:f(0)=0e"95=0
eenz=>5:f(5)=5-e>1

De plus, f € C%([a,b]) car c’est une composition de fonctions continues.

Posons a=0,b=5ety=1€0,5]. On a bien f(0) <1< f(5). On peut donc appliquer le théoréme de la
valeur intermédiaire qui dit qu’il existe x. € [0,5] tel que f(x.) = 1.

Précisons que x. # 0 car f(0) = 0, donc z. # 0. On a donc démontré qu’il existe un x,. > 0 telle que

fa)=1.
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Question 2:

Soit f: R — R une fonction C* telle que f(0) = f (1) = f/(0) = f' (1) = 0.

(a) Montrez, en utilisant un ou des résultats du cours, que I’équation f”(z) =0 a au moins deux solutions
sur |0, 1[.

(b) Donnez un exemple explicite d’une fonction f satisfaisant les propriétés ci-dessus o 'équation f” (z) =
0 a exactement deux solutions sur ]0, 1.

Solution : Soit f: R — R une fonction C™ telle que f(0) = f (1) = ' (0) = f' (1) = 0.

(a) Montrons que l’équation f"(x) =0 a au moins deux solutions sur]0,1]. Rappelons d’abord le théoréme
de Rolle:
Theoréme: Soient a < b, f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur|a,b[ telle que f(a) = f(b).
Alors, il existe un ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Comme f est C* et puisque f(0) = f(1) = 0, on peut appliquer le théoréeme de Rolle pour montrer
qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que f(c) = 0. On applique & nouwveau le théoreme de Rolle a la fonction f' (qui
est aussi C*) sur les deuz trongons [0, ] et [c,1]. Puisque f'(0) = f'(c) = 0, il existe a €]0, [ tel que
f"(a) =0. De méme, comme f'(c) = f'(1) = 0, il existe b €]e, 1] tel que " (b) = 0. Comme a < ¢ < b,
on a bien trouvé a # b sur |0, 1] avec f”(a) = f"(b) = 0.

(b) Pour donner un exemple explicite d’une fonction f satisfaisant les propriétés ci-dessus et ot 'équation
f" () =0 a exactement deux solutions sur |0, 1[, on cherche une fonction qui a deux minimums locauzx
(respectivement mazimum locauz) en 0 et 1 et un mazimum local (respectivement minimum local) entre
les deux.

Par exemple, la fonction f(x) = sin(2rx — 3) + 1 satisfait ces conditions.
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La deuzieme dérivée de sin(2rz — Z)+1 est 4cos(2mz), qui vaut 0 lorsque z = 2 — 1. n € Z. Sur [0,1],
on a exactement deuz zéros, i et %.
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Question 3:
Soit f: ]0,1[ — R une fonction. On dit que f a un maximum local strict en = € ]0, 1] 8’il existe un « > 0 tel
que f (y) < f (z) pour tout y € ]0,1[ avec 0 < |y — z| < a.

(a) Donnez un exemple de fonction continue explicite f: ]0,1[ — R qui a un maximum local strict.

(b) Donnez un exemple de fonction continue explicite f: ]0,1] — R qui a un nombre infini de maximums
locaux stricts.

Solution : Soit f: ]0,1] — R une fonction. On dit que f a un mazimum local strict en x € |0, 1] s’il existe
un o > 0 tel que f (y) < f(z) pour tout y € 10,1 avec 0 < |y — z| < .

(a) On cherche une fonction continue f: ]0,1] — R qui a un (unique) mazimum local strict. Pour cela,

on aimerait une fonction qui croit entre O et le maximum local, et décroit entre le mazimum local et

1. Par exemple, la fonction sin(mx) admet un mazimum local en % En effet, on peut le vérifier avec

la définition ci-dessus. Posons o = 0.5 et soit y €]0,1[ tel que |y — 0.5] < «, i.e., y €]0,1[. Alors
sin(y) < sin(0.5).
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(b) Pour trouver un exemple de fonction continue f: ]0,1] = R qui a un nombre infini de maximums
locauz stricts, on doit chercher une fonction qui oscille un nombre infini de fois entre 0 et 1. Par
exemple, la fonction sin(%) posséde un nombre infini de mazimums locaux sur ]0,1[. En effet, Sin(%)
est mazximal st et seulement si

1
g +2mn,n € Z
T 2
2
<—r=—"—n€Z.
T+ 4mn
Or, pour tout n > 1, ﬂ_im €]0,1[. Il y a donc un nombre infini de mazimums locauz.
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