
Def prolongementpar
continuité Soit f R XoE a b D ab Yx

Si ling flx 1ER alors
g a b IR

f41 six to

l si Xo

est appelé le prolongementpar continuitéde f en xo etgest
continue en

fin0411

Définition équivalente de la continuité avec E etS

The Soit f Df1 IR et EDf telque 7150 tel que xo r Xo rt cDlf
On a que f estcontinue en ssi

a 0 75 0 telque KED f Ix xo ES 1f x flxo KE

Req il s'agit de la définition de la limite avec e etS où la limite l est
remplaséepar f Xo ton don peutenlever l'inégalité Orlx xol

Thm composition defonctions Soient f D f R et g g IR telles que
Im f c Dlg On a gof D'f1 IR Sait E D f Si

f estcatin en Xo et

g est continueen f XoAlors goof est continue en Xo

Contre exemple ne satisfaisantpas les hypothèses

g x
sin k si 0 et f x

1 si 0

0 si D
prolongementparatientéro si O

are D'g D'f R Comportement de fog en o_0
On a kg x Ex x EIR don par le Thm des gendarmes

on a limo g x 0 g 01 donc y est
continue en 0
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On a

y
0819 1 f glo f10 0

Donc f n'estpas rontinue en 0 9101 dans le
Thon ne s'applique pas

Par ailleurs a or

n En.tnEIN ftp.sxn 0etnlmsflglxnl nlimgf 0

0XnetayitnEN limesEn 0 etpires f g En lis Lane 1

Donc Joy n'admetpas de limite en 0 en particulier fog n'est pas continue
en 0

5 7 Propriétés globales des fonctions continues

5 7 1ᵉʳ cas fonctions continues sur un intervalle ouvert

Def Soit f a b R avec On dit que f est continue

sur a b si f est continue en toutpointxo t a b

Thm Soit f a b IR continue sur a b Alors Im f est un
intervalle peut être ouvert fermé ou semi ouvert

se déduitduThm des valeurs intermédiaires plusbas

À f
mn MIN mrm

à j a b b
f continue f continue f continue
Im f m M In f mM Im f1 m est



Quand f n'estpas continue tous les comportements sontpossibles
Mw n

Initie
t.my ih1

pasEnraiII
j s

f disiantinue f discontinue

5.7.2 2ᵈᵉ cas fonctions continues sur un intervalleferméet borné

Def Soient a b EIR arb f a b IR On dit que

f estcontinue à droite en E a b si ftp.tflx flxo

f est continue à gauche en E a b si slimy f14 f x

Def On ditque f estcontinue sur a b ssi

f est continu sur a b

f est continue à droite en a

f est continue à gauche enb

à i i i
continue sur a b continue son a b

maispas
continue sur a b

Thm I Soit f a b IR avec a b EIR continue sur a b Alors f
admetun minimum et un maximum c'estàdire que

c CE a b tels que f a f x f C x Efa

Notation on note 4min f Mika f x min Im f1
max f Me f x max Im f
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Contre exemple n

par y rE
mail.gpeeblf f sennes

f discontinue a b pasfermé a est pasbonne

Preuve M sup flx Etais sup Im f E R
L'Haypagéry

On veut trouver E a b tel que f x M

Il existe une suite xn telleque tu EIN xn Cab et fimes flan MC
propriétés dusup détails ci dessous

Par Bolzano Weierstrass xn admet une son suite X qui converge
don c Ca b tel que LimaEn L

On a finis f Fn M soufflât enest une sous suite de flan
flc par

continuitéde f en c

Donc Ca b telque f a M tas doncMest un maximum

La démonstration est analogue pour le minimum Ba

Détails pour FM sipAinauE AcIR A
Eso Jat A t q

M E a M la MIKE
Pour n FIN on prend on a an EA tel que Ian MI

Dans le contexte de la preuve ci dessus Par in EIN on prend et alors

Xp Ca b t
g flxnl MI

Donc lasuite f xn converge vers M

adapter le raisonnement si M a



µ
Thm2 Thm des valeurs intermédiaires TVI Soit f a b R a bER atb
une fonction continue Alors f prend toutes les valeurs entre f a et b c'estàch

si flat k f b alors fla flb Im f
si f b fla alors f b fla c Im f

Preuve Supposons flat flb l'autre cas se traite de façonanalogue
Soit c E flat b Montrons que x ̅ a b telque f x ̅ c

Si c flat on pose x ̅ a
Si s flb on pose x ̅ b

et on a terminé

Sinon E flat f b et on construit x ̅ par_dichotomie bissection

flbla

sà

84

la x ̅ IIa ET
Soit 4h
Si flxil c on pose x ̅ terminé

flail si on pose a a et b

flxil Tc on pose a et b b

Soit Éᵗˢ milieu de ambn

on pose x ̅ Xp terminé

d'YÉYÉ on
pose an an et bn n

on pose an Xn et bn bne



Si n EIN tel que f xn c dans ce cas x ̅ xn et on aterminé
Sinon on a défini 2 suites Lan croissante majorée par b

balna décroissante minorée
par a i

De plus bn an 5f par récurrence
donc fimes bn an 0

À suivre fin 71


