
Exemple Prenons la suite anns définie par an sin I n pourmal

si n 3k KENOn a sin 2

si n 3k l KEIN

si n 34 2 K EIN

Donc

EIF
an EYE

tn N termesdelasuitela

F
Ê

Donc E ligisfan limsupan E
14110

EDaffetilailing jjfj.aij.jpjj IYjg jà
j'J'ÉTÉE

Prenons nu 3K 2 et posons Un An Azktz K EIN

un estunesous suite de ant

On a un Ez HII et danlinsun
Comme nn k on a bu any Un K FIN
Donc à la limite live.ba fiesana Ez

En conclusion limigf an Ez exercice montrer limispan

Remarques

liminfan est le minimumdel'ensembledes points d'accumulation de an
adm

live.jpan estle maximum

lippigf au limjupan l an convergevers l ladri
Enparticulier si loin convergevers l alors lest l'unique point d'arcumulation



q p

Chap 4 séries réelles
Une série est la somme infinie de tous les termes d'une suite

Natations Soit an n une suite réelle

ÉE au lis Sn où Sn E au
Sn est la suite des sommespartielles
les au sont appelés les termes de lasérie

Def la série estdite convergente si la suite Sn converge
La limite S live.sn estappelée la somme de la série

Def une série Ʃ au est dite absolumentconvergente si la série

Éflaul converge

Toute série absolument convergente est convergente
La somme d'une série absolument convergente ne dépendpas de
l'ordre deses termes

4 1 Exemples

Proposition La série harmonique ÉÎ diverge vers os

Preuve Soit Sn Ê Un EIN

i On a Sn Sn 0 donc Snl estcroissante
nbdetermesde lasomme

ii n E Nt
San Sa Ê Ê K EI En

Pluspetittermedelasomme



On a 5 1 S 1 Sy 52 1221 2 Sp Sy 21 3
Par récurrence on montre que KEIN Sa 1 K

Donc la suite Sn n'est pas majorée 2puissancek

iii Sa estcroissant et non majorée dans lim Sn es es

par l'argument vu au Chap3 5Plusgénéralement Ê avecpar
converge si P

diverge si pk
parcomparaison cf Chap4 2

Sériesgéométriques S ÉÉq avec qER fixé
Prop Cette série converge absolument pour la 1 etdiverge pour19121

Preuve Pour9 1 alors Sn Êq ntl mis tes

Pour y 1 alors Sn É q 1 9
1 q

Si lyle 1 on a limes 9 O doc limosa ER

Si 1g on utilise le critère ci dessous

4 2 Critères de convergence pour les séries

Thm critèrenécessaire ÉEau converge limaan 0

L'implication réciproque est fausse Exemple au

Thm Critère deLeibniz des séries alternées Soit au nein une suite

Si sil ar estalternée c'està dire soit 1 1 au 0 KEIN

soit f 1 au 0 K EN

Iii l au1nan estdécroissante c'est à dire dutil k laul KEIN

iii figsan 0



Alors la série Ëau converge

Exemple Série harmonique alternée ÉÉ Ï On a avec au

i au estalternée en effet C1 au 0 VKEIN

ii laul don aut est décroissante

iii ftp.au 0

Donc par le critèredeLeibniz la série Ë
En revanche Ë ne converge pas

absolument car Ë diverge

Thm critère de comparaison

Si KEIN OK au bu et EI.ba converge
alors

ÉÉan converge absolument

Si VKEIN OK bu an et É bu diverge alors

ÉEau diverge

Thm critèrede D'Alembert etde Cauchy pour les séries

Soit É an avec au 0 KEIN Alors

si limes 19 q ER d'Alembert

si fimes au q ER de Cauchy

si limsyp au g ER
critère de la lim sup

Alors si 0 9 1 alors la série converge absolument
si 9 1 alors la série diverge



Rmg Si q 1 on ne peutrien conclure

On a toujours

lim inf 4F liminflaul limsuplan I himsup
on en déduit que le critère de Canty estplus fin

Exemples

3Es

lie Ian fins IIII
Comme

q 1 par le critère de Cauchy la série converge
absolument

ii
fin1710


