EPFL — Automne 2025 S. Basterrechea
Analyse I - CGC, EL, MX Exercices
Série 6 27 octobre 2025

Exercice 1.
Soient deux suites réelles (xy,) et (ay). Démontrer & I'aide du théoréme des deux gendarmes, que

alors lim z, =0,
n—oo

) |Tn| < apn, Y n>ng,
si
lim,,_yoo @y, =0

ou ng est un certain entier positif.

Solution.
Pour tout n > ng, nous pouvons reécrire l’inégalité

|$n‘ <ap, & —an<zy<ap.

Puisque limy,_, o0 ap, = lim,_,oo(—a,) = 0, nous concluons immédiatement avec le théoréme des deuz
gendarmes que lim, o x, = 0.

Exercice 2.
Soit a, = % pour n € N*. Calculer

. 1 a 3
a) lim a, : im n
Solution.

a) En utilisant les régles de calcul des limites,

. n . 3 3
lim = lim 5 = — = =3
nooon+2  nooo] 4 = 1—|—211_>mﬁ 1+2-0
n—od
. .1 1 1
b) Vu que nh_)r]goan # 0, nll—{goa “Tma — 3
n—o0
. : a, 3\ 1., 3 1 3
¢) Vu que lim a, # 0, nh_>ngo<3+%) =3 Jim a4 =3 3tg=2.
n—0o0
Exercice 3.
Déterminer, si elle existe, la limite n — oo de la suite (ay)n>1 avec
a) an = (—1) \:/ﬁ f) a, = 3ne=3"
v ) 5n2 — 3n + 2
p = ———5———
b) a, = 1 8) 32+ 7
n
_ win(1
¢) an = e" h) a, = sm(ﬁ)
d) ap=e™" i) a, =n sin(%—;"g)
sin(n 4+ 1) —sin(n — 1) on
e) ap = J) a, = —
cos(n+ 1) 4+ cos(n — 1) [

Indication : on pourra utiliser, sans démonstration, que Vz € R, |sin(z)| < |z|.

Solution.



_ . 11 . L
a) Nous pouvons reécrire la suite a, = (—1)"ni~35 = (—=1)"—-. Par Uezercice 5 (c) de la série 5
n 12

(avec p = 15 ), la suite converge vers 0.

b) Remarquons que 1/2™ = (1/2)". La suite est donc de la forme ¢" avec ¢ =1/2=10.5 < 1. Il s’en
suit que nlLHéO 2% =0.

c) La suite est de la forme ¢" avec ¢ = e > 1. Il s’en suit que le e = +oo.
n oo

" = (1/e)", ainsi la suite est de la forme ¢" avec ¢ = 1/e < 1. Il s’en suit

d) Remarquons que e~
que lim e ™™ = 0.
n— oo
e) En utilisant les formules trigonométriques adéquates on a
sin(n 4+ 1) —sin(n — 1) . 2cos(n)sin(1

)
no00 cos(n + 1) + cos(n — 1) 00 2 cos(n) cos(1) an(1)

3
f) Puisque 3"e™3" = q", avec q = — =0.14936... <1, il s’en suit que lim 3ne 3" = 0.
e n—oo

g) Par les propriétés algébriques de la limite, on a

im 1 im L
po Bt =3ndk2 L 5- R+ _ -3 ma+2limsy 5
n n—oo 1

h) Par la deuziéme indication, on a que

0<

n ()<=
sin| — || < |—|=—.
n n n
Vu que lim,,_ o % =0, alors par l’exercice 1,
1
lim sin () =0.
n—00 n
i) Par la deuziéme indication, on a que

. (2n—|—3)‘ <2n+3> 2n+ 3
n sin <n = .

n3 n3 n?

Vu que

alors par lexercice 1,

j) En appliquant le critére de d’Alembert, on a que

2n+1

. |a . ! .2t g _ 2
lim |—*) = lim (n;;) = lim ——— = lim =0
Comme lim |*=+L1 < 1, la suite (an) converge vers 0.
n—oo n




Exercice 4.
Soit (an)nen une suite numérique.
Vrai ou faux?

2)

Si (ay) est bornée, alors (a,) converge.

b) Toute suite décroissante converge.
c) Toute suite négative et croissante converge.
d) Si a, > 0 pour tout n € N et (a,) converge vers a, alors a > 0.
e) Si (a,) converge, alors lim,, o |azz1| < 1.
f) Si lim a, =0, alors lim (a,sin(n)) = 0.
n—oo n—oo
.9 An+1 .
g) Si Jim Zn =1, alors (a,) diverge.
h) Si lim |ap+1 — an| = 0, alors (ay,) est une suite bornée.
n—oo
Solution.
a) FAUX.

b)

9)
h)

Prendre par exemple a,, = (—1)" pour tout n € N. Alors les termes de a,, alternent entre —1 et
1, ce qui fait que (a,) est bornée mais ne converge pas.

FAUX.

On peut prendre a, = —n pour tout n € N. Cette suite est décroissante, mais elle ne converge
pas.

VRAL

La suite est croissante et majorée par O (car négative). Par le critére des suites monotones et
bornées, la suite converge.

FAUX.
On peut prendre a, = % pour tout n € N*. On a a, > 0; par contre limy, 400 @, = 0.

FAUX.
On peut prendre a,, une suite constante. Elle converge, mais \GZ%\ =1-—>1.

VRAL
Comme |sin(n)| < 1 pour tout n € N, on a
0 < |an sin(n)| = |an| - [sin(n)] < |an],
d’ot
—lan| < apsin(n) < ay,|. (1)

Puisque lim a, = 0, la suite des valeurs absolues (|ay|) converge aussi vers 0. En effet, soit
n—o0

e > 0. Alors, par la convergence de (ay,), il existe ng € N tel que
|an = 0] = |an| = [lan| — 0] <e
pour tout n > ng, ce qui établit que li_)m lan| = 0. Par le théoréme des deux gendarmes appliqué
n—oo
d (1), on conclut alors que lim (ansin(n)) = 0.

FAUX.
On peut reprendre une suite constante. Elle satisfait |a’;%| =1 — 1, mais elle converge.

FAUX.
Prendre par exemple a,, = v/n pour tout n € N. Alors

_ B ~ (Wn+1-vn)(Vn+1+yn) 1
1 —an| = Vi + 1 — i = T ==

converge vers 0, mais (an) n'est évidemment pas bornée, car lim a, = +oo.
n—oo




Exercice 5.
En utilisant la technique du conjugué

r—Yy
Vi—Vi=——Y%_ ViyeR*
(AR,
calculer les limites suivantes :
a) lim v/n+ —vn c) lim v2n?+3 - \/(2n+1)(n+4)
Vn2+2—+vn2+3
. . 3 o 3
b) lim 5 d) r}grgoﬁ(\/n +2n —V/n3 +4)

Indication : on pourra utiliser, sans démonstration, que si (x,) est telle que pour tout n, x, > 0 et
limg, oo T, = I, alors lim,, o \/ZTp, = V1. On le démontrera dans le Chapitre 5.

Solution.

a) On a
l::nli_g.lo\/n—i— —v/n

i n+2-—n
= m —F
n—o0 \/n+ 2+ /n

2
= lim ———————
n—oo \/m+ 2+ /n

= lim

n—+00 (;ﬁ) (\/ﬁ"F ﬁ)

b) On a

Vn2+2—vn2+3
[ := lim
n—00 5
, n? 42— (n?+ 3)
= lim
n=o0 5(y/n? + 2+ V/n? + 3)

—1
= lim
n=o0 5(y/n2 + 2 +v/n2 + 3)

. 1 — -
- i () <5<¢1+2/n2+ ¢1+3/”2>> -

c) On a

Li=lim V202 +3— /20 +1)(n+4)
. 202 +3 — (2n+1)(n +4)
=1
n=o0 \/2n2 + 3+ /(2n + 1)(n + 4)
, 2n? +3 —2n? —9n — 4
= lim
n=00 \/2n2 + 3+ /(2n + 1)(n + 4)
. —In—1
= lim
n=00 \/2n2 + 3+ /(2n+ 1)(n + 4)

= lim <n>< —9_1/n )—9 _9V2
Tnoc\n) \V2+ 32+ V2 +1/m)(A+4/m))  2v2 4




d) On a

l::r}Lm n \/n3+2n— \/n3+4)

) n® +2n — (n3 +4)
= lim /n
n—00 Vn3 +2n +vnd +4

2n — 4
= lim n( )
’"Hoof Vn3 +2n 4+ vnd + 4

— lim (nf)( 2—4/n ):1
n=oo \ ny/n | \ \/1+2/n?+/1+4/n?

Exercices challenges.

Exercice 6.
n!

Calculer lim,, oo —.
nn

€T n
Indication : on pourra utiliser, sans démonstration, que Vx € R, ILm (1 + > =e”
n—00 n

Solution.

En appliquant le critére de d’Alembert, on a que
(n+1)!

A1 [CES)aal (n+1)! n'" (n+1) n'" n" < n >"
= = (n = =
an, 7% n!  (n+1)7t! (n+1)n+l  (n+1)» n+1
Par la troisieme indication, on sait que n11_}1(1;0 (1+ %)n =e”. En posant x = —1 on a donc
g 1

1 1—=) =e”

Foo < k> c
Or, en utilisant une feinte du loup™ , on a

k+1
1
( k )k_<k+1—1>’f_(1 1 )’f_(l—m) Ly
k+1) \ k+1 B k+1) 11— 1

il < 1, ce qui implique que la suite (an) converge vers 0.

Finalement, on a que lim
n—oo
Exercice 7.

Démontrer que la limite d’une suite convergente est unique.

Indication : Supposer par 'absurde qu’'une suite admet deux limites L et Lo distinctes et travailler
avec € := |L; — Lo|.

Solution.
Nous supposons par l'absurde qu’une suite a,, admet deux limites L1, Lo € R distinctes. Posons

=|Ly — Lo| #0.
Alors par définition des limites, il existe N1, Ny € N* tels que
{nZNl == ]an—L1\<§} et {nZNQ == \an—L2]<;}.
Pour tout n > max{Ny, Na}, nous avons ainsi
e =|L1 — Lo| < |L1 — an + an — La| < |L1 — an| + | L2 — an] < §+5:e

2
Nous avons donc obtenu € < € ce qui est absurde. Donc L1 = Lo.



