Exercices de physique générale 1 (2024) C. Galland, F. Mila, S. Rusponi

Corrigé Série 06 : Forces de frottement

1 Voiture dans un virage incliné

a) Trois forces s’exercent sur la voiture (voir dessin) :

— le poids de la voiture mg.

— la force de soutien N perpendiculaire a la route.

— une force de frottement statique F , tangente a la route,
perpendiculaire a la vitesse et dirigée vers l'intérieur du
virage pour empécher la voiture de déraper vers 'exté-
rieur.

La contrainte est ici que la voiture reste sur la surface de la route, qui est la surface d’'un cone de
révolution d’axe vertical, ouvert vers le haut, avec un demi-angle au sommet égal & 0 = 7/2 — a.
Cette contrainte s’exprime le plus naturellement dans un repére associé aux coordonnées sphériques,
avec l'origine au sommet du cone et €, vers le haut. La surface du cone est simplement décrite par la
condition "# = constante = w/2 — a" (sans conditions sur r et ¢).

b) Pour trouver la vitesse maximale que peut prendre la voiture, on utilise la deuxiéme loi de Newton
F+4 N +mg = ma. (1)

L’accélération en coordonnées sphériques s’écrit :
a= (i — 16> — r¢?sin®0)é, + (rf + 270 — r¢?sinf cos 0)ég + (rosinf + 27 sinf + 2r¢h cos f)é, (2)

Les contraintes sont : r = constante = R/ cos«, § = constante = 7/2 — « et qb = constante = v/R
donc 'accélération devient :
R ? v?

— cosasinaéy = —— (cosa é, +sinaéy) . 3
cos a R? cos o R? R< ) )

(On voit que ce résultat ce retrouve facilement & partir de 'expression de 'accélération purement
centripéte pour ce cas particulier du mouvement circulaire uniforme.)

On projette ’équation du mouvement (1) sur les axes

2
v

sur é,: —mgsina+ F, = —Mm cosa (4)
02

sur ég:  +mgcosa+ Ny = —me sin «, (5)

ou F,. = F - é, est la composante du vecteur I selon é, et Ny = N - €y est la composante du vecteur
N selon ég.



On peut réarranger les équations (4) et (5) pour trouver les expressions de F,. et Ny :

2

F. = —mgcosa (gU_R — tan a) : (6)
02

Ny = —mg cos « (1 + 0B tan a) : (7)

On constate que lexpression de F),. est négative si v? > gRtana, ce qui correspond au cas ou la
vitesse est suffisamment grande pour que la force de frottement soit dirigée comme sur le dessin. Nous
considérons cette condition satisfaite. L’expression de Ny est, elle, toujours négative.

La condition pour que la voiture ne dérape pas vers 'extérieur est |F,| < p|Ny|, c’est-a-dire :

v? v?
g—R—tanagu<1+g—Rtana>, (8)
d’ott I'on tire :
02
g—R(l—/Ltana)g,u—l—tana. (9)

Deux cas doivent étre considérés :

i) Si 1 — ptana < 0, c’est-a-dire si tana > %u alors la condition est automatiquement satisfaite.
Dans ce cas, la voiture ne peut pas déraper vers I'extérieur et la force de frottement ne peut jamais
atteindre sa valeur maximale, méme si la vitesse tend vers 'infini.

ii ) Sil—ptana > 0, c’est-a-dire si tana < l%, alors la condition devient

2
t
v < Hn+ tan o

— < — 10
gR 7 1—ptana (10)
Soit finalement,
t
v < \/ng (11)
1 —ptana

Une analyse dimensionnelle montre que le membre de droite a bien la dimension d’une vitesse.
Application numérique : vy, = \/10 x 300 Htandst/180) 79 m/s ~ 260 km /h.

1—1xtan(157/180) —

2 Sport d’hiver

a) Comme dans 'exercice précédent, trois forces s’exercent sur la luge (voir dessin) :

— le poids mg. B h, -

— la force de soutien N perpendiculaire a
la pente.

— une force de frottement ﬁfrot, tangente a
la pente, qui s’oppose au glissement de
la luge.

v




On utilise un repére cartésien fixe dans le référentiel avec I'axe & parallele a la pente, vers le bas, et
z perpendiculaire a la pente, vers le haut. A 1’équilibre, 'accélération et nulle; on projette alors la
deuxiéme loi de Newton selon Z et Z pour trouver que :

sur 2 : N, —mgcosa =0, (12)
sur T : F,+mgsina = 0. (13)

ou les composantes dans forces a priori inconnues sont F, = Fpo - €, et N, = N - €,. La force de
frottement statique a pour norme maximale pis|N.| = s mg cosa (car cosa > 0 ici). On obtient donc
la condition de non glissement :

mgsina < [is Mg CoS & = tan o < pu. (14)

b) Lorsque la luge glisse, 'expression de la force de frottement cinétique (opposée a la vitesse) est

connue : F, = —pu. mgcos a. L’équation du mouvement selon = est alors :
mi = mgsin a — mg cos a fi, = Mg sin a [1 — 1 He } = A mgsina. (15)
an «

On intégre une fois par rapport au temps pour trouver la vitesse (avec vitesse initiale nulle) :
(t) = A g(sina) t, (16)
et une deuxiéme fois pour obtenir la distance parcourue (avec la position initiale & I'origine du repére) :

x(t) = %A g(sina) #°. (17)

On remarque que la vitesse augmente proportionnellement au temps, donc la vitesse maximale est
atteinte au point le plus bas, c¢’est-a-dire aprés avoir parcouru une distance L = Sﬁl—oa Le point le plus

bas est atteint & 'instant
2L
t=4 ——— 18
\/ gsina A (18)

2h
Umax = gSina A Sl U v/ 2hogA (19)

gsina A

d’ou

Dans cette deuxiéme phase du mouvement la luge remonte la pente d’en face. On change donc
I'orientation de x, z pour suivre la pente qui remonte, et I'origine est désormais au point le plus bas
(ot la vitesse et vpay). L’équation du mouvement selon & devient

mi = —mgsinf — mgcost p. = —mgsin 6 [1 + tuce} = —B mgsin§. (20)
an
En integrant par rapport au temps on trouve la vitesse
(t) = —B g(sin®) t + Upax- (21)



La luge s’arréte quand @(t) = 0, c’est-a-dire quand

t . Umax
~ gBsinf’
La distance parcourue est alors
1 v 2 v v2
L =—-¢gBsinf | —— max————— = ex 22
g9 (ngin@) v gBsing  2gBsind (22)
La hauteur recherchée est donc ) y
v
h= Lsing — maz _ T 23
sin 2B 05 (23)

d) En Pabsence de frottement, A = B = 1; donc on trouve h = hy comme attendu.

3 La feuille d’exercices

a)

On décrit la situation dans le référentiel de la table. On choisit un repére fixe avec 'axe x horizontal

dans la direction de la force exercée par I’étudiant et un axe y vertical vers le haut. Lorsque la force

ﬁemdiam est trop petite pour mettre la feuille en mouvement, les forces extérieures qui s’appliquent

sur le systéme ‘feuille+téléphone’ sont

— son poids (m +m')g, ou § = —gé,,

— la force de soutien de la table N = Né, ot N = |N| est la norme,

— 1a force horizontale Fouginnt = Fotudiant €2 O Fatudiant = \Fetu;iand est la norme,

— la force de frottement statique exercée par la table F:tat = — F,at€s, horizontale et de direction
opposée a ﬁetudiant, ol Fiar = ‘Fs:at’ est la norme.

Attention : nous faisons ici le choix de travailler avec les normes des vecteurs (N, Fepugiant, Fstat > 0)
et non leurs composantes, car nous connaissons les directions des forces a priori. Mais 1’exercice peut
aussi se résoudre avec la méthode habituelle de projection des composantes. Il faut étre attentif aux
signes des composantes lorsque 1’on prend les valeurs absolues.

g
| = 00O m’ | 7

Fé udian
Fstat l m | }—»t diant
| tmm)g

Rappel : le systéme ‘feuille4-téléphone’ est traité ici comme un point matériel et on ne considére donc
que les forces appliquées par I'extérieur du systéme sur ce "point”. Les forces internes a ce point (par
exemple les forces de frottements entre la feuille et le téléphone) n’interviennent pas.

Le systeme est a 1’équilibre, la deuxiéme loi de Newton s’écrit

(m + m/)§+ N + ﬁetudiant + ﬁstat = 6



En projection sur I’axe vertical y, on a N = (m +m’)g.

En projection sur ’axe horizontal z, on a Fy.s = Fudiant, qui est vérifiée tant que la valeur maximale
de la norme de la force de frottement, F:5* = ,us|]\7 |, n’est pas atteinte. Donc, pour que le systéme
‘feuille+téléphone’ ne bouge pas :

‘ﬁetudiant‘ < i’ = NS‘N‘ = ps(m +m')g.

Si \ﬁetudiam| est plus grand que cette valeur limite, le systéeme feuille+téléphone se met en mouvement.

Lorsque la force ]ﬁetudiant] est plus grande que la valeur limite p5(m-+m’)g, le systéme feuille-+téléphone
se met en mouvement. Cependant si la force ﬁetudiant est trop faible pour que la feuille glisse sous le
téléphone, ce dernier reste sur la feuille en tout temps et on peut étudier le systéme ‘feuille+téléphone’
en mouvement. Lorsque le systéme ‘feuille4téléphone’ est en mouvement, la force de frottement
statique est remplacée par une force de frottement cinétique Fin. Elle est exercée par la table et est
horizontale et de direction opposée a ﬁetudiant.

7
. [ = 00 m/ | 2.
l AFcin l ooy ‘ Fetudlant
| mm)g

Considérons maintenant les forces qui s’appliquent sur le téléphone :

— son poids m’g,

— la force de soutien exercée par la feuille N’ ,

— la force de frottement exercée par la feuille ﬁs/tat' Cette force est horizontale dans une direction qui
empéche le téléphone de glisser sur la feuille ; comme le téléphone pourrait glisser vers la gauche
(vers les = négatifs), la force de frottement statique est dirigée vers la droite (vers les x positifs).

g -
l = OO m | Flstar
[ m |

ym'g

Considérons les projections selon x de la deuxiéme équation de Newton pour le téléphone, ainsi que
pour le systéme ‘feuille+-téléphone’ (les projections selon y ne servent qu’a déterminer les valeurs de
forces de soutien N et N’ et sont évidentes).

— Pour le téléphone : FY,,, = m/@.
— Pour le systéme ‘feuille+téléphone’ : Fipugiant — Fein = (m + m/) .

Dans la situation ou le téléphone ne bouge pas par rapport a la feuille, on a & = #’. En combinant
les deux équations précédentes, on obtient

/

F
Fetudiant - Fcin + (m + m,)ﬁ- (24)



Ceci est vrai tant que la force F!,,, ne dépasse pas la valeur limite F1m0% = ! |N'| = p'm’g, faute de
quoi le téléphone se mettra en mouvement par rapport a la feuille. La condition pour que la feuille

glisse sous le téléphone s’écrit donc

m 4+ m'

Fetudiant > Fcin + Tﬂlsm/g

= (ke + ) (m +m')g,

ou l'on a introduit Fg, = pe(m +m')g.

Cependant pour que la feuille glisse sous le téléphone, il faut également exiger que Fepudiant > fbs(m —+
m’)g pour mettre en mouvement la feuille (résultat du point a)). Si ce n’est pas le cas, la condition
trouvée au point a) n’est pas satisfaite et tout restera immobile. Finalement, la condition pour que
la feuille glisse sous le téléphone est donc

Fetudiant > max [MSJ (,uc + M;)] (m + m/)g' (25)

4 Champ de bosses

On choisit des axes x et z comme sur le dessin ci-dessous. On choisit 'origine du temps de telle sorte que
t =0 quand z = 0.

N X

a) On sait que la route a un profil sinusoidal. La hauteur de la roue (coordonnée z) s’écrit donc :
h(z) = Asin(ax)

ou A et a sont les paramétres du profil sinusoidal.
D’aprés les données du probléme, on peut écrire A = % et a = 27”, et donc

h(z) = gsin (2%;@) . (26)

La voiture a une vitesse horizontale constante v,. On peut donc écrire x(t) = v,t, 'équation horaire
de la roue devient :

h(t) = gsin (2%%15) . (27)



b)

Soit z(t), la hauteur de la voiture. I’ equatlon du mouvement de la voiture est donnée par la deuxiéme
loi de Newton XF = P+ F. = ma ou P est le poids de la voiture et F. 1a force de rappel du ressort.
En projection sur l'axe z, on a P = —mg et F,, = —kAz ou Az représente l'allongement du ressort
et peut s’écrire Az = z(t) — h(t) — lp. Pour s’en convaincre, on peut se dire que z(t) représente la
position (verticale) de la voiture au cours du temps et h(t) la position (verticale) de la roue au cours
du temps. z(t) — h(t) est dés lors la distance voiture-roue, c’est-a-dire la longueur du ressort. Et donc
finalement z(t) — h(t) — o est la différence entre la longueur du ressort et sa longueur au repos. Cette
expression est donc bien l'allongement du ressort Az. Pour se convaincre du signe —, on peut faire
le raisonnement suivant : si z(t) — h(t) — lp > 0, alors le ressort est étiré, il exerce une force vers
le bas. Le signe de cette force est négatif ce qui est cohérent car 'axe z est dirigé vers le haut. Si
z(t) — h(t) — ly < 0 alors la force est dirigée vers le haut et son signe est positif.

En projection sur ’axe z, ’équation du mouvement s’écrit donc

H 2
mz=—mg —klz—h(t) —lo) = —mg — kz + kly + k; sin (%Uﬂf) : (28)

£ on récrit cette équation :
m

Si on pose w = 2™

2 _
T et wy =

H
P4 gt wiz—wily= WSE sin(wt). (29)
On remarque que I'équation (29) peut se mettre sous la forme :

H
i+ wy (z + % - lo) = wj— sin(wt),
wp 2

qui est presque I’équation demandée. Pour y arriver, il suffit de faire un changement de variable z — u
avec p
u=2z+— —lo,
Wo

ce qui donne Z = 1, et donc on obtient I’équation

H
il + wiu = w%; sin(wt), (30)

qui a bien la forme demandée, si ap = w32

Dans la donnée, on nous propose d’utiliser une solution de la forme
u(t) = psin(wt — ) avec ¢ =0. (31)
On la dérive deux fois et on l'introduit dans I’équation du mouvement (30), qui devient
2 . 2 . 2H .
—pw* sin(wt) + wypsin(wt) = Wy sin(wt).
En divisant par sin(wt), on obtient :
(—w? +wp)p = wp

et donc



H 1
P=r

w? )
g
La grandeur p représente I’amplitude des oscillations verticales de la masse m. Dans le cas de notre
voiture, plus cette valeur sera petite, plus notre voiture sera confortable.

Il faut distinguer ici 3 cas différents :

e La vitesse est telle que w = wy, c¢’est-a-dire v, = \/% % Dans ce cas-la 'amplitude des oscillations

tendra vers l'infini (phénoméne de résonance) et le véhicule sera trés inconfortable.
kL
m 2T
ne pourra pas descendre en dessous d’une certaine limite. En effet, lorsque v, — 0 (c’est a dire
w—0), on a

e La vitesse est plus petite que . Dans ce cas, 'amplitude des oscillations sera finie, mais

L H
Umazx a
2

e La vitesse est plus grande que \/% % Dans ce cas, plus la vitesse est grande, plus I'amplitude
sera petite. Dans le cas limite v, ou w — 00 on a Uy, — 0.
En conclusion, pour rouler avec le plus de confort possible sur une route bosselée, il faut rouler le
plus vite possible. Et lorsque cela n’est pas possible, il faut rouler avec une vitesse trés faible. Mais
dans tous les cas éviter de rouler avec une vitesse proche de celle qui correspond a la résonance. Ce

phénomene est illustré dans le film Le salaire de la peur de Henri-Georges Clouzot avec Yves Montand
et Charles Vanel.



