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2 6 Racines de nombres complexes

Prop Soit n EN et WE Alors il existe n nombres complexes

distincts Zo En tels que pour K 40 n 1

Z W

Ces nombres sontappelés les racines n ièmes de W
Si NE IN et w O alors l'unique solutionde 0 est 0

Methodederésolution à l'aide de la forme polaire

i Ecrire w sous forme polaire w w e pourK 40 n l

ii Passer à l'exposant Zy w eil pour KE 0 n l

Exemples

1 Racines carrées de 1 22 1 n 2

i 1 eil KE 0,1
gin

il

Ii En e e K 40,14
Les 2 racines de 1 sont 1 et e 1

xp
p2 Racines troisièmes de 1 23 1 n 3

i 1 eil 0ᵗʰ K 40 1,24 fifty
ii tu et 4E 40,1 2

les 3racines cubiques de 1 sont 1 e et e e
2
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2 7 Racines de polynômes complexes

Def Un polynôme complexe est une fonction P a de la forme

Plz a a Z an Z Écran Z convention 20 1

où do an Ed et an 0 et n EIN

On dit que ce polynôme est dedegré n
Une racine ZE G de P est une solution de l'équation P Z 0

Prep Si to est une racine de P alors P Z Z Zo Q z

où Q z est un polynôme de degré n l admis

Théorème fondamentalde l'algèbre Soit P Z Épauz un polynôme

complexe de degré n

Alors P est factorisable en produit de polynômes complexesde degré 1
C'est à dire que il existe Z En pas nécessairementdistincts

telque P z an 2 En

Iadmis
En particulier P Za 0 pour K I i n

Cas particulier explicite polynômes de degré 2

Prop Soit P Z a z bz c avec a b c E et a 0

Alors Padmet 2 racines dans pas toujours
distinctes

PourK 10,14 Zu
b
Ia où Wusontlesracines carréesde b Mac



Preuve P z a t bz c écrire sous la forme a 2 y y y y E 4

alz ET c

Donc Plz 0 a 2
b 441ᵉ

2a 2 b 4 au

2 a 2 un pour K 40,14

z
b K 40,14 Ia

Ainsi Pa 2 racinesdistinctes soi b Lac 0 sinon 1 seule ravineégaleà fa
Cas des polynômes à coefficients réels Si a a an E R et
P Z Étant ZE Alors

ZE I P Z P E can aut au E car auEIR

one lesracines de P sont soitréelles soitdespaires Z E de complexes conjugués

Or on a Z Z Z E 22_ ZutE Z 24 En

z 2GHz 174Fr

On déduitdu théorème fondamental de l'algèbre

Proposition Tout polynôme à coefficients réels et factorisable en produitde
polynômes réels de degré 1 on 2

Les facteurs sont_soit affines z Zn avec Za EIR

soit quadratiques t bz c avec b ER
et b 4e sinon on
factoriser dans IR



Quelques exemples

i P z Z 22 1

z 1 favorisation dans IR et dans 0

4 P Z 23 1 racinestroisièmesde1 I e e

z 1 z e z ê factorisation dans 0

z 1 E LEE.EE z e é

z 1 E 2 1 factorisation dans IR

3 Plz 24 1

E 1 22 1
z 1 2 1 t 1 factorisation dans IR

z 1 z 1 z i Z i factorisation dans

gyoza


