EPFL Lénalic Chizat
Sections MX-EL-CGC 7 octobre 2024

Analyse [ — Série 4
Echauffement 1. (Formule d’Euler)

Vérifier les égalités suivantes :

. , 1 1
N —im/2 - ) et = 1 _ L _ .t
(i) e i (1) e (vit) 7i-3 "
Sol. :
(i) e=™/? = cos(—7/2) +isin(—7/2) =0+ i(—1) = —i
(ii) e=™ = cos(—m) +isin(—7) = —1+i(0) = —1
| 1 —i R 1 -
(iii) 1.5-1‘:11-1-1’1—1‘:(1-&-11')(1—1’):12:2_‘_7’<_2>:;_Z;
Echauffement 2. (Forme Polaire)
Calculer le module des nombres complexes suivants.
a) et b) e~ (i+D) ¢) e=GD d) e(i=50) e) e(1-500)

Sol.:

On va utiliser que pour z=a-+1ib avec a,b €R, on a
le*| = (e e®)"/? = (ez 65>1/2 = (ez+z>l/2 =T =R = ¢,
a) et =€l = b) ’e—(i+1)‘:€—1:% c) ’e_(i_l)‘:elze

d) ’e(i—BO)‘ — 50 e) ’6(1—501‘) —el—p

Exercice 1. (Partie réelle et partie imaginaire)

Trouver la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes suivants.

2_31 1 4567
2 — 34)(3 + 2i b -
a) (2 — 3i)(3 + 2i) e 9 (5)
1 1 1 9-3i 1—i
) (1 + i/3)10 £
) (1+iv3) A T ) S5 Tivs
545 20 3430 _ 410 /10— 150N /1414
g) 2 = ) — 1>( )(_)
3—41 4431 1+ 22 2+ 1— 3



Sol.: Les résultats ci-aprés sont écrits sous la forme z=a+1ib, et on a Re(z) =a et Im(z)

a) z=(2—3i)(3+2i) =12 —5i
2-3i 2-3i4+5 23 2

b = — = — — 77—
)T T i-sideni o4
1 4567 37r4 7 -137017r T
C)Z_(.) — b 4867 _ i iy — =041
i
L 1
d) On a que €'s = cos(?) +isin<g) = 5 \g_ D’ou

10
1 x
2= (14+3i)10 =210 (2 + z?) =210 (6’5)10

= 210615 = 21007 — 910015 — 910 (; - z\f

et ainsi Re(z) = —2° = =512 et Im(z) = —512V/3.
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De=g T i 5 + 10 !
5+5 20 (5+50)(3+4)  20(4—30) ‘

= = :3_

9 =55t v 25 DT !
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Exercice 2. (Module et argument)
Trouver le module et 'argument des nombres complexes suivants.

87:21 _ 21'11

a) 2+ 2i b) —1+iv/3 ¢) —1+itg(3)  d) =

Sol.:

e) 2

Les résultats ci-dessous sont écrits sous la forme z=pe'?, etona |z|=p et arg(z) =

a) 2—2—1—22—2\/_( —|—2>—2\/_e4

V2 V2
b) Z=—1+i\/§:2<—;+z’\é§> :2((205( )—l—zsm( )) — 2¢iF
c) s=—14itg(3) =143 :E;g; - |Cosl<3)| (cos(3) — isin(3)) =
— 1 67:(2#*3)
|cos(3)]

1

cos(3)]

—3i

@ .

=b.



d) 8% — 2" 8i— 2% 8i+2 1 1+i

= 10i = 10i 5 :5\/§<—

1—4 1—¢ 1—1 1—i

= 5\/§(¥%f

6) y =9l — eiLog(2)

z =

Exercice 3. (Racines de nombres complexes)

Trouver toutes les solutions des équations suivantes dans C,
a) 2> =1 b) 22 = =3+ 4i c) 2t =-2i d) 2> = -3 +i

Représenter les résultats graphiquement.

Sol.:

a) On utilise que 1 = €'>™ pour n = 0, 1, 2, 3, 4. Les solutions recherchées sont donc z,11 =

- 271N

s avec n=0,1,2, 3,4 (voir Fig. a,).

b) En écrivant z = a-+1ib, I"équation donnée devient a® — b+ 2abi = —3 + 4i. Puisque a et b
sont réels, on doit résoudre le systeme d’équations

a? —b* = -3
2ab=4
2

La deuxieme équation implique que a et b sont non-nuls et donc b = =. En insérant ceci dans
la premiére équation on obtient

4
a2——2:—3 s ad*+3d°-4=0 < a
a

2:—3j:\/9+16:—3i5: 1
2 2 —4
Puisque a € R, seulement la premicre solution est possible ; on a donc a = =+1 et b= =+2.
Ainsi les solutions de l'équation initiale sont z =1+ 2i et z = —1—2i (voir Fig.[1p).
c) On utilise que —i = ei(F+2m) pourn =0, 1, 2, 3. Les solutions recherchées sont donc z, 1 =
{*/ﬁei(%Jr%”) avec n=20,1,2 3 (voir Fig. c).

3 1 (5n
d) Ona que —/3+i =2 (—é_ + ;) — 9% +2m) pour n =0, 1, 2. Les solutions recherchées

sont donc zp41 = wei(%+2’7ﬂ”) avec n=20,1,2 (voir Fig. d).

Exercice 4. (Equations polynomiales)

Résoudre les équations suivantes dans C :

a) 22 +62+12—4i=0 b) 26 —2234+2=0

Sol.:



FIGURE 1 — Solution de I'exercice 3 (représentation graphique).

a) Méthode 1 _: On pose z = a+ib avec a,b € R qu’on met dans [’équation donnée :
(a+ib)* +6(a+ib)+12—4i =0,

d’ou le systeme d’équations

a?—b>+6a+12=0
2ab+6b—4=0.

De la premiere équation on obtient
a=-3+Vvb -3,

et donc |b| > /3 car a doit étre réel. On peut alors récrive la deuziéme équation du systéme

comme 2
_Z_3
“=5%

et on trouve

2 2
BEVIE-3=5-3 & £VP-3=7.
d’ou 4
2 _
b —3—b—2,
ou encore

(b*)? =30 —4=(b*—4)(b* +1)=0.
On a alors b= 42 car b doit étre réel. Les solutions de [’équation initiale sont donc

21 =—24+2%
22:—4—2i.

Méthode 2 : On utilise directement la formule pour I’équation quadratique vue au cours. Comme
a=1,b=06 et c =12 — 47, on obtient

—6+ /36 — 48 1 167
21 = LU S s (1)

2




On remarque que la radicande est la méme qu’a U'Ez. 3b) et donc la racine vaut £(1 + 21).
Puisqu’il y a déja les deux signes dans , il suffit de considérer une seule racine (laquelle
n’importe pas). Les solutions (1)) sont alors

7 =—-3+1+2i)=-2+4+2i,
29=—-3—(1+2i)=—-4—2.

b) L’équation donnée est équivalente d

(2> = 1) = —1.

Puisque —1 = €™, il suit que 2> —1=¢'

2 =14i=+2eT

E \
(5+m) avecn =0, 1, dou

Il faut alors résoudre les équations 2° = /2€'i et 2° = /2e7'%  en utilisant la méme
technique qu’aux Ez. Sa,c,d). Les solutions sont

. -3 17

21:\(75(3’12, 22:\6/56247 23:\67562127
e .93 T 5

2= /2715 = 267 25 = /212, 26 = V/2e'7.

Exercice 5. (Encore une équation)

Trouver la partie réelle, la partie imaginaire, le module et ’argument de tous les nombres complexes
z qui satisfont I'équation

2% = (1 + \/ge%)zg.

S
Sol.: Comme e’z =i, on a

1+V3e'" =1+iV3,

qu’on récrit sous forme polaire :
1+iV3 =265,

Ainsi ’équation devient
;i\ 8 ; 81 ; 2m
22 = (2613) = 2Bels =2%¢'T
Afin de résoudre cette équation, on écrit

- 21
2m 19
22 = 98 i F+ ””), avecn =0, 1,

car une équation polynomiale du deuziéme degré a deux solutions. Ces solutions sont donc
. 1 3
Z1 = 24€Z§ =16 <2 +l\é_> = 8+28\/§,

o 1 3
2 =246 = 16 (—2—¢\§> — _8—i8/3.



Les quantités recherchées sont alors

Exercice 6. (Décomposition d'un polynéme)

Décomposer le polyndéme 25 + 1 en produit de facteurs irréductibles complexes et en produit de
facteurs irréductibles réels.

Sol.: Pour la décomposition en facteurs irréductibles complexes il faut utiliser que —1 = €
pour n=20,1,2,3,4,5. Les racines complexes sont donc

(m+27mn)

Znal = ei(%Jr%"), avec n=0,1,2,3,4,5,
ce qui donne
== i], T R 1S ST DTy
2y = (547) = —? —is, 2= el(ET) = 4, 2= (%) = ? — iz

= (o)) f-R)eo Foa)(o) (- 40

Puisque ’équation est a coefficients réels, ses racines complexes sont deux a deux complexes conju-
quées : zy = Zg, 29 = Z5 et z3 = Zs. Pour tout nombre complexe ¢ on a

(z—c)(z—8) =22 —(c+&z+cc=22—2Re(c)z + |¢|* ,

d’ou on obtient
P 1=02 = V32 + D)2+ D)2+ V32 +1).

Exercice 7. (Sous-ensembles de C)

Démontrer I’égalité suivante :
1
{zGC:z%O,erER}:{zEC: (z;«éOetIm(z):()) ou |z|:1}.
z
Sol. :

Pour caractériser ’ensemble {z eC:z#0, z—i—% € R}, on pose z = pe'? avec p > 0 et ¢ € [0, 2.
La condition devient alors ]
pe? + —e ¥ c R,
p



ou

. 1 . 1
Im(pew + e_“p) = psin(p) — —sin(p) = 0.
p p

Cette condition est satisfaite pour o =0, ¢ =7, ou p =1 et ¢ arbitraire, donc pour les nombres

de forme z = p, z = —p et les nombres complexes de module égal a 1. L’ensemble {z e C: (z #+
0 et Im(z) = O) ou |z| = 1} contient non seulement les nombres complexes z de module 1, mais
aussi les nombres réels non-nuls qui correspondent aux nombres de la forme z = p et z = —p avec
p>0.

Exercice 8. (V/F :Nombres complexes)

Q1 :

Q2 :

Q3 :

Q4 :

Le polynome 22 + 1 divise 2% + 32* + 22 — 1.

VRAL Noter que 22 +1 = (2 —i)(2+1). Comme i +3i*+i*—1=-143-1-1=0, z2—1
divise le polynome donné. Puisque ce dernier est a coefficients réels, il suit que i = —i en est
aussi une racine et donc z + i le divise aussi. Ainsi on conclut que 2> +1 = (z —i)(z + 1)
divise ce polynome donné.

Soient zi,...,2, les racines complexes du polynéme 2" + a,_12" ' + --- + a1z + ag avec
ag, @y, ..., ap—1 € C. Alors on a [[}_; z; = (—1)"aq.
VRAIL. Comme zy,...,z, sont les racines du polynoéme, on a

2"t ag=(2—2) (2= 2) .. (2 — z).
En comparant les termes de degré zéro des deux cotés de ’expression, on trouve la formule de
[’énoncé.
Il existe un entier n € N* tel que (1 +41/3)" est un imaginaire pur (c’est-a-dire sa partie réelle
est nulle).
FAUX. On calcule la puissance en utilisant la forme polaire

(1+1iV3)" = 2ne™™/3 = 2”(Cos(n7r/3) + isin(mr/?))).

Ce nombre est un imaginaire pur si et seulement si cos(nw/3) = 0 < (n7r/3 =7/24 km avec

ke Z) & (n = 3/2+3k avec k € Z). Or, cette condition ne peut étre satisfaite pour k entier.

Il existe un entier n € N* tel que (1 — i1/3)" est réel.
VRAIL En utilisant de nouveau la forme polaire on obtient

(1 —iV/3)" = 2ne™in™/3 = 2"(cos(n7r/3) — isin(mr/i%)).

Ce nombre est réel si et seulement si sin(nm/3) = 0 < (mr/?) = km avec k € Z) & (n =3k

avec k € Z). Ainsi on peut par exemple prendre n = 3.

Exercice 9. (QCM : Racines de nombres complexes)



L’ensemble des nombres z € C tels que z* = (3;;_?23

est
El{ 3 ‘;’(1 +/30), —2(1 _ \/éi)} 5{31, 2(1 —/30), —‘;’(1 + \/§¢)}

l{—3i,2(\/§+i),—2(\/§—i)} D{3z‘,2(\/§—i),—g(\/§+i)}
Sol. :
On a 2i +2 = 2y/2e™* et 3+ 3i = 3v/2e'™*, et Uon en déduit % = 333/ Ae=im/4 = 97¢im/2,
On applique ensuite la méthode du cours : les 3 solutions de Uéquations 2° = 27e/7/>+2k7) | c 7,
sont données par zj, = 3e™/5T2k7/3 quec k€ {0,1,2}. Autrement dit on a zy = 3¢™/%, 2, = 3¢P7/6
et 2o = 3e™7/2 ce qui correspond auz solutions ci-dessus écrites sous forme polaire.



