Corrigé série 4 Euler 3éme année

Corrigé série 4

Exercice 1 (10 points)
On rappelle que deux événements quelconques G et H sont dits indépendants si

P(GNH) = P(G)P(H).

Il faut donc, dans cet exercice, vérifier si cette équation est satisfaite ou non par les événements

mentionnés.

1 1
a) Comme on a les probabilitées P(E) = —, P(F) = 7 et P(ENF) = P(tirer as de coeur) = 5
on a bien que I’équation

P(E)P(F)=P(ENF)
est vérifiée. D’ou I'indépendance des événements E et F.

b) II est clair ici que les deux événements sont indépendants. On peut aussi le voir par calcul :

11 1
P(E)P(F)==-—=-=P(ENF).
(B)P(F) =5 =4 =P(ENF)
5
¢) En comptant les cas favorables, on a P(E) = 3% Alinsi,
PIE)P(F)=—-—-# —==P(ENF
donc les événements ne sont pas indépendants
d) Dans ce cas, on a
6 1 1
PIE)P(F)=—-—-=—==P(FENF
donc les événements sont indépendants
Exercice 2 (5 points)
Comme
6 1 1
P(E)=— P(F) == P(ENF)=—
1 1 1
P(G) =-— P(ENG)=— P(FNG)=—
) =%, (ENG) =, (FNG) =,
1
PIEN(FNG —
(EN(FNG)) =5

on a, en appliquant la méme stratégie qu’a l’exercice ,
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— FE et F' sont indépendants,
— FE et GG sont indépendants,
— FE et F NG sont dépendants.

Exercice 3 (5 points)

On pose X la variable aléatoire qui donne le plus grand numéro tiré. On a, pour 3 < i < 20,

()
(%)

P(X =i)=

Alinsi,

Exercice 4 (5 points)

On a
1 2k
P(ANB;) == -
1 2k 2k
P(A)=3-|=- =
(4) =3 (3 Sk—l) 3k —1
1

Ainsi, on a bien que A et B; sont indépendants. Par symétrie du probléme, cela implique que A
est aussi indépendant de V.

Comme

P(AN(BiNV)) =0, et
P(A)P(B;NVy) = P(A)-0=0,

on a que A est indépendant de B; N V;.
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Exercice 5

(5 points)

X : somme des points lors du lancé de deux dés équilibrés.

Loi de probabilités de X.
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Exercice 6 (5 points)

a) Comme le bus passe toutes les 20 minutes, la personne attendra au maximum 20 minutes,

20
c’est-a~-dire P{X <20} = %30 = 1 et par suite, P{X <z} =1 Va > 20.

10 1 1
PIX <10} = 5 = 2. P{X <1} = o et pour v € [0:20], P{ng}:;—o
b)
] y= F(z)
08 |
0 sixz<0,
N 0.6 |
Fz)=P(X <2)={0 L 9
(x) ( ) 50 si x € [0;20], 041
1 st z > 20. 09 |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Exercice 7 (5 points)

Soit X la variable aléatoire qui représente le gain net du joueur.

9 1
— Sil ti X =2et P(X=2)=—=-
il tire un coeur et P( ) 369 1 1
— 5’1l tire un carreau : X =let P(X =1) = %=1
18 1
— S'il tire un pique ou un tréfle : X = —3 et P(X = —3) = 3% =3
1 1 1 3

Ainsi. BE(X)=2-2+1-2-3.2 = _Z =
insi, F(X) 4+ 1 3 5 ,

Par conséquent, on perd en moyenne 75 centimes par partie.

—0,75.
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Exercice 8 (5 points)

Soit X le gain du joueur. On s’aide d’un arbre pour les probabilités :

3 Rouge

3
J = Rouge

%
*

= Noir
8

3
Noir = Rouge

/
T
- Noir

On obtient les probabilités suivantes :

3 1

P(leOO):6§:§1

e :65 .5§:Z 5

P(X:O):§‘§6'?5 42_8 5

P(X = —150)= g2 o= o0
E(X)=100-%+50&+0-%—150-%:%210,12

Oui, on accepte de jouer a ce jeu car on gagne en moyenne 10 francs.

Exercice 9 (5 points)

On a les probabilité suivante :

1
P(X=3)=-
(X =3)=]
1
P(X=1)=~=
(X=1)=3
1

1 1 1 5 &k

E(X)=3.-41.-2 .- =°2_1%

(X) 34jL 2 k4 4 4

Il faut que £ soit égal a 5.
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Exercice 10 (5 points)

On a représenté l'arbre des possibilités dans la figure 1. Ici, C' représente un centime, D cinq

centimes et F dix centimes.

5
_3 DE,2/3 10
-3
CC,1/10 5 CE,2/3 6
1
% y
. ] CE,1/3 6
oD 2/8 w
CE,1/5 10
6 DD,1/3 5
w\
1
10 cC,1/3 3

FIGURE 1 — Tableau pour 'exercice

gain total

11

11

11

11

Les cinq branches qui partent de la racine représentent le premier tirage. Sur chaque branche

on a indiqué les piéces qui ont été tirées (sans tenir compte de l'ordre), ainsi que la probabilité

correspondante.

Chaque branche se termine sur la valeur du gain (en centimes) auquel elle correspond.
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A partir de chaque "gain" part un autre set de branches qui représente le deuxiéme tirage et qui

aboutit sur le deuxieme gain.

En utilisant ’arbre, on calcule que ’espérance de gain du premier tirage est 3.8, de méme que celle

du deuxiéme.

Comme l'espérance de la somme de deux variables aléatoires est la somme de leur espérance, on

trouve que 'espérance totale est 7.6.

Remettre les piéces apres le premier tirage ne changera pas les espérances de gain.

Exercice 11 (5 points)

Il faut trouver une suite infinie de valeurs py € [0; 1] dont la somme vaut 1 et lui associer une suite

o
de valeurs x;, telle que Z prTy est infinie.

k=1
Ainsi la variable aléatoire X prenant les valeurs x avec une probabilité py est d’espérance infinie.

1 k [e%} 0 1 k [e%} e’}
Parexemple,pk:(ﬁ) et a:k:2k car ;pk:; (5) =1 et ;pkftkzkz_;lzoo.

Exercice 12 (10 points)
Soit X la variable aléatoire représentant le gain du joueur. Elle peut prendre les différentes valeurs

suivantes :

Xaz—1afmxz-4):<_>3

Xzoafmxzm:%.(

X:1aﬁ&¥:n:(éf.gﬁ
9

— X=0et P(X =9) =

Ainsi,

Exercice 13 (10 points)

a) On a, avec la définition de la probabilité conditionnelle,

P(A)P(B|A)P(C|ANB) = P <A>P<£<2>B) P(g&ﬁg)jg)
=P(CNANB).
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b)

P(A1NAyNAs) = P(A))P(Ay|A1)P(As] A1 N Ay)

4 3 2 1 4
— — e — . — = — = ]_8 * 10 .
92 51 50 5525

c) Soit {E;i}tiz

» une famille d’événements. On va démontrer que

Le cas n = 1 est trivial, le cas n = 2 est la définition de la probabilité conditionnelle, le cas
n =3 a déja été traité en a).
Pour faire le pas de récurrence, supposons que la formule soit vraie pour un n > 3 quelconque.

En utilisant la définition de la probabilité conditionnelle, puis I’hypothése de récurrence, on

peut faire la suite de calculs :

PEsN---NE,11)=P(EiN---NE,)NE,11)
=P(E\N---NE,)P(E,1|E1N---NE,)
CEEN P(B)P(Ey|Ey) - P(Ep|Ey N - N Eyy) - P(Eyyt| By NN Ey),

comme voulu.
Ainsi, on a établi la formule

P(Eyn---NE,) =[] P(E| N E).

Exercice 14 (5 points)
De I'hypothése P(E N F) = P(E)P(F), on déduit que
P(ENF)=P(E)(1—- P(F9)
= P(E) — P(E)P(F°).
Alinsi,
P(E)P(F°) = P(E) — P(EN F)

=(P(ENF)+P(ENF°)—-P(ENF)
= P(ENF°).



