Changement de référentiel,
dynamique terrestre

« E pur si moeve. »
— Galileo Galilei

I. Référentiels et reperes

Comme défini au premier chapitre, un référentiel est défini par la donnée de
quatre points non coplanaires dont les distances mutuelles restent constantes, et
par extension de tous les points dont les distances mutuelles a ces quatre points
restent constantes. Des exemples de référentiel souvent utilisés sont les suivants.

Exemples.
— Un solide.
— Le référentiel terrestre (ou du laboratoire).

— Le référentiel géocentrique ou de Ptolémée, défini par le centre de la Terre
et trois étoiles fixes.

— Le référentiel héliocentrique ou de Kepler, défini par le centre du Soleil et
trois étoiles fixes.

On définit aussi la notion de repere.

Définition. Un repere est défini par la donnée d’un point de 'espace et de trois
vecteurs non coplanaires. En général, on utilise des repéres orthonormés directs
(vecteurs orthogonaux de norme 1, troisiéme vecteur égal au produit vectoriel
des deux premiers).

Un repere est dit lié au référentiel R si son origine et ses vecteurs ne bougent
pas par rapport a R. A un repére, on ne peut associer quun seul référentiel auquel
il est lié. Par contre, on peut définir une infinité de reperes liés a un référentiel en
changeant I'origine et I'orientation des vecteurs.

II. Changement de référentiel

Considérons deux référentiels R et R'. Soient (O, €x, €y, é’z) un repére lié a R et
(0, 8,8,8) unrepere lica R'.

La position d"un point matériel M est repérée dans R par

—
OM = xé; +yé, +z¢;
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et dans R’ par
N
O'M = a1€1 +aeé, +azes.
La vitesse de M par rapport a R est définie par
Um = Xex+yé,+ze;
et la vitesse de M par rapport a R’ est définie par
Z_fﬁw =161 +ape, +azes.
De méme, 1'accélération par rapport a R est définie par
M = i8 + 18 +ze
et I'accélération par rapport a R’ est définie par
1_1’34 =i +iper +ize3.
Comment ces vitesses et ces accélérations sont-elles reliées entre elles ?

Pour répondre a cette question, il suffit d’observer que le mouvement de R’ par
rapport a R est entierement défini par deux vecteurs :

— Tor, la vitesse de O’ par rapporta R ;
— @, le vecteur rotation qui décrit I’évolution temporelle des vecteurs e; :

dei =wANe;
dr a

On en déduit les relations suivantes. D’abord pour la vitesse :

—
. dOM  doO' | dO'M

M= "4t dt dt
= Uo + $(ﬂ151 + a8 + az e3)
S B dé’l_i_._»_'_ dé’z_i_.ﬁ_i_ des
= 0o ai e a1 —— ar ey — ay —(— a3 é3 +— a3z ——
© dt dt dt
:5o/+53\4+ﬂ1(7)A51+ﬂ2(?)/\é§+ﬂ3(?]/\éé
— —/ — /
=0 +Uy+wANANO'M,
soit finalement
— —/ — — ! —/ —
M = Uy + Tog+wAANOM =70y +0eMm-.
\/ v ~ ~\~ -~
vitesse « absolue » vitesse « relative »  vitesse « d’entrainement »

La vitesse d’entrainement correspond a la vitesse par rapport a R d'un point
immobile dans R’ confondu avec M a l'instant f.

Remarque. Si R/ est simplement en translation par rapport a R (& = 0), on a le
résultat intuitif

m = 5;\4 + o,
simple translation du vecteur vitesse.

Pour l'accélération, on a

d. d . . . d/, =
—avol+$(alel+ﬂ2€2+ﬂ3e3)+&(CU/\OM).

5

:aol
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d(a &+ (08 + 43 8) = i1y &) + ip & + i385 + d da | 5,92, 95
=+ O NTy
et
d /., —F— . —— . dO'M
—(w/\O’M)=w/\O’M+w/\
dt dt
= /—> — =/ = /—>
:w/\OM+w/\<vM+w/\OM)
Ay A Iy
:wAOM+wAvM+w/\<wAOM) ,
d’ou finalement
- — - Ay s AN Ny O —
am = dy +aO/+CU/\OM+(U/\((U/\OM)+ 20 N Ty
Rl ~ N — . S~
accélération « absolue » «relative » « d’entraimement » « complémentaire »

L’accélération complémentaire est aussi appelée accélération de Coriolis. On a alors

— —

/ — —
apm = dpp+dem +ac M -
Remarques.
1. L'expression des vitesses et des accélérations en coordonnées cylindriques

et sphériques peuvent étre vues comme des applications de ces relations
en considérant comme référentiel relatif :

— le référentiel R’ auquel le repere (O, €, €y, é’z) est 1ié pour les coordon-
nées cylindriques;
— le référentiel R’ auquel le repere (O, er, ey, 54)) est lié pour les coordon-
nées sphériques.
Comme 1'origine O est la méme que pour le référentiel absolu, il n’y a pas
de termes o et Ay, et les autres termes calculés pour O’ = O redonnent

exactement les formules vues précédemment en coordonnées cylindriques
et sphériques.

e
2. Le terme @ A (c?) NO' M) est parfois appelé accélération centripete. En
effet, si
/—> — — — —
OM=pe,+ze, et W=wez,

alors

—
GAOM=pwéy = @A (@AOM) = —pw?e,.

ITII. Principe fondamental dans un référentiel quelconque

Supposons que le référentiel R soit un référentiel dans lequel la premiere loi de
Newton s’applique. Un tel référentiel est appelé référentiel inertiel. Dans un tel
référentiel, la deuxiéme loi de Newton prend la forme

=

mﬁM:F,

ott F est la somme des forces appliquées. Qu’en est-il dans un référentiel quel-
conque?
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D’apres ce qui précede, on a
mﬁﬁw-l—mﬁeM—FmZiCM:F - mﬁﬁVI:P—mZz’eM—mﬁCM,
ou encore
— — — —
mdy = F + Fe + Fc,

ot Be = —m i, est la force d’inertie d’entrainement et Fic = —m i est la force
de Coriolis. De fagon plus détaillée, ces forces supplémentaires prennent la forme

= — = /—> — — /H - — —f
Fe=-midp —mawoNOM—mdaw N (w/\OM) et Fc= —-2mwA\v),.
Cas particulier. Si le référentiel R’ est en translation uniforme par rapport a R,
c’est-a-dire si 7 est constante et & = 0, alors 4o = 0 et

= —

FE.=0 et Fc=0.

Dans un tel référentiel, la deuxieme loi de Newton prend la méme forme que
dans un référentiel d’inertie :

=

miy =F,

ott F est la somme des forces appliquées. Un tel référentiel est dit galiléen.

e
Remarque. Le terme —m & A (cTJ ANO M) est parfois appelé force centrifuge. En

effet, il est opposé a I’accélération centripete, et il pointe donc vers l'extérieur.

IV. Référentiels en translation non uniforme

Si un référentiel est simplement en translation par rapport & un autre, & = 0 (et
bien str @ = 0), et les formules se réduisent a

77M = 5?\/1 + 50/
ﬁM == ﬁG\/I + ﬁo/
avec do # 0 si la translation n’est pas uniforme. La présence de cette accélération

donne lieu a des forces d’inertie aux conséquences parfois déroutantes. Voyons-le
sur quelques exemples.

1. Ressort dans un ascenseur

Un ressort est accroché a un ascenseur soumis a une accélération 4. Quel est
"’allongement produit par une masse m?

Dans le référentiel de I’ascenseur, la masse est soumise a trois forces :
— sonpoids P=mg;

— la force de rappel du ressort

F=k(—ty)&.;
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— la force d’inertie d’entrainement
Fe=—ma.

Dans le référentiel de ’ascenseur, I'équation du mouvement de la masse est donc
donnée par
mia, =mg+k(l —{ly) e —mi.

A l'équilibre, ), = 0, donc

mg+k(—1Ly) e, —md=0.
Projetons sur ¢ :

g-é,=—-g et d-é;=a,

ce qui mene a
k(€ —Lo)=m(g+a),

et donc finalement

6—60:%(g+a).

Sia > 0, alors l'allongement est plus grand. Si a = —g, l'allongement est nul :
'ascenseur et le ressort sont en chute libre.

Remarque. On peut retrouver le méme résultat dans le référentiel du laboratoire.
L’équation du mouvement est donnée par

My =P +k(l—{) e,

et la condition d’équilibre correspond a @, = @ (la masse a la méme accélération
que "ascenseur), d’ou
md=P+k(l —{y)e,.

C’est la méme équation, mais la condition d’équilibre est moins intuitive.

2. Pendule dans un train

[l

7
At.

Diele;

Que vaut I'angle 6 a 'équilibre ?

Dans le référentiel du wagon, la masse est soumise a trois forces :
— son poids P;
— latensiondu fil T;

— la force d’inertie F, = —m .
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A l'équilibre, @' = 0:
P+T+F.=0.
Projetons d’abord sur 7 (horizontal), en nommant « 1’angle entre TetT:
P-T4+T - T+Fe-T=0 = Tcosa—ma=0.
=0

Or,a = 5 — 6 donccosa = sinf :

| Tsinf = ma.|

Projetons maintenant sur 7 (vertical) :

ﬁ-ﬁ—l—T-ﬁ+ﬁie-ﬁ:O:>—mg+Tcosf):0:>Tc059:mg:>T:CT:sge.

La premiere équation conduit a

sinf
= ma,
cos
soit finalement
a
tanf = —.
8

De nouveau, on peut bien stir résoudre le probleme dans le référentiel du labora-
toire en écrivant que 'accélération a 1’équilibre est égale a 4.

3. Pendule dans un train sur un plan incliné

On suppose cette fois que le wagon glisse sans frottement sur un plan incliné.
Quelle est l'orientation du pendule?

Procédons en deux étapes.

a) L'ensemble wagon + pendule a la masse M + m, et il est soumis a deux forces :
son poids P et la réaction R :

(M+m)yd=(M+m)§+R soit R=M+m)([@-7).

b) Dans le référentiel du wagon, le pendule est soumis a trois forces : son poids
m g, la tension T et la force d’inertie —m @. A I'équilibre,

T est colinéaire a R donc il est perpendiculaire au plan incliné. Le pendule est
perpendiculaire au plafond du train!
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4. Accélérometre a main

Un objet flotte dans un liquide plus dense que lui. Il est attaché a la base du
récipient. On accélere le récipient avec une accélération 4. Dans quelle direction
pend le fil?

e
a

Plagons-nous dans le ré férentiel en mouvement, et appelons M la masse du fluide
déplacé. Ce volume serait soumis a la force

Mg—Mai.
Ainsi, la force d”Archimede exercée par le fluide sur 1’objet est
Fx=-Mg+ Ma.
L’objet est soumis a quatre forces, dont la somme est nulle a I'équilibre :
P+T+Fe+Fa=0,
soit . . .
mg+T—-—mi—-MZ+Mi=0 = T=M-m)(g—d),

avec M —m > 0 puisque le fluide est plus dense que 1’objet. Donc la tension est
orientée selon § — 4.

Y

g—i

oqy

Le fil penche donc dans la direction de 4! L'angle 6 est donné par

a
tanf = —.

V. Référentiels en rotation uniforme

Les deux forces d’inertie, la force centrifuge et la force de Coriolis, ont des effets
tres intuitifs sur deux exemples.

1. Liquide en rotation

Une goutte a la surface est au repos dans le référentiel tournant.
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Elle est soumise a trois forces :

— - N N H —
P+R-m&n(@AOM)= G
o ), ~—
= ~~ au repos
=Feent : force centrifuge

Comme R est perpendiculaire a la surface, on en déduit que la surface est per-
pendiculaire au vecteur P + Feent :
2
5z mw-x
Bt = (")
+ Feent —mg

z

Or, le vecteur f de composantes (1,z'(x)) est tangent a courbe. En effet, si on ap-
pelle A le point de coordonnées (x, z(x)) et B le point de coordonnées (x + ¢, z(x 4 ¢)),
le vecteur AB devient tangent a la courbe a la limite ¢ — 0. Or le vecteur ABa pour
composantes (g, z(x + €) — z(x)). Il est proportionnel au vecteur f(e) de composantes
(1, (z(x +€) — z(x))/¢) qui tend vers ?quand e — 0.

On en déduit :

2
?'<P+Fcent> :0:>mw2x—mgz'(x):():>z’(x):%x:> z=-—x"°.

Le liquide forme un paraboloide de révolution.

2. Fusil tournant

Imaginons un fusil tirant une balle a 'horizontale tout en tournant autour d’un
axe vertical.

La balle est déviée par la force de Coriolis.
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VI. Dynamique terrestre

La Terre n’est pas un référentiel d’inertie. En premiere approximation, on peut
considérer qu’elle tourne avec une vitesse angulaire « autour de 1’axe de ses poles
par rapport a un référentiel d’inertie, le référentiel de Ptolémée (ou référentiel géo-
centrique).

Dans le référentiel de la Terre, la mouvement est régi par 1’'équation
mi=F+mg—2md NG,
ot F est la somme des forces extérieures (sauf le poids) et
§=FM — @A @A)

avec

gE(r) = —g(r e

— —> Z
le champ de gravitation, ot 7 = CM est mesuré par rapport au centre de la Terre C.
Cette équation est une conséquence du fait que C estimmobile et que @ est constant.

Le champ de gravitation apparent g est appelé champ de pesanteur. Son orien-
tation par rapport a §8"V(7) dépend de la latitude A. On a

W =w(sinAé +cosAé)) et F=re,
donc
WONT=rwcosA(€y &)

et
O N (@D NAT) = rw?sin A cos A8, A By A &) 4+ rw? cos? A&y A (@) AE) .

—

Posons &3 = €, A\ €}, :

exNes=¢€ — e N(E\NeE)=—¢,

ce qui nous amene a

O N (D NTF) = rw? <—cosz/\é}~|—sin)\c05/\é'A)
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et donc
§ =@+ rw? (cos2 A€ —sin A cos AEA) :

Le champ de pesanteur n’est pas strictement radial. Il est radial a 1’équateur
(A = 0) et aux poles (A = £7).

M
g’grav
g
hémisphere
nord
hémisphere C
sud g
Fgrav
g M
La direction de g correspond a celle d’un fil a plomb : T = —mg.

| Remarque. Les corrections sont trés petites (~ 1073).

Sil’on adopte § comme le champ de pesanteur, le seul effet de la rotation de la
Terre, c’est la force de Coriolis :

Ec=-—2madNT.

Cette force a plusieurs effets remarquables.

1. Déviation vers I’est
Si un corps tombe a la verticale a la vitesse ¥ = —v &, il subit la force de Coriolis :
Fo = —2mw (SinA &, + cos A &)) A (—v &) = 2mwvcos A (8 A E,) .
Le vecteur €, A €, est orienté vers l'est.

N)

S

Un objet qui chute est dévié vers 1'est, que la chute ait lieu dans I’hémisphere
nord ou dans I’hémisphere sud.

Par ailleurs, comme ¢ n’est pas strictement radial, il est dévié vers le sud dans
I'hémisphere nord et vers le nord dans I’hémisphere sud.
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Remarque. On peut aussi comprendre la déviation vers 1'est dans le référentiel
géocentrique (centre de la Terre et trois étoiles fixes). L'objet a la hauteur / a une
vitesse (R + )%w (ot R est le rayon de la Terre), le point ot1 il devrait tomber une
vitesse R?w. Lorsqu’on le lache, cet objet décrit une ellipse dont C est un foyer.
D’apres la loi des aires,

r’p = cte.

Audépart, r = R+ h et = w. A l'arrivée, r = R et donc ¢ > w. Donc, pendant
la chute, la vitesse de rotation de 1'objet augmente, d’ot1 la déviation vers 'est.

2. Pendule de Foucault

Considérons un pendule qui oscille dans un plan tangent a la Terre. Si le fil est
tres long et les oscillations petites, on peut considérer qu’il reste dans le plan, et que
sa vitesse n’a pas de composante suivant ¢, :

U=1v,€, +0v3¢€3.

Plagons-nous dans un référentiel tournant par rapport a la Terre avec une vitesse

&' = —wsinAée,.
La vitesse totale de rotation est la somme des vitesses de rotation (voir démonstra-
tion a la fin du chapitre). Elle est donc donnée par

Dot = @ + @ = wcosAEy .
Dans ce référentiel, la force de Coriolis est donnée par

—2mM Wyt N T = —2mw cos Avz €, A €3 .
——

—

=ée,

Cette force est parallele a ¢, et elle est compensée par la tension. Donc dans ce réfé-
rentiel la force de Coriolis est sans effet et les oscillations se font dans un plan.

Dans le référentiel de la Terre, le plan des oscillations tourne donc a la vitesse
angulaire

-/

W = —wsinAe,.

Dans ’"hémisphére nord, A > 0, donc w, < 0 et ainsi le pendule tourne dans
le sens des aiguilles d'une montre. Dans I’hémispheére sud, A < 0, donc w; > 0 et
ainsi le pendule tourne dans le sens trigonométrique. La période est donnée par

heures.

sin A

Aux poles, la période est donc de 24 heures. A Lausanne, A = 46,5 deg, la période
est T = 33 heures. A 1'équateur, ona T — +oc0 : il n'y a pas de rotation.

Complément. Loi de composition des vitesses angulaires

On considére 3 référentiels R, R’ et R”. Le mouvement de R’ /R est décrit par 7 et @, et
celui de R” /R’ par o et &'.

Question : Quels sont les vecteurs décrivant le mouvement de R” /R ?

D’aprés les régles de changement des vitesses, on a :

_ 4
O/+a)/\OM

— —)

4
M:UM+
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et =/ =l =/ -/ /!
Ty =0y +0on +@0 NO'M
dou = = = =/ — / -/ 1
UM:UM+'UO/+UO//+(U/\OM+CU ANO"M
sort =2 = =/ = — 'n/! - -/ /!
UM =0y +0on +T0 + @0 ANO0" + (0 +@0)ANO"M.

Or, par définition de Gp» et @”, on a :
=5 =/ = =/ /!
UM =0y + 000 +@0" NO"M..

On en déduit que

56:5/0//+5O/+JJA

00’

et que

" =0+ .

La vitesse angulaire totale est donc la somme des vitesses angulaires relatives.

77



	Lois de Newton et balistique
	Introduction
	Les lois de Newton
	La balistique
	Balistique avec frottement

	Cinématique, coordonnées cylindriques et sphériques
	Trajectoire, vitesse et accélération
	Bases en rotation
	Coordonnées cylindriques
	Coordonnées sphériques
	Coordonnées polaires

	Oscillateur harmonique
	Ressort, loi de Hooke
	Position d'équilibre
	Petites oscillations

	Le pendule
	Oscillations amorties
	Régime supercritique
	Régime critique
	Régime sous-critique

	Oscillations forcées, résonance

	Forces, travail et énergie
	Les différents types de force
	Interaction à distance entre particules
	Forces de rappel
	Forces de contact avec un solide
	Forces de liaison
	Forces exercées par un fluide

	Impulsion, puissance, travail
	Impulsion
	Puissance
	Travail

	Forces conservatives, énergie potentielle
	Équilibres stables et instables
	Frottements et théorème de l'énergie

	Moment cinétique et force centrale, gravitation
	Moment cinétique
	Mouvement à force centrale
	Solution générale du mouvement à force centrale dérivant de V(r)
	Problème de Kepler
	Les lois de Kepler

	Changement de référentiel, dynamique terrestre
	Référentiels et repères
	Changement de référentiel
	Principe fondamental dans un référentiel quelconque
	Référentiels en translation non uniforme
	Ressort dans un ascenseur
	Pendule dans un train
	Pendule dans un train sur un plan incliné
	Accéléromètre à main

	Référentiels en rotation uniforme
	Liquide en rotation
	Fusil tournant

	Dynamique terrestre
	Déviation vers l'est
	Pendule de Foucault


	Système de points matériels
	Forces intérieures et forces extérieures
	Statique
	Systèmes isolés
	Centre de masse
	Référentiel du centre de masse

	Problème à deux corps
	Collisions
	Choc élastique
	Choc inélastique

	Système de masse variable

	Solides indéformables
	Introduction
	Cinématique
	Solides en contact
	Mouvement plan sur plan

	Théorèmes relatifs au moment cinétique
	Calcul du moment cinétique
	Point fixe
	Théorème de Huygens-Steiner
	Symétries
	Rotation autour d'un axe quelconque

	Énergie cinétique
	Roulement sans glissement
	Cylindre sur plan incliné
	Meule

	Rotation autour d'un axe fixe
	Pendule physique
	Pendule tournant

	Mouvement autour d'un point fixe
	Équations d'Euler
	Équilibrage d'une roue
	Solide en rotation libre
	Gyroscope
	Effets gyroscopiques
	Toupie
	Complément : traitement détaillé de la toupie



