V. Mouvements dans |'espace

Le sujet de ce jour nous raméne a la géométrie vectorielle avec la définition de mouvements
dans I'espace puis de forme bilinéaire. Nous retrouverons le produit vectoriel que nous connaissons
déja et découvrirons une de ses propriétés remarquables.

Nous terminerons le cours avec la notion de polaire, dont nous aurons besoin la semaine prochaine

pour étudier un type de transformations du plan inhabituelles : les inversions.

1 Mouvements dans ’espace

Vous avez étudié les isométries du plan en détail, puis celles de I'espace. L’idée de I’étude
des "mouvements" est que les isométries directes peuvent s’interpréter comme des déformations
continues de ’espace. Par exemple, pour effectuer une translation horizontale de 30 centimetres,
disons d’un crayon, nous pouvons le soulever et le déplacer contintiment pour I’amener a la position
désirée. Nous faisons cette étude de mouvement dans R? & cause de nos motivations, mais pourrions

tout aussi bien remplacer I'espace par R™ pour tout n > 1.

Définition 1.1. Une fonction réelle f : R — R3 est déterminée par ses trois coordonnées fi, fa, f3
telles que fi, fo, f3 : R — R. Une telle fonction est continue si ses fonctions de coordonnées fi, fo

et f3 sont des fonctions réelles continues.
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Définition 1.3. Un mouvement est une famille d’isométries g; de R3 [pour ¢ € [0, 1], |telle que

a) go est l'identité;

b) pour tout x € R3, la fonction f : [0,1] — R3 avec t — g;(z) est continue.

- V(_c\'w-v J% V(IR%) -
Exemple 1.4. Translation continue. Soit v = (v, vs, v3) un peint-deR? et posons g;(7) = T+10

pour tout t € [0,1]. Alors go(z) = )? + 0V = —)?
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Concentrons-nous a présent sur les mouvements de I’espace décris en termes vectoriels.
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Exemple 1.5. Soient 4 et v deux vecteurs non colinéaires et de méme norme de B®. Nous aimerions

construire un mouvement qui améne ¢ sur ¥. Comment faire ?
RV V7 et .. . R, . , S
Soit d la—droite-passant-parLorigine perpendiculaire a @ et & ¢ et soit ¢ I'angle entre 4 et .

Posons, pour tout 0 <t <1, gi(x) = Pt(? (X)

Ott» "Pok e,s\r sz ro'ra\."iou\ Ac,a-l/\-alf. A (&u', A = Oi(é) = t(P>
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Alors %°(X) = X e powr % ) E — Pup(X)
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Proposition 1.6. X3

Les isométries g; qui constituent un mouvement sont directes, c’est-a-dire, préservent [’orientation.

Démonstration. Fixons un repere (O, €1, €3, €3) de R? et suivons les vecteurs de base pendant le
mouvement g;. Pour fixer les idées, supposons que le vecteur €3 se trouve dans le demi-espace
supérieur délimité par le plan < €7, €5 >, c’est-a-dire celui dans lequel on visse un tire-bouchon en

amenant e; sur €;. Le raisonnement est le méme dans le cas contraire!
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Exemple 1.7. Soient @ et ¢ deux vecteurs de V(R?) de méme norme et @ un vecteur orthogonal

a i et a . Alors, il existe un mouvement g¢; tel que ¢;(4) = v, g1 (V) = 4 et g1 (W) = —.
A résoudre en exercice! 7
-_._Y_\i. %.IL-.-- 6 Lw‘: l’ouf.
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2 Forme bilinéaire

Définition 2.1. Soient U,V et W trois K-espaces vectoriels et o : U x V' — W une application.
On dit que «a est bilinéaire si a(u,—) : V — W et a(—,v) : U — W sont linéaires pour tout v € V.

\3 v.csq'x-f: \ N (“\x-é Q," rDUr &Ou" wé D)
b
Exemple 2.2. Soit A = (a > une matrice a coefficients réels. e 1‘3 [4‘,)1
c 2

Soit o : V(R?) x V(R?) — R définie par o(X;Y) = XTAY

A P [ R vty

et a(X; kY—i—BZ - = %Lol()( Y +Qo((x E =X4“-‘§4 +x,b L FAqeYys + sz"az.
d‘o( LX&—Q\/ t%l} (X \/))+€¢C/L 9 4 .

Cette application és ilinéaire. On dit que c’est une forme bilinéaire de R2.

Exemple 2.3. Le produit vectoriel A : V(R?) x V(R?) — V(R?) est une forme bilinéaire.

En effet, si I'espace vectoriel V(IR3) est muni d’une base orthonormée directe B, on a

U U1 lk?_vz— uz\rz _ "
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Le théoréeme du jour affirme que la seule application bilinéaire de I'espace qui est invariante
par tous les mouvements est le produit vectoriel.
Ce résultat est essentiel en physique pour aborder les mouvements des astres en cosmologie car
le moment cinétique L =RAPou R est le vecteur position et Pla quantité de mouvement mu.
Théoréme 2.4. Soit j: V(R3) x V(R3) — V(R3) une application telle que
a) j est bilinéaire ;
‘j (g:(@), g+ (V) = g; (j (€, V) pour tous les vecteurs i,V et tout mouvement g,. ( lvwokianes e 3 I )

Alors il existe un nombre réel A tel que j(i, V) = A(d A V). ro»ﬂoor\' s wovvesned

Démonstration. Observons d’abord que par bilinéarité j(w,0) = 0 et j(0,7) = 0. ( a(on) = Ov s )
Nous supposons que les vecteurs # et ¢ sont non nuls dés maintenant.

Commengons par montrer que & = j(i, ) est toujours orthogonal aux deux vecteurs @ et U.

Considérons le mouvement g; correspondant a la rotation d’angle m autour d’un axe perpe daculalre

au plan (@, ¥) que vous décrirez en exercice. >’<

. = . -
Alors, g1(#) ==& et g,(7) = -V
De plus, si j(u,v) =1 + k avec it normal @ et ¥ et k €< u; U >, alors par bilinéarité,

J<_U7_U): "é( )-V = A(UL, ) = V'\‘l-PL

D’autre pa(r par 1nvar1ance par rapport au mouvement G¢, Ol &

o - ) - —_
j(=u, —v) = ( ) %4(_ )) = %4 (_u,.lv =
) e, o = < - -&I"\?
Par conséquent, a (~w -'-—V 'EL = Y' - = 'PZ =0 = 0("" v) Low
Montrons maintenant que j(u,v) = —j(v, ).
Le deuxiéme mouvement h; que vous décrirez en exercice échange deux vecteurs 4 et v de méme
norme et renverse les vecteurs 77 qui leur sont perpendiculaires. w V A door
- - SN
Ainsi, hi(d) =V et hi(?¥) = w ar suite, e Y -
o s h g h S T k = _ __;? JE— \ (Us) v
](U,U):a \V\A(l».) /\(V) A(k(u-,\l) = yin ) = = d
Remarquons en particuher que j(u,u) = 0.
Choisissons maintenant une base orthonormée €1, €3, €3 de V(R3).
Nous savons que j(€;,€j) = \jjéx pour 1 < i # j < 3 et ot k # 4, j puisque le vecteur obtenu est
orthogonal & ¢; et a €;. De plus A\;; = —\j; -Q Observons encore que ( -
_ ~ = - tv . % e, & e, 4+ € )
O = 3(&,; Tt ) (82 ey) = (%h,%hﬂn %)) - (et ey L
- - - & (U > "
= (b Eat has Ea) (GrE) E MG v helirh B8 f\«sa:s
= o A =1 =0
d’ott A = Ajp = —A13. De méme A\y3 = Aps. —
12 13 23 12 >\41 + )\43 =
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Nous en déduisons donc par bilinéarité que

1 Y1 - -
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Pour terminer, nous devons encore montrer que le produit vectoriel vérifie les deux conditions
imposées, c’est-a-dire la bilinéarité et 'invariance par mouvements.

La bilinéarité se vérifie facilement. Le théoréme qui suit affirme 'invariance par mouvements.

Théoréme 2.5. Le produit vectoriel est invariant par mouvement : pour tous les vecteurs u,v et

tout mouvement g;, on a g;(@) A g4(0) = g,(d A\ D)

Démonstration. 11 suffit de montrer que I'égalité est vraie pour toute isométrie directe g puisque
la proposition 1.6 de la section précédente nous assure que g; est directe pour tout ¢.
Nous pouvons aussi supposer que g fixe l'origine puisqu’'une translation n’affecte pas les vecteurs

et que le produit vectoriel se calcule précisément sur des vecteurs.

Nous sommes ainsi ramenés au cas ou l’'isométrie est une 0\'0-\ILOV\. .

Au début de ce module, nous avons vu que le produit vectoriel @ A ¢ est un vecteur

-2
de direction U\XL\OB“A‘_ o~ l: -P} vV
i Ak (2,7, #A7)
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de norme G-(G:)\?) = l
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Ainsi, pour toute rotation g, ¢(u) A g(v) = g(d A 7).



