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Les particularités du produit vectoriel vu la semaine derniére permettent de 1'utiliser dans
de nombreux contextes. Nous commencerons par reparler d’équation cartésienne de plan, puis
étudierons les méthodes métriques pour calculer des distances, des surfaces, des angles et des

volumes dans I'espace. Nous terminerons avec la sphére dans I'espace.

1 Le plan dans ’espace

En exploitant les propriétés du produit scalaire, vous avez vu que I’équation cartésienne d’un

ny
plan perpendiculaire au vecteur 7 = | ny | est de la forme WV X+ N, ‘5 TN, z ¥ d =0

3 ouc\én?

Nous cherchons maintenant & décrire le plan donné par deux vecteurs directeurs

Uq (%1
U= | uy et Uv=[ vy
us3 U3

passant par un point A = (ay; ag; ag). Nous pouvons calculer le produit vectoriel @ A ¢’ pour obtenir

un vecteur normal au plan, puis utiliser le fait que le point A appartient au plan.
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Nous pouvons aussi obtenir directement 1’équation cartésienne du plan avec un déterminant :

Proposition 1.1. L’équation cartésienne du plan o de vecteurs directeurs i et U et passant par le
point A = (ay;as;a3) est donnée par

r—a Uy vV
Yy—as Uy vy | =0
Z— a3 U3 U3

—~> ~ - _
Démonstration. P = (x;y;2) € a & AF . ( W AY ) = O

(=> AL\'(A‘?'(Z?\—;’) = O

—C ., V.
X~ X—= 0 4 W

— . , B _
CO\N\VV\'C/ AP 2((0'~0\z ,l\ V\-Un\" ‘32 hL g Ve =0

2 -02 "h3 ugy v,

]

Exemple 1.2. Déterminons ’équation du plan défini par les points A = (1; —1;2), B = (2;3;4)

et C'=(—2;3;0). B ..3
Y: J( ( = w“’ é\( I’M
JJ,S V{_U\’Ouu',s A B = ‘1 tl‘ AC = (_‘f&) So re 3

A =3 4 -3 43
gﬁ e (x'i)llgf{z’ ()|, o+ fu
2|12 2

) __|é(x,4_>—q(%+4)+16(2*2)

-

—

= —lbx -L(3+lé% ~20 =0©

)\\ ‘@«‘1“‘*\“’0“ C‘\)« P\“’\ &S}‘ (O\Pria Sim‘&)\i\\.w\n‘om Pt_r -Ll) : L('X-Ha'Li%‘FS:D

Dans le plan, le lieu géométrique des points équidistants des deux extrémités d’'un segment

[AB] s’appelle la médiatrice. Dans I’espace, ce méme lieu géométrique est un plan.

Définition 1.3. Soient A et B deux points distincts de I’espace.
Le plan médiateur du segment [AB] est le lieu géométrique des points équidistants de A et B.
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Si A = (ay;a9;a3) et B = (by; bo; bs), quelle est I'équation de ce plan médiateur ?

L‘L FLW\ mi&ia\rw /.LAB Ag, A A—B F&-'S.Sc. pour
LB A poml’ miliee M de AeB . De ‘Obu-o/
A T Peu,, & HPL AR
(X-o““_"b" A-&.(: };\\%OA—ES:O

Jb’Al}

/.

la-o‘&bz e [boesa | =D
2=
PM

“‘-*%3 by - o e
On peut l'interpréter comme CAB =4, ¢ stg’a—dilr%, les vecteurs PM et z@ sont orthogonaux.

Voyons encore comment on peut calculer I'intersection de deux plans P et P’ donnés chacun
par leur équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 et respectivement a’x + 'y + ¢’z + d' = 0.

!/

a
Le vecteur normal & P est 7= | b | et le vecteur normal a P est n’ = | V/
c c

P
Ainsi un vecteur directeur de la

droite d’intersection est donné par

o'}-, »
- oy Va : n
G MA N = Vv ﬁ,
Va

Il ne reste plus qu’a trouver un point P commun au deux plans et écrire I’équation paramétrique

de la droite d’intersection :

'P(P"UPl)P'b)

— — - X\ i (V: eR
Xe PnP & OX = 0P+ RV (3 s '1.%—&\//3 5
Définition 1.4.

L’angle entre deux droites est le plus petit angle formé par deux vecteurs directeurs.

L’angle entre deux plans est le plus petit angle formé par deuzr vecteurs normauz non nuls.
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<9 Lol
Nous savons calculer I'angle o entre deux vecteurs @ et ¥ puisque u e v = I n ll v ” - o3

Mais a = arccos ( ey > onne un angle obtus si u e ¥ est négatif. Nous calculerons donc
5 ]| |v]]
m/; oz:arccos<|u.v|)
e WM ]| [|9]]

qui donnera toujours I'angle o aigu entre « et v, des vecteurs directeurs quelconques non nuls.
)
En effet, si @ - v < 0, O oS (L‘_V = /3 t.sl' 0“'&‘.57 a‘.or: qQue
N2 fen
- =~
l -V , = A u" ‘?] WD‘K’
Lanien

o Cos

0 1
Exemple 1.5. Calculons 'angle entre les vecteurs = | 1 | et ¥= | 1
0

R.9s A4 Ry VN =z

(.4_) _ T
= oS 5 3

Y
7
ho. Lo 540 . (TANE . -
A_,f A7) = [l [5lsin(e) & o =aresin ([ZAT) 1 pon de soues

R’, L {_,slf 'I"bU'vurs aiéu'
2 Distances dans ’espace

Nous voulons maintenant établir des formules pour calculer la distance entre deux objets dans
I’espace : entre un point et un plan, entre un point et une droite, ou entre deux droites.
Pour commencer nous donnons la formule analogue a celle qui permet de calculer la distance
entre un point et une droite du plan. Il s’agit alors de la distance entre un point et sa projection

orthogonale sur un plan.
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Métrique dans 'espace

Proposition 2.1. Soit P =
la distance entre P et a est donnée par les équations

(P;a) = |apt bpit et d|
Va2 4+ b2+ ¢
Démonstration. Soit A = (ay;ag;a3) € «a tel que A # P et 7 un vecteur normal a .
Alors §(P; a) est égale a la norme de la prOJectlon orthogonale du vecteur ﬁ sur 1 :

$(Pis) = || Faw " | e

Pa-ba &
Utilisons le fait que ﬁ P2 -%2 et prenons ii = b l' -0 woxr AEA

Pa-a3
g( , ) \o.F,.+loﬁz+cP3+oL——(€a\F‘m>l

Va + b4t

Définition 2.2. Soient P et Q deux plans sécants dans ’espace.

Y\ A% ) IV\ AP' Wn

(p1;p2; p3) un point de R® et ax + by + cz +d = 0 un plan . Alors

]

Les plans bissecteurs de ces deux plans sont définis comme le lieu géométrique des points de I'espace

situé a égale distance des plans P et Q.

Notons que, comme il y a dans le plan deux bissectrices pour une paire de droites concourantes,

il y a deux plans bissecteurs pour une paire de plans sécants dans I’espace.

Ss=>SaXdaaaacsanan.

Si P est donné par ax + by + cz +d = 0 et Q est donné par a’x + b'y + /2 +d = 0, alors les

plans bissecteurs sont donnés par

lz+ 6' 2+ CIZ

S(X./())) :S(X;@) = o”x*'b?)“-“i _+ 0«'9(+L';]+c'z-4—c“

Va,7-+ 12 e V o-

En effet, la valeur absolue des expressions se trouvant de part et d’autre de 1’égalité est la distance

d’un point (x;y; z) aux planx P et Q.
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Passons maintenant a la formule de calcul de la distance d'un point & une droite de R3.

Proposition 2.3. La distance du point P a la droite d passant par A et de vecteur directeur i est

~2
Démonstration. ||ﬁ/\11|| correspond & Q'okw due f?&.va.utflobramw;e, wnglfw)’ suy APAR

T(#7, @)= | A2l = N2l 8 (Psd)

1 P 4) - NAPAZl
D S( L&

]

Voici enfin la formule donnant la distance entre deux droites, c’est-a-dire la distance la plus

courte entre deux points de chacune des droites.

Proposition 2.4. Soit d une droite passant par A et de vecteur directeur u et e une droite non
paralléle a d passant par B et de vecteur directeur v. La distance entre ces deux droites est

| AB o (i A D)

old:e) =
[@6) = —T@n s

Démonstration. Soit d’ la paralléle & d passant par B et ¢’ la paralléle a e passant par A.
Le parallélépipéde construit sur les vecteurs 1@ U et ¥ a pour Volume ! A - ( WA v)

- ,J.J—(AB:L;J)

Il a pour faces paralléle les plans a = ( A ) v et 5= 5 ALENY dont la distance vaut

o) = A8 (Za D)

N& Al

—
Reste a montrer qu’il existe deux points A" € d et B’ € e tels que |A'B’|| = (o, f)
Considérons la droite p, perpendiculaire aux plans « et § et passant par A.

Elle coupe S en un poin@

Lo pollele o d posseuk por C
covpe & ewn 'B} 61' 20\ F&xw\",ei(ﬂ_
d AC P 6' COUP{, 0[ 4N A’.

S (/\’-Bl) = £ (0{., b); S(o&}/&)
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3 La sphére dans ’espace

Nous terminons avec une bréve étude de la sphére. Par définition la sphére de rayon r et de
centre C' = (a; b; ¢) est le lieu géométrique des points P = (z;y; z) tels que |CP|| = 7.
Par conséquent 1’équation cartésienne de cette sphére est donnée par

(z—a)’+ @y -0+ (z—0¢) =1

es
Exemple 3.1. Montrons que I'équation z? + 4z + y? — S8y + 22 = H.et I'équation d’'une sphére en
déterminant le centre et le rayon de cette derniére.

(x2+“x+21)+(taa—8kg_+ L(z> + 22 =5+ 22+ 4% =
(x +2)° & (y-4)* F(z-0) = 5°

=S S'OMVL CLL_ C("Z/- Lf}O) fJ’ 0(2— f"‘-ao"‘f 5.

De maniére absolument semblable au cas de la tangente a un cercle, on trouve 1’équation du

plan tangent & une sphére.

Proposition 3.2. Soit (x — a)? + (y — b)* + (2 — ¢)* = r? "équation d’une sphére > dans R? et
T = (s;t;u) un point de la sphére. Alors le plan tangent a la sphére passant par T est donné par
I’équation

ri(x—a)(s—a)+(y—b)(t—b)+(z—c)(u—c)=r?

Démonstration. On voit immédiatement que T € 7 puisque T € X..

- o 2
De plus, un vecteur normal & 7 est ( i - |= CT qui est le rayon de X passant par 7.

w-=-c -

Pour obtenir un modéle vectoriel et paramétrique de la sphére, il faut se souvenir qu’un point

de la sphére unité est déterminé par deux angles : celui que fait sa projection sur le plan horizontal

avec I'axe Ox et celui qu’il fait avec ’axe vertical Oz.

Notons le premier 6 € [0; 2] et le second ¢ € [0;7]
Gt PEZ = Noe |l =4
Soit P& frorct}icm orH\oawaz. de P sur D%ta.
= No#'li=]smd]| ok
P'(ws@-&twq?;s;me.&wf) o )
7
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cos® S\-Mf
. . . . 5
Alors, si P est un point de la sphére unité, OP — s 2@
cos $
Par conséquent, une sphere de centre C' et de rayon r a pour équation vectorielle paramétrique

~ — 03D sm @ . —
Re 2 > Oﬁ' = OC -|—r(51w9 sm @ Qe[o,erl_)
cod 43 LP € E ®; "T:l
r € R,

Profitons de définir I’angle entre deux sphéres! Soit ¥ et >’ deux sphéres dans ’espace, centrées
respectivement en C' et C’, et P un point commun. Alors I'angle que font les sphéres en ce point
P est 'angle que font les plans tangents en P. Puisque le vecteur C? est normal au plan tangent
a X en P, cet angle a est simplement donné par I'angle entre les rayons C? et C'P

On le calcule par exemple grace au produit scalaire, puisque
— —
CP-C'P = Hﬁ“ - ||C"P|| cos e = 77’ cos ax.

Remarque 3.3. En général deux sphéres sécantes se coupent en (aw c_yule, 6/

Pourquoi I'angle entre les sphéres est-il le méme en chacun des points d’intersection ?

(I’m ro"sL'ow a.ul'ow AL— 'Q10~$¢- C/, C’L;
on rhrove K = 4 ¢, PC, VJPéGFF 2,nz,

Exemple 3.4. Calculons ’angle entre les sphéres ¥ et ¥/ données par les équations

Yoty + =1 et 2/2.’1,’24—(];—1)2—1—22:}1

!
C(0,010) skt C'(0;4;0) ek ¢'= 4
- /
| = [ 4
Z(\il Se s\\'u.-c__ 5w ra\.&-m _L ~ CC (o)

C\'\U’ Jﬂpm wn Pofh\r 0\4 t'n“{/v&e_chow o poxhl’(f?w’ e,xY-eMyaln_)

2=
z - O’L'-/l 1 2_4:—3— ‘é 2
. X For s " _ 4 4 * e E
_> )(2.4'((3—_4)’24_o‘2=__t'Z -1 L—>‘zxz+az=i le— - E
= m 8

(]

A

) ,
C\\o\s\ssom_s I(g ; % h O) = (CT-= 5_ {A- CT = _%_
- 8 &
> SR = ez (1 ASG‘} 4 0 o o)
_— - - = Y = 1 —
NEE)ICE —. 2 4 = A~ 15,5
2

. . I
OVI f“"l( 0SS m\&(;»aet “(J. 'H\vn &8wsmu«5 t{ow\'s Awn bvtawxa\/. C,IC, aAlte
Wczh=4; Ne'Th=5 <+ &&= 4 ...



