Cours Euler 3éme année 3 mai 2023

Corrigé test 5 : Intégration.

Exercice 1 (4 + 6 + 6 + 4 = 20 pts)

Calculer toutes les primitives des fonctions suivantes

4 2
a) flx)=2+2%)z = 227 + 17 = F(z)= <22 + x?fe = §Vx3+§Vx9+c, ceR

b) Onpose t=x—-5 & z=t+5=pt) = ¢(t) =

2 2 2
t45 £2 410t + 25
/ r dx:/(+ Vg~ [EH10+2 dt:/t3+10t%+25t%dt=
V=5 Vi Vit

25 20 p 20

gt5+§t%+50t%+c: VBT VEL50Vite, ceR
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Ainsi, F(z) = =/(x—5)"+

: V(@ —=5P3+50y/z—5+4+¢, ceR

Autre changement de variable possible :

t=vVr -5 & x=t2+5=0p(t) = ¢(t)=2t

2 t2 +5)? 1 10
/ Y dr = /(Jtr)atdt = 2/t4+10t2+25dt =2 (gt5+—t3+25t>+c, ceR

z—5 3
2 20
Ainsi, F(x) = 5(\/x—5)5+g(\/x—5)3+50\/a:—5+c, ceR
o) flz) = 4z —z+1  da?—z+1 o« +bx+c_a(:v2+1)+(bx—|—c)(:n—l)
Cd—a2242-1 (z—-D(224+1) -1 2241 (x —1) (22 +1)
ar’ +a+bx?> —br+cr—c (a+b)2’+(c—bx+(a—c
(x —1)(x2+1) (x—=1)(22+1)
a+b = 4 |1 2 = 4 a = 2
Il faut donc que c—b = -1]1 & c—b = -1 < b = 2
a—c = 1|1 a—c = 1 c =1

2 2z +1 1 2z 1
F(x)_/x—1+x2+1dx = 2/$_1dm+/x2+1dx +/x2+1dx

=2In|r — 1| +In(z? + 1) +arctanz + ¢ == In((z — 1)?) + In(2%2 4+ 1) + arctanz +¢, c € R

1 1 1

d) f(x):x2—6m+34: (x—3)2—9+34: (x—3)2+25

1 1 1

— _ — 1(+) = 1 d’ob — -
Onposet=2—-3 & z=t+3=¢(t) = ¢'(t)=1dou f(t)_t2+25_25 P41

1 t 1 3
F(t):%ﬁ arctan<g>+c et F(x):5-arctan<xT>+c, ceR
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Exercice 2 (4 +4 + 4 + 6 + 4 = 22 pts)
Calculer les intégrales suivantes

3 3
203 — 32+ — 1 11 11?
a) i v dz = [ 22 -3+ —— s dz = {$2—3$—|—1n(:p)+} =
x? x xly
1 1

1 4
9—9+ln(3)+§—1+3—1n(1)—1 = g—l-ln?)

2
162 + 10 8z + 5 2
vt 2/ 0 —2[2v1+52 4427 =4-(3V3-1)
\/1+5x+4x2 ) V1 + 5z + 422 0

¥
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1 1 T T
c)t-?x@x—?tjdx—?dt r=0 & t=0 et x—ﬁ@t—g

vl
—_

%
1 1
n3(7x) - cos(7z) do = /sin?’(t) - cos(t) = dt = {28 sin? t}o = 38
0

o
\E‘%
w0
=

d) z=+Ilsint = de=+Ilcostdt z=0 & t=0 et z=+11 < t:g

/\/lledx /\/1111s1n - V1lcost dt = 11/\/1s1n - costdt =

% -
2t 1 2t in(2t) ]2 11
/cos%dt-ll/cos()—'—dt—ll[—i_sm()} :11(5—0):—7r
2 i, 4 4
0 0
1
e)u—§:>u’25 vV=e" = v=c¢"
In3 In3 1n31 1 n3 1 5
/x-ewdx:[xfw] —/-exdx:{x-ex—-em] = mn3—-1-04+- = In3— -
3 3 0 3 3 3 0 3 3
0 0

Exercice 3 (5 pts)

Montrer que la longueur de la courbe de la fonction f(x) = sinx sur U'intervalle {O; %} se situe dans

I'intervalle ;
12 6

%
f(x) =cosz = L:/\/lJrCOSQ(CC)d.’E
0
Or ﬁzcosz cosr < cos0=1 Vz e [O' E} et donc— \/1 < /14 cos?(x
) 6 f— f— 76
s s s
. W\ﬁ W\f \[ 2 m 7T\/§
Ainsi, 15 5 9 / 5 z < L /Vl—i—cos (a:)dx_/\/idx 6\/§ 5
0 0 0

N
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Exercice 4 (5 + 3 = 8 pts)

a) Théoréme de la moyenne.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Il existe alors un élément ¢ de [a, b] tel que

b
/ f(@)dz = f(c) - (b—a).

Démonstration : Soit m le minimum de la fonction f sur [a,b] et M son maximum.

Comme m < f(x) < M pour tout z, on a que
b b b
m(b—a):/ mdwﬁ/ f(x)dxg/ Mdx = M(b—a).

. Jy f(@)da .
Ainsi, la valeur h = abi est comprise entre m et M.
—a

Comme f est continue, par le Théoréme de la valeur intermédiaire, il existe un nombre ¢ €]a, b|
tel que f(c) = h. D’ou le résultat.

b) Théoréme fondamental du calcul intégral :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et G' une primitive de f sur [a,b]. Alors

b
/ F@)dz = Gb) — Gla).

Exercice 5 (5 + 2 = 7 pts)
a) fimpaire sur R < f(—z) = —f(z) Vz € R et le graphe de f a 'origine pour centre de symétrie.

0 t
Ainsi, Vt € Ry, / f(x)de = —/ f(z) dx et pour toute primitive F' de f, on a
—t 0

0 t
F(0) — F(—1) = /_ e d = - /0 F(@)d = —F(t) + F(0), Cost-a-dire F(—t) = F(£).

b) f est continue et impaire sur R car Vo € R, f(—x) = (8_1232__?1 = _i;nfi = —f(=).
o o . ¢ sin(x)
Ainsi, toutes ses primitives F' sont paires et dr = F(a) — F(—a) =0
e T2+ 1
Exercice 6 (1 + 7 = 8 pts)
a) On calcule f(1) =g(1) =1.
1 5)
b) g(x)=—-2x+-=0 & =5 dou
4 4
8 (1 5 3 4]° 1, 57°
e [t [ (e Do - [ -2, -
D /1$3$/1 4£B+4 T 49531 81:—|—4:c1
3, 4 4 52 52 1 5 3 25-50-1+10 45 37
— 7_17 - — = _ = - 4—1 = — — =
e A 8 17T



