—”\m p‘bn(ldum-e_nl'aj A.UL wlw.\ t‘vml'!:arc.ez
jb c(x‘\&x = F(loS-F(“-) O(:. F 68" wne Fuwhw d,p,(-‘,
o

[II. Techniques d’intégration

Nous avons fait le lien entre I'intégrale définie a la Riemann et I'intégrale indéfinie, c’est-a-dire
le calcul de primitives. La plupart du temps, le calcul d’une intégrale définie se fera donc via
la recherche d’une primitive, mais il ne faudra pas oublier pour autant les sommes de Darboux
puisque nous reprendrons épisodiquement cette technique pour appliquer le calcul intégral a la
recherche de longueurs de courbe, de volume de tonneaux, etc.

Aujourd’hui, nous allons reprendre les grands résultats de la dérivation et en tirer des théorémes

d’intégration : intégration par changement de variables, intégration par parties.

1 L’intégrale en fonction de ses bornes

Nous avons fait le lien entre les primitives d’une fonction intégrable f : [a,b] — R et l'intégrale

définie en nous rendant compte que la fonction

F(z) = / o

est une primitive de f. Une propriété importante de l'intégrale vient de la possibilité de définir

d’autres fonctions en changeant les bornes d’intégration.

Proposition 1.1. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle continue. Soient encore I un intervalle

ouvert de R et g,h : I — [a,b] des fonctions réelles dérivables sur I. Alors la fonction

9(z)
K(z) = /h( Sy

est dérivable et, pour tout x € I, on a
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Démonstration. On pose F(x) = [ f(t)dt. Alors hi)
a 4

K (x) :ng p(bH)dt = “")g(e) dt -J f(t) Ak

h (%) o o

= HMX))«%\ - (F(hm) -}m)
Pae dirivabildé de K, F, o eb b, on obtrent
Ky DF (400) -8’00 =F' (Wx)) - Wix)
2 p(g00) g'a - F(wlx) - W)

(¥) Sivivie d'uune fcb composie
) TFCL (Ham fonk. don cleud inkigre) 0
Exemple 1.2. Trouvons le minimum global de la fonction f(z) = / ' eSSt
On applique @ qui F""“’A" (powr & beankl duc a/-stc )
‘&(X) =0 = '?7 (x)= ©
-yl (x) = 2x
3()() °x = 8 " . 2 Srn(ﬂ) Sl'n()fz)
( S"‘(x)z ) . O = € . 2%
Ao Rl = e e
Atasi flxyzo &> x=70
| X (V)
C e,b\' wn Mmiuwmuam  Car ‘
e Node ) - 0 +
fx) \ ;nj.oeh /
S wl Z) S\'\nlx‘l)
22' wethede 'e ()() = o -L—Z,’+ e ., wS(xz)"Z.)g;%_)s

- 2. MY (/]_ + ws(xz).2x2>
> O A&\«b w» Volstm&at Ao_ x= O

= -coﬂt\"w'ﬂ C.S’r Convexe ewn X= O qw. u“ btf-w U WA e -
2
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) < CSiv’ &)

Voici le graphe de la fonction périodiqiie 5% pour 0 < z < 13 :

?(3)

T B S 1\ L L
Cox x":(—x)gl = Fx) = f(-x)
Remarquons que la fonction f est une fonction pairéqui donne I'aire de la surface comprise entre
}“,Lad,».m[) et 22. Elle est donc strictement croissante pour x > 0.
Qo courbe Y=g x) ek axe Ox.

2 Le changement de variables

La formule que nous venons de voir est basée sur la régle de "dérivation en chaine" (dérivation
d’une composition de fonctions). Elle est & la base de I'une des méthodes d’intégration les plus
importantes et des plus utilisées. La démonstration n’est pas trés compliquée, mais dans la pra-
tique le défi consiste a trouver le "bon" changement de variables qui rendra possible le calcul de
I'intégrale...

Théoréme 2.1. Intégration par changement de variables. Soit f : [a,b] — R une fonction
continue, I un intervalle ouvert contenant deux nombres o < 3 et ¢ : [, 5] — [a, b] une fonction

dérivable dont la dérivée ¢’ est continue. Alors

[ syte = [ stemne e (Fidimenk , onpos
o(e) o X = pl)

Démonstration. Posons g(x) = f(p(x))¢'(x), ce qui définit une fonction continue, donc intégrable

et introduisons la fonction

Par la proposition 1.1, G'(z) = ‘F{L?l”)) (?'(") - (z(a) 0 = 3&)

Et @ar le théoréme fondamental du calcul intégral,

/3
wc(é)ib _ jlpm#l@)&k ‘Jf(d)ﬂ”& = 6(&)-6(01) :Jd%(x)au

J‘P(&X) /)
:J/SH‘P(*‘)'(P'(") d [ £(p)) gy d
o Qom&l- Vasioble muette
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Lorsqu’on veut calculer 'intégrale d’une fonction de la forme f(ax + b) il vaut parfois la peine

t—0b
d’effectuer le changement de variables ¢t = ax + b, ou encore x = p(t) = —.
a

l:+9 . ?'(E):f-

L= Sx-y ¢= x=@t)= s

si x €[4,2] elors L[4, 5_’]

6 6 4
2 G-y 6 ¢t 4 _ Ak - 4 (e -ef)
S S e AX = J4 € - = dt = -s— e - < (

2
Exemple 2.2. Calculons / .
1

On aurait aussi pu deviner qu’une primitive de la fonction €®*~* ressemble & €34, mais qu’il

65:1:—4

faut corriger par la dérivée interne si bien qu’une primitive est

Un autre changement de variables courant consiste & poser x = p(t) = tan(t), de sorte que
¢'(t) = 1+ tan?(t) = 1 + 2%, ce qui permet de simplifier parfois des expressions difficilement

intégrables directement.

1
d
V1 + x? !

On pose donc p(t) = tan(t) si bien que ¢'(t) = 1 + tan®(t). Ainsi, lorsque z € [0,1], on a

teles §]
La formule du changement de variables permet donc d’écrire :
/1 1 o qu" Aabar™ (1)
o I+2?)VI+a? ) Jx'z_m

Calculons 'expression sous la racine :

2 COB lT Sihz{: - 1
A+ tan (” Co st.l: s*t Cos?b)

1
Exemple 2.3. Calculons /
0 (1 + 22

t e [o.,T_J ) COS(“»‘) > O o\ouc co;‘(l;) =+ (.o.s((:)

¢ 3
Atvsi , ow doit u\w&e.v S: Coa(a ok = ,c,«v.(k)l: =\f;;

Cow\vvne
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3 Intégration par parties

La méthode de I'intégration par changement de variables a été déduite de la formule de déri-
vation d’'une composition de fonctions. La méthode que nous allons voir maintenant vient de la

formule de dérivation d’un produit de deux fonctions : (f(x) - g(z)) = ‘F ,(x\ . a(x) + -F(x\ 8'()()

Théoréme 3.1. Intégration par parties. Soit I un intervalle ouvert contenant a et b.

On considere deuz fonctions dérivables f,q : I — R dont les dérivées sont continues. Alors
b b
[ ra)g e = - [ raga
La formule de la dérivation du prodult fg que nous venons de rappeler permet d’écrire
J P (o - g 'tx) de J (F(’G al") — -Ffﬂ -9 [ dx

aglo b _ | Hoa-gto
de 3 de

Démonstration.

s¢—> I

O

Les cas typiques ou la méthode d’intégration par parties s’'impose est celle ot l'on voit un
produit de deux fonctions dont I'une admet une primitive simple et I’autre une dérivée plus simple
encore. C’est le cas par exemple d’un produit de fonctions trigonométriques ou exponentielles avec

des fonctions polynomiales.
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1
Exemple 3.2. On veut calculer / 2? cos(z) du.

. X Se dbuve gau\emm" b se dercie Zx ol p(u—l -‘(‘Mf(t- quex
o Cos(x) 8 mtcfaw. Pau—lc.vnm]' s Puwl"\l‘b Smbn n'ark pwp‘u_c C.O\MPLqMc

?

L que oS (x),
£y = & Flo= 2x
O‘A P %(X) s (D et %(-"7 = siwlx) Ow pose
4 ]=X
: ! (%) l Zx stal0 dox “,y O,
A\‘\n.s\ , J X C—°3(¥) A.x = X SM £ =4
° ﬁl(ﬂ = SivlY)
Stn(4) + 2 “”5(")‘ -2 I cos() x a(x)= -8 x)
= AA\AS ‘AFMIC

= Sin(4) r2ws(A) = 2 St\n(y)]
sim(4) + Cees (L) - 2 sm (1)
2 co3 (1) - 5\'\n(4_)

Voici maintenant un exemple ol nous utiliserons successsivement les deux méthodes que nous

avons apprises aujourd’hui.

3
Exemple 3.3. On veut calculer / eVetlide. '

0 2 _2L
Pour faire disparaitre la racine, nous posons t = v/z + 1, c’est-a-dire z = p(t) = ‘E -4 d’ ‘f [l:) =2

o xecl[e;3], telt 2] 2

2 ¢ l:

3 E gL db = 2 tefd
T

= € 4?? f:’—'l-'—
(A = &
= 2 L'eb)4 )4{,"0“7 :
- 2 (é_et’_ e},)l:

N

Z-et(k*’l)l:
2.&2-4_ - 0 = Ze,z

&'e’ o xR+ OM Mf’\&u {: \IX+4 &a,“; (*)
dlon 2% (m-i)

Towr wue PMVW\)"""‘
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m 1
Exemple 3.4. On veut calculer I,,(z) = ——dt.
b v @ = [

Lorsque n = 1, nous connaissons une primitive de la fonction il s’agit de arctant, si

2 +1
bien que [;(z) = arctan(z) — arctan(0) = arctan(z). Nous effectuons maintenant un raisonnement

par induction et supposons que les fonctions I,,,(x) sont connues pour m < n.

Posons f(t) = _ et ¢'(t) = 1.

VAT 24" —2ut t)=t
Alors f’(t):((‘bz-l'i) h) = -n ({: +4) .9k = W4 -bl’ g( -

M R VA - x+szx(e~t+4)-4 Jt

IW(X) = Jo (o Y™ (L2 )"

AL ST o (o) 6:24.4)7\4-4
= 9' .
X
()4 g - 2»\(7,,*,
:(x::-'i)“' — 0 4+ 2n Jo (bz+4)h+4 o (l: .”)
= X + 2w In (X) — 2w ln—M ()()
(x2+1)"™

h 4 X _ T
4’ ou Tl (x) = P ((x"u)" r (2n=4) I, (x)

Cette formule de récurrence permet de calculer I,,(x) pour tout n > 1. Par exemple

’ + — arctan(z)

Elr) = 571y 2

dt
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4 Intégration d’expressions trigonométriques

Pour terminer ce cours consacré aux techniques d’intégration, nous parlerons des intégrales de
fonctions trigonométriques. Lorsque les primitives ne sont pas immédiatement reconnaissables, il

est souvent judicieux d’effectuer une transformation basée sur une formule trigonométrique.

Exemple 4.1. Calculons les primitives de la fonction f(z) = cos?(x).

En se souvenant que 2 cos?(x) = cos(2z) + 1, les primitives de cos?(x) sont celles de COS(?—K) +4

=> F(x):{f'—brn(zw) +§ +¢ , C ER ¢

On peut également procéder par parties :

W e c': ~8valx)
lz Poés(x)-lw;fz) dy = cos(x)stnlx) +J+ stv "(x) q= semix)

s (x) $tlx) + J A - cosBO dx
[4dx - | 8" 0 dx

Cos (x) stm(x) +

s (x) sl +x = T

c e R

s
—

D 21 = cos(x) sim(x) +x + €

T = X + cos(x):sinlx) +c , C€ R
2

=>
w/2

Exemple 4.2. Calculons l'intégrale / sin®(z) dw. = T
0

Ow (0§ Siwq (Y) = (/l-c.o.sz()‘))z A\o\/\.o

o (2 n pose b= eslx) = @lx)
1 =”L < p‘ﬁ;?(; d (’cspr{u?;()m 8 O
. , S xe[o;"{})&é[i;o]

:_5 (- %) &t »

A 2 y _ __'z{-g il:sj :_8_
=+SA,1-Zl:+{: ou:-l:—"'s T

(3]




