EPFL Peter Wittwer
Section PH 29 février 2024

Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 2A

Notation: Dans ce corrigé, I’équation quadratique en A qui apparait dans le §1.5.2 du cours
est appelée I'équation caractéristique de I'équation différentielle correspondante.

Echauffement 1.

i) {VC eR, y(x)=C,z € R}

i) {VC eR, y(z) =2+ C,z € R}
iii) {VC € R, y(z) =Ce ™™,z € R}
iv) {VC e R, y(z) =Ce", x € R}

Echauffement 2.

1 {VC’l, 02 € R, y(l’ Clx + CQ,.CC c R}

1 {VCl,C’g € R, y(x

) =
) —ZB ‘l‘OﬂE‘FCQ,[EGR}
z) =y(z) = Cycos(z) + Cysin(x), x € R}
)
)

{VCl,CQ € R, Y

)
)
)
)

"

(
{VC1,Cy € R, y(x) = Cy cosh(x) + Cysinh(z), € R} ou encore
{VC’l,C’g € R, y(l’ Che® + Cye™ T ox € R}

Echauffement 3. La solution recherchée est y(z) = txsin(z) + sin(z).

Exercice 1.

Dans cet exercice il s’agit d’équations différentielles linéaires du premier ordre. D’apres le cours
toute solution y(z) de ce type d’équation s’écrit

Y(Z) = Yhom (T) + Ypart(T) ,

ol Ynom () est la solution générale de 1’équation homogene associée (i.e. sans second membre)
et Ypart () est une solution particuliere de 1'équation initiale.
i) La solution générale de 1’équation homogene s’obtient en séparant les variables (cf. cours).

On obtient
Ypom () = Ce™ I (Esm@)d — Cp=cos@) yyec ¢ € R.

Pour trouver une solution particuliere de I’équation complete (i.e. avec second membre),
on utilise la méthode de variation de la constante, c¢’est-a-dire on pose

ypart (l’) = O<x>ei cos(=) :



i)

On a alors

Ypare(2) = [C'(2) + C(x) sin(z)]e” cos(x)
et on peut écrire I’équation avec second membre pour Ypar :
[C"(z) + C(z) sin(x)] e~ @) —sin(z)C(z)e™ @) = 4sin(x)e®
& C'(x)e™ @) = 4sin(z)es®
Par conséquent C’(z) = 4sin(z)e?°*(®) et en intégrant on trouve C(z) = —2e2°%(®)
Notons qu'une éventuelle constante d’intégration de cette étape serait combinée avec la

constante de la solution de I’équation homogene, donc il n’y a pas besoin d’ajouter une
constante ici.

Ainsi y,..(7) = —2e25() et la solution générale de I'équation différentielle compléte est
Y = Ynhom T Ypart = Ce~ cos(z) _ 26C08(m), r € R.

La condition initiale y(g) = 1 implique que C'— 2 = 1, d’ou C' = 3. La solution pour la
condition initiale donnée est donc

y(x) = 3¢ @) _ 9ee0s(@) z € R.

A cause du logarithme dans 1’équation, on a x > 0, et donc I'équation donnée est équi-
valente a

1
'~ ~y=4ln(z).
v =y (z)
Comme solution de I’équation homogene, on trouve

Ynom (T) = Ce [ =380 — Oehl@) = Cuz, x>0, CeR.

Par la méthode de variation de la constante, on pose ypat(z) = C(x) x et en mettant cette

. , . 41 ",
expression dans I’équation initiale on trouve que C'(z) = I;(m) . En intégrant on trouve

X

C(z) = 4/ In(x) dr = 4/ [ln(x)]/ln(x) dx =2In(x)* .
Il n’y a de nouveau pas de constante d’intégration a cette étape. Par conséquent
Ypart () = 27 In(z)?,
d’ou la solution générale
Y = Yhom + Ypart = (C'+2In(z)*)z,  x €]0,00].
La solution pour la condition initiale (1) = 1 est

y(z) = (14 2In(z)?) z, x €]0, o0l

Exercice 2.

Dans cet exercice il s’agit d’équations différentielles linéaires du premier ordre. D’apres le cours
toute solution y(x) de ce type d’équation s’écrit

Y(2) = Ynom () + Ypart () ,

ol Ynom () est la solution générale de 1'équation homogene associée (i.e. sans second membre)
et Ypart () est une solution particuliere de 1'équation initiale.
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1)

i)

La solution générale de I’équation homogene s’obtient en séparant les variables (cf. cours).
On obtient
Yhom(7) = Ce*,  avec C € R.

Comme la fonction p(x) = —3 est constante, on peut utiliser la méthode des coefficients
indéterminés pour chercher une solution particuliere. Cette méthode est souvent plus
rapide que la méthode de variation de la constante.

Iei g(z) = 10cos(z) + 2e* et ¢'(x) = —10sin(z) + 6e> . Les termes a inclure dans ypar

sont donc cos(z) et sin(z) qui ne sont pas solutions de I’équation homogene, ainsi que

xe3® car €3 est solution de ’équation homogene. Donc on pose

Ypart(T) = Acos(z) + Bsin(z) + Dxe®.
En reportant cette expression et sa dérivée dans I’équation complete, on obtient
[Acos(z) + Bsin(z) + Dxe:“]/ — 3(Acos(z) + Bsin(z) + Dze™) = 10 cos(z) + 2¢**
& (B —3A4)cos(z) — (A +3B)sin(x) + De* = 10 cos(z) + 2e** |

c’est-a-dire,
B —-3A=10, A+3B=0 et D=2

On a donc finalement A = -3, B =1, D = 2 et ainsi
Ypart(T) = —3 cos(z) + sin(z) + 2z €.
Par conséquent
Y(7) = Ynom () + Ypart () = Ce** — 3cos(x) + sin(z) + 27 €, reR
De plus on a C' = 3 pour la condition initiale y(0) = 0. Donc la solution est
y(x) = 3¢* — 3cos(x) + sin(z) + 22 €3, r e R

Ona yhom(z) = Ce™™ avec C' € R. Pour trouver y,,,, on utilise encore une fois la méthode

des coefficients indéterminés. Les dérivées de q(x) = 23 sont constituées des termes 1, z, 22
dont aucun n’est solution de I’équation homogene, de méme que ¢(x) lui-méme. Ainsi
Ypart (¥) = Az + Bxz? + Dz + E est un polynome de degré 3 et on a

yll)art + Ypart = Ax?) + (SA + B)xQ + (QB + D)ZE +D+FE= 51737
ce qui mene a

A=1, 3A+B=0, 2B+D=0 et D+E=0
& A=1, B=-3, D=6 e E=—6.

Ainsi ypart (7) = 23 — 32% + 62 — 6 et
y:yh0m+ypart:C€7x+$3—3$2+6$—6, r € R.
Pour la condition initiale y(0) = —2, on obtient C' = 4 si bien que la solution est

y(x) = 4e™ " + 2* — 32° + 62 — 6, x € R.



Exercice 3. (V/F: Equations différentielles linéaires du premier ordre)

Q1:

Q2:

Q3:

Soit y(x) une solution d’une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre
sur un intervalle ouvert I. Alors pour toute constante C' € R, la fonction
y1(z) = y(z) + C est solution de cette méme équation différentielle sur 'intervalle 1.

Réponse : faux. Contre-exemple : L’équation yy'—y = 0 est une équation différentielle
linéaire homogéne du premier ordre sur I = R. La fonction y(z) = exp(x) est une
solution de cette équation, mais la fonction yi(x) = y(x) + 1 = exp(x) + 1 nlest pas
solution, car yi(x) —y(x) = =1 #0.

Soient y;(z) et yo(z) deux solutions d'une équation différentielle linéaire homogene du
premier ordre sur un intervalle ouvert I. Alors la différence y(z) = yi(x) — yo(x) est
solution de cette méme équation différentielle sur l'intervalle 1.

Réponse : vrai. Une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre est
de la forme y' + p(z)y = 0. Avec y(x) = y1(x) — ya(x) on trouve

Y () +p@y(r) = ((r) = () + p(x) (12(2) — ya2(2))

= [n(x) + () 1(2)] = [y5(2) + p(z)y2()]
= 0-—

O

(Remarque: Avec la notation compacte du cours on a Ly, = 0 et Ly, = 0 et donc,
puisque L est une application linéaire, L(y3 — y2) = Lyn — Lyo =0—0=10.)

Soient yi(x) et ys(x) deux solutions d'une équation différentielle linéaire du premier
ordre sur un intervalle ouvert I. Alors la différence y(x) = y1(x) — ya2(x) est solution
de cette méme équation différentielle sur 'intervalle 1.

Réponse : faux. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est de la forme
Y +p(x)y = q(z). Avec y(x) = y1(x) — y2(x) on trouve

y' () +p(@)y(z) = (yi(z) —v5(2)) +p(z) (11(2) — y2())
= [yi1(z) + p(2)y1 ()] — [y5(2) + p(x)ya()]
= q(z) —q(x) =0.

Donc y(x) n'est pas solution de l'équation si q(x) n’est pas identiquement zéro. (Re-
marque: Avec la notation compacte du cours on a Ly, = q et Lys = q et donc, puisque
L est une application linéaire, L(yy —y2) = Lyy — Lyao =q—q=0+#q.)

Exercice 4.

Pour résoudre ces équations homogenes on utilise la méthode avec I’équation caractéristique
proposée dans le cours (§1.5.2).

i) L’équation caractéristique 3X* — 4\ +1 =0 admet les racines réelles \; = 1 et Ay = 35
d’ou la solution générale

1

y(x) = Cre” + Cge%x, x,C,Cy e R .



i)

iii)

L’équation caractéristique 3X\% — 4\ + 2 = 0 admet les racines complexes conjuguées
A2 = % (2 + \/52), d’ou la solution générale

y(x) = (01 COS(@) + Cy sin(%)) ega‘“, x,C,Cy e R .

L’équation caractéristique 3\% — 4\ + % = (0 admet la racine double A = A\ = Ay = %
Ainsi un terme de la solution générale est y;(x) = €37 mais il faut en trouver un deuxiéme
(comme c’est une équation du deuxieéme ordre, les solutions générales sont dans un espace
vectoriel de dimension 2). On utilise la méthode de la variation de la constante, c.-a-d.
on pose

ya(7) = Ca)yi () .

Comme

' (z) = C'(z)y1(2) + Clz)y' (x) = (C'(z) + AC(z))eM
¥ (z) = C"(x)y1(x) + 2C" (x)yi () + C(x)y" (z) = (C" () + 2AC"(z) + N*C(x)) e,

I’équation différentielle pour g, s’écrit (en divisant par e*?)
3(C"(z) 4+ 20" (z) + N’C(z)) — 4(C'(z) + AC(2)) + 3C(x) =0
& 3C"(z) + (6A —4)C'(x) =0 & C"(z) =0,

2. Ainsi C(z) =2

ol on a d’abord utilisé que 32 — 4\ + % =0 etpuisque A= —75 =
egx, d’ou la solution

—4
23
(on peut ignorer les constantes d’intégration) et donc ys(x) = =
générale

y(l‘) = (Cl + CQQ?) G%z, x,C1,Cy e R .

Exercice 5.

Ces équations différentielles sont non-homogenes. La solution générale est donc la somme de la
solution générale de 'équation homogene associée (1° étape de résolution) et d’une solution
particuliere de 1’équation complete (2¢ étape).

i)

L’équation caractéristique A\? +4 = 0 admet les racines complexes A;, = +2i si bien
que la solution générale de I'équation homogene associée est

Yhom (7) = C cos(2z) + Cysin(2z) .

Cherchons une solution particuliere par la méthode des coefficients indéterminés. Comme
q(z) = 3e** n’est pas solution de I’équation homogene et que toutes ses dérivées sont
multiples de e?*, on cherche une solution particuliere de 1’équation complete de la forme
Ypart = Ae?**. Donc

ygart + AYpart = 3e” = (4A + 414)621 = 3% )

3

s et Yparn(z) = 327 La solution générale est donc

c’est-a-dire A = 5

Y(2) = Yhom () + Ypart (¥) = C1 cos(2x) + Cysin(2z) + 2, 2,0,,C, €R .



i)

iii)

Comme au point i), on a Ynom(z) = Cycos(2x) + Cysin(2z) . Le membre de droite
q(z) = 5cos(2x) est solution de ’équation homogene tandis zq(z) ne l'est pas. On cherche
donc un solution particuliere de la forme

Ypart = Az cos(2z) + Bwsin(2z) .
En reportant cette expression dans I’équation compléte, on obtient

Ypart T 4Ypart = 5 cos(2z) &
4(B — Ax) cos(2x) — 4(A + Bz)sin(2x) + 4Ax cos(2x) + 4Bz sin(2x) = 5 cos(2z)
& 4B cos(2z) — 4Asin(2z) = 5 cos(2x),

cest-d-dire A=0et B =2. Ainsi ypui(z) = Sz sin(2z) et la solution générale devient

Y(2) = Ynom () + Ypart(x) = C1 cos(2x) + Cysin(2z) + %a: sin(2z) , r,C1,Cy e R .

Comme A\+1 =0 admet les racines \; 5 = +i, on trouve Ypom(z) = C; cos(x)+Cysin(x) .
Cherchons une solution particuliere de 1’équation avec second membre par la méthode de
la variation des constantes:

Ypart = C(1 (-T) COS(ZE) + CQ(Q?) Sin(l‘) .
Selon le cours, les dérivées ] et CY satisfont le systeme linéaire

C1 cos(x) + Chsin(z) =0

: 1
—Csin(x) + CY cos(z) = Sn(7)
dont les solutions sont C] = —1 et Cf = %&7)) En intégrant ces expressions, on obtient
C) = —x et Cy = In(|sin(z)|) et ainsi Ypart(r) = —x cos(z) + sin(x) In (| sin(z)|).

La solution générale est donc

Y(2) = Yhom(Z) + Ypart(z) = Cicos(x) + Cysin(x) — z cos(z) + sin(z) In (| sin(x)]) ,

avec C1,Cy € Ret x €10, 7.
Remarque 1: y(x) est solution de 'ED sur tous les intervalles |km, km + 7| avec k € Z.

Remarque 2: y(x) peut étre prolongée par continuité sur tout R, mais elle ne sera pas de
classe C*(R).

Exercice 6.

)

L’équation caractéristique de cette équation est A2 + 2\ —3 = 0 qui admet les racines
)\1 - 1, )\2 - —3

Ainsi la solution générale de ’équation donnée est

Ynom () = Cre” + Che 3% .



it) Méthode 1: Coefficients indéterminés

Le membre de droite est g(x) = 5sin(3x) qui n’est pas solution de I’équation homogene
associée. On cherche donc une solution particuliere de la forme

Ypart = Asin(3z) + B cos(3z) .
En reportant ypa¢ dans I’équation différentielle on a
Ypart T 2Ypart — 3Ypart = (—12A — 6B)sin(3z) + (6A — 12B) cos(3x) = 5sin(3x) .
Les solutions du systeme linéaire

—12A-6B =5
6A—12B =0

sont A=—-1 et B=-1

3 s » et la solution particuliere de I’équation donnée est donc

1 1
Ypart (T) = —3 sin(3x) — A cos(3x) .

Méthode 2: Variation des constantes

On pose
Ypart = C1(z) e” + Ca(x) e 3

D’apres le cours, les fonctions C; et Cy satisfont le systeme

Cll([E)ex + 02/(1)673‘7: =0
Cy/(x)e* — 30y (z)e™3® = 5sin(3x)

qui a comme solution

()= (& 55 Gaman) =5 (5 %) (ramtan)
STy

/e sin(3x) d et Cy(x) = —Z/e?’x sin(3z) dx . (1)

Ainsi

»-I>IOT

On calcule / sin(3z)e® dx en intégrant deux fois par parties:

1 1
/sin(Sx)e” dr = —e*sin(3z) — — /3cos(3x)e‘” dx

a a
1
= — e"sin(3z) — s e cos(3z) — % /3sin(3x)e‘” dx ,
a

a a?

d’oti, en isolant 'intégrale,
4 5 ) [ sinBa)e do = L sin(an) - = ¢ cos(an)
— sin(3x)e™ dr = — e sin(3x) — — " cos(3x
a? a a? ’
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et finalement
axr

sin(3z)e® dx = (a sin(3z) — 3 cos(3x)> : (2)

a?+9

En combinant (??) et (??), on trouve
1
Ci(z) = —3 e~ (sin(3z) + 3 cos(3z)) (a =-1)
o 3z ( 2
Co(x) = ~54¢ (sin(3z) — cos(3z)) (a=3)
et la solution particuliere est donc
1. 1
Ypart () = —= sin(3x) — = cos(3x) .
3 6
iii) La solution générale de I’équation avec second membre est donc

1 1
Y(2) = Ynom () + Ypart(z) = Cre” + Che 3% — 3 sin(3z) — 8 cos(3z) x,C1,Co € R .

Pour satisfaire les conditions initiales on doit avoir

1
1
y'(O):Cl—3C’2—1:—§

Les solutions de ce systeme sont C; =1 et Cy = % si bien que

1 1 1
y(ilf) = e* + 6@7336 — g sm(Bx) — 6 COS(Sx) 5 reR.

Exercice 7.
i) L’équation caractéristique associée & I'équation homogene est mA? + aX + e = 0 qui a

comme racines
—a+ Va2 —4dme «Q i\/a2—4m5

2m 2m 2m

Ao =

On doit distinguer trois cas selon le signe du discriminant:

e Sia?—4me > 0, c-a-d. si @ > 2y/me la solution générale est
Yhom (t) = C1eM" + Cre™' = exp(—2 1) <C’1 exp(—w‘z’ﬂf”” t) + (Y exp(——w‘“z;;””€ t))

e Sia?—4me <0, c-a-d. si 0 < a < 2y/me les racines sont complexes

Ame — o2
Ay Xy Yime—or
' 2m 2m

et donc la solution générale est
Ynom (1) = C1 €™ cos(yt) + Cy ™ sin(yt)
= exp(—% t) (C’l coS (—W t) + Cy sin(—”‘l”;;;_oZ2 t))
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e Si a = 2y/me, on a une racine double A = —5% = —\/%. La solution générale de
I’équation homogene est alors

Ynom (t) = Clei\/%t + Cztef\/%t = (C1 + Cat) eVt

i) Lorsque t — 00 on & Yuom(t) — 0 pour les trois cas. En effet,
e Dans le premier cas on a 5~ > —VO‘Z’m‘LmE > 0, si bien que le premier facteur de ypom
domine le terme croissant qui multiplie C.

e Evident car les fonctions cos et sin sont bornées.

e Comme la fonction exponentielle grandit plus vite que les polynomes, on at e — 0
pour tout A > 0.

ii) On met ypare dans 'équation non-homogene. Comme

Ypart (t) = Aw cos(wt) — Bw sin(wt)
Ypart (1) = — Aw? sin(wt) — Bw? cos(wt)

on trouve

—mAw? — aBw + z—:A} sin(wt) + [ — mBw? + aAw + 53] cos(wt) = H sin(wt)

o £ — mw? —Qw A\ (H
ow £ — mw? B) \0

-~

=:J

() = (=" - “oe) (60) = e (™)

et donc (on ne s’amuse pas a calculer det(J)...)

Ainsi

Ypart (1) = FP?]) ((5 — mw?) sin(wt) — aw cos(wt))

i) Comme la solution générale est y(t) = Ynom(t) + Ypart(t) €t qu'on a ynom(t) — 0 lorsque
t — 00, le mouvement de la masse s’approche de la solution particuliere si le systeme est
maintenu assez longtemps.



