VIII. Matrices diagonalisables

Pour terminer ce chapitre consacré aux bases de ’algébre linéaire, nous étudierons aujourd’hui
les matrices diagonalisables, qui sont les matrices semblables a une matrice diagonale. Cela nous
permettra ensuite de décrire plus facile des applications linéaires, en trouvant une base adaptée a

et

I'interprétation géométrique.

1 Matrices diagonalisables

Pour construire la matrice d’une application linéaire o« : V' — V| nous avons vu qu’une base
vaut parfois mieux qu’une autre car l'interprétation géométrique est plus immédiate. Notre but est
de savoir s’il existe une base par rapport a laquelle la matrice de « est diagonale, et le cas échéant
de trouver une telle base.

Définition 1.1. Une matrice A € M, (K) est diagonalisable s'il existe une matrice inversible
S € GL,(K) telle que SAS™ = D est diagonale.

Une application linéaire o : V' — V est diagonalisable il existe une base B de V telle que (a)8 = D

est diagonale.

Remarque 1.2. Une matrice A est donc diagonalisable si elle est semblable & une matrice diago-

nale.

Proposition 1.3. Une application linéaire o : V' — V' est diagonalisable si et seulement si il existe

une base formée de vecteurs propres.

Démonstration.

oL ddia QV\A'}.QA;S&-L)LL &S
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Exemple 1.4. Considérons la matrice A = <0 1).

A‘XI = (4-\ 4?_)‘) Q,L Ab\’(A—%I) :(/1-)()2

o)

ke o propre ¢ Az 4 (sode slokom du (2)=0)
e (n05) < [ 2)[5)-() e T

=5 E.1=<(/l-,0)> e\- ALVV\E,':'4—
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Exemple 1.5. Considérons la matrice A = < ) )

-X
A- )T :(4,‘ 41\
Lok (A3T) = U9 - 47 = N-2h = A(2)

Vm\wm proFrc,.s ' >\=O e«(' >\_- 2

E. = ke.r(A): (: :)(;): {g) ) X-\—~A=O = E°:<(4-,-4)>
E, = Ker (A- 21> : ("4] :‘4) (;): (Z) & X_BZO = EZ=<(4;4)>
4 4

ot Gl a2 (4 5) & <[ : )

ou alors S':.(t‘ -44> ot D{:(z .g).
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Exemple 1.6. Considérons I'application linéaire a(z,y,2) = (3y — z,2x — y + z,22).

0 3 -1
Exprimé dans la base canonique la matrice de o est A = (2 -1 1 ) .
0 0 2

Déterminons les valeurs propres :

-5 3 -4\ -r 3
A-)\I = 2 ~l=X 4 2 -l-)

(v} o 2-X o (o)
A(-1-2)e-))+ 0+ 0-0-0-(2-X)-2-3

A + A —G]
((22 33[(1»,3) (x-2) = = (M2 (5 3)

V(L\M-M'b prepes >\:'L (c\ouu&) -c,\- A=3 (Simp\e)

O\L\r(A—At) -

Déterminons ensuite les espaces propres associés a chaque valeur propre :

E2=k««(A-ZI) -. (;L 333‘)(§)(g) = 2x =34+ 2=0

o (o) (5] 4

&> 2= -ZX+3‘3 Ez_: <(’i',°',‘1);(0;4.-,3‘)>
3 3 -4\ /X 9 -
e« vl (3 EH)f1)q(E) & 22
E_3 = <('1‘;"1-'; °)>

La base (f1, fo, f3) est une base de R? formée de vecteurs propres. ew POSMAL 4: = (A‘ 0; "‘Z)

Dans cette base, la matrice de « a la forme ?_ (O 4, 3)
2 0 o i 0 ok 4= (4;-150)
o 4 -4
D=0 2 o o4 S- 2 3
© 0 -3
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Exemple 1.7. Les rotations du plan. Soit p : R? — R? la rotation d’angle ¢, un angle exprimé

en radian, et R, la matrice de rotation correspondante, exprimée dans la base canonique. Alors

X L (e -sng
(40) o Smy oSy '
Remarquons d’abord que si sin ¢ = 0, o.\ors c.os? = i 4 ~Ul' "P = 0 +‘PLZ|T ol

2

_ el
=> Ro = I E :HZ (28 a.\m.s q)" *

A
Ry = -T  Eq=IR ok om o e symihic contrele.

Cherchons les valeurs propres lorsque sin o # 0 :
Cod - A Sy
Rg-AT = sxv\ch cosy -
c
&‘_(RL‘,_ )‘1) - (Cb.S Q- X) + 3m2q> )
- cmsch - 2 Cosy N+ AT s
XZ_ Z_Co.S‘(V A+ 4.

i cos 14
A: L}Cobz(? —l-{- Lf ((.cs Lf~4.> < 0 cor C();[

=7 P de volewrs propres wdly =
RL? pe-> o\iaam.&/zwuc das M.z(lK).

Exemple 1.8. Reprenons le méme exemple, mais en considérant cette matrice dans My (C).
Alors le polynome A\? — 2 cos(¢)\ + 1 admet deux racines complexes distinctes.
En faisant les calculs, nous obtenons deux espaces propres de dimension 1.

On peut donc choisir une base de vecteurs propres afin de diagonaliser cette matrice!
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Pour les sections suivantes, on fait la correspondance suivante entre points et vecteurs du plan

ou de 'espace :

— xr e d
M(z;y) <= U= <I>=0Met M(z;y;2) <= 7= |y | = OM
Y
z

2 Projections vectorielles du plan

Soit @ et b deux vecteurs non colinéaires de Vs.

L’application p qui associe a tout vecteur ' sa pro-
jection p(¥) sur la droite vectorielle L = (@) pa-
rallélement & la droite vectorielle K = (b) est une

application linéaire.

Proposition 2.1. Une application linéaire o : Vo — V5 est une projection si et seulement si elle
posséde les valeurs propres 0 et 1.

Dans ce cas, a est une projection sur Ey parallelement a Ejy.

lg&fimrgjon&x 8- (:,E’) , on o a(a) = o ok o((g): .

Relehivewment & B, O wmehiw de o est (gg)

O

1(1 1
Exemple 2.2. Prouver que I'application linéaire o : R> — R? de matrice A = 3 (1 1) relative-

ment & la base canonique est une projection.

A N 4 A=-2) A
A-NT = (2 * < 4
VT 4 - A A-25

det (A-),I) :(iz-h)z-(g)z = AN = A(a-1)

LL> \rc-\-wura propre ek bl-(.,v, '(\:O b A=4.
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3 Projections vectorielles de 1’espace

Soit (d@; b; €) trois vecteurs non coplanaires de ’espace.

—.

@ e L’application p qui associe & tout vecteur ¥ sa projection p(¥) sur le plan vectoriel L = (a;b)

parallélement & la droite vectorielle K = (¢) est une application linéaire.

e L’application ¢ qui associe a tout vecteur ¥ sa projection ¢(v) sur la droite vectorielle K = (¢)

-

parallélement au plan vectoriel L = (@;b) est une application linéaire.

e Les projections p et ¢ sont liées par la relation

Proposition 3.1. Une application linéaire o : V3 — V3 est une projection si et seulement si elle
posséde les valeurs propres 0 et 1 et si ['un des espaces propres est de dimension 2.

Dans ce cas, a est une projection sur Ey parallelement a Ey.

Démonstration. OVI ‘|'IMU.~HL Ag,_w Qp. bose ?) < ( 2', g; 2

@ pl@)=3 , p(B) =€ ok p(2)=8 ok (p)§=(§5§>
A=4 et de ku“'\'p\\‘u'.\{ 2 <t ACW\E,‘:Z,,

N - B [o oo
@ q(iﬁ');a ,q(lS’):o ..nx\- q(z)=c. d (Q)B_(g do :
>\: 0 C* eh V\nu\‘%f\l\uk 2 e} cu.wn Eo = 2 .

Remarque 3.2. Une projection p vérifie forcément p o p = p. En effet, on prouvera en exercices

que si p o p = p, alors les seules valeurs propres possibles sont 0 et 1.
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4 Symeétries vectorielles du plan

Soit @ et b deux vecteurs non colinéaires de V5.
L’application s qui associe & tout vecteur ¢ son

symétrique s(¥) relativement a la droite vecto-

rielle L = (a@) parallélement & la droite vecto-

rielle K = (b) est une application linéaire.

Proposition 4.1. Une application linéaire o : Vo — V4 est une symétrie si et seulement si elle
possede les valeurs propres —1 et 1.

Dans ce cas, « est une symétrie relativement a Ey parallélement a E_;.

Exemple 4.2. Dans V5, muni d’une base orthonormée B, on considére la symétrie orthogonale s

d’axe d d’équation y = z. Déterminer la matrice de s relativement a B.

S ,
( .\) (04) '%-\( S(('].-,O)) ) (0'14-)

(o) = (4:0)
= A= (O 1) doms B ((4.,0);(0,4))

Relbivemenr o B¥ = ((452) 1 (43 2)] ) on o
I
Case s((4-,¢))=(1-,1) o4 s((-4.-,4))=(4-,-4) =-(-4;-4).
oot P (3 2) s P2 (1) 40
aornsts ()0 e) il ) s < (00)
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5 Symétries vectorielles de espace

Soit (a; b; ©) trois vecteurs non coplanaires de 1’espace.

e L’application s qui associe a tout vecteur ¢ son symétrique s(¥) relativement au plan vectoriel

—

L = (a;b) parallelement a la droite vectorielle K = (¢) est une application linéaire.

e L’application ¢ qui associe a tout vecteur ¥ son symétrique ¢(¥) relativement a la droite vectorielle

—

K = (¢) parallélement au plan vectoriel L = (@;b) est une application linéaire.

e Les symétries s et ¢ sont liées par la relation

Proposition 5.1. Une application linéaire o : V3 — V3 est une symétrie si et seulement si elle
posséde les valeurs propres —1 et 1 et si l'un des espaces propres est de dimension 2.

Dans ce cas, a est une symétrie relativement a Ey parallelement a E_q.

Remarque 5.2. Une symétrie s vérifie forcément s o s = Id. En effet, on prouvera en exercices

que si s o s = Id, alors les seules valeurs propres possibles sont 1 et —1.

Exemple 5.3. Dans l'exemple 4.5 du cours VII, on considérait 'endomorphisme « : R? — R3

dont la matrice relativement & la base canonique était

3 0 —4
A=12 -1 =2
2 0 =3

Ses valeurs propres étaient 1 et -1 (double) et la matrice était diagonalisable. . 2

Il s’agit donc A'u_u S‘aW\EhA'- [h,\a."lw.mtml! o la drote (3) = 'BL (j‘) = E’I
z

AG.M wwe A:\\.u.kov\ fovclu\z O r\n.\n E"'l = Z ( 4'"0',4‘)': (0 4 °)>
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Exemple 5.4. Prouver que I'application linéaire o : R? — R3 de matrice

5.0 —8 —4\ T-A -8
A= 8 —155—8 8  -I5-)
~10 20 119 -lo 920

relativement a la base canonique est une symétrie.

dek (A—- AI) = (5 M) (-15-3) (44 —A) ~6Y40 -C4o ¥ Uo(IS+A) + |e(s->)4-4q(44.,\)

-
-_— te -

T a e aed = ()28 1) = - O-) ()
‘D'\m:\om&'»mb\& 7

S & *"L'A‘%:O => E,,:((Z)I-,O);(A;O;i)?
E - <(’Z-|¢-(-,-S")>

et @ B (1) re), (279

- (5°0)

Cl Cb¥ vt Stamé,kik np\a.hvtm-c,vxl' am 'o\ow» X-Zj -2 = O)
povallilemmcnl d & dvoike (3)4‘(‘22) |
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Exemple 5.5. Dans V3 muni d’une base orthonormée B, on considére la symétrie vectorielle
orthogonale s relativement a la droite d d’équation z = —y = 2.

Déterminer la matrice de s relativement a B.

E,, = <(4-,-4.-,4))
E~4. = <(4'.4~';O) ) (034""4')>

Ow Ulw.\(_ PM aorte. ofu vn-te,\'\woo\k Qo-wu'-l'e. & on o“’fm)’
'P“l“ %(; —'I ‘:> . ?w Swi.\'e.‘

-1 l 2‘
~A ~2 A
Al-2 -t
3 2 -1 -4

>
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