VII. Matrices semblables

Nous étudierons aujourd’hui plus spécialement les matrices carrées : le calcul de I'inverse, puis
la notion de similitude pour des matrices carrées, une notion plus restrictive que celle d’équivalence,

mais qui fait plus de sens au moment de l'interprétation géométrique d’une application linéaire.

1 Bref retour sur les systémes d’équations

Considérons un systéme d’équations linéaires de la forme AX = b, ot A € M,y (K) est la
b1 T
matrice des coeflicients, b= | : | et X = : est le vecteur colonne des inconnues.

b, T,

On appelle A la matrice du systéme et (A|b) la matrice augmentée du systéme.

Proposition 1.1. Le systéme Ax = b admet une solution si et seulement si les rangs des matrices

A et (A|b) sont égaux. (P = Q) = (nohP =D vion @ )

(’lﬂ Démonstration. Par double contraposition. lorsqu’on échelonne la matrice augmentée du systéme,
on arrive dans 'une des lignes & une équation sans solution de la forme 0 = ¢ avec ¢ # 0 si et

seulement les rangs des matrices A et (A|b) sont distincts. O

Exemple 1.2. Nous voulons résoudre le systéme d’équations

r + y + z =1
x + 2z =0
Yy = a
¥ @, Ot & pw
4 . .
(¥) )émo o(uu,k 3 Soquv"lov\ ()\(w‘) (=3 AX = X4 . + Ao (L.t R
R

&S b e,b\‘ e Lowbinwﬁson ‘P/f,wéou,rt de> (.o(ov\.wu de A

= rowta(A) s raw\%(A'B) .
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Echelonnons la matrice augmentée de ce systéme

-A-/l-‘\‘.'\ ?41 ®O4 (0] E2|() ééos‘q 32() o140 |4
4°4|O 4441 — O40la' o ©o0 a-1
0410'a oA0t '

Da.v\..s(ﬂ.cc»\)ixz-% =) S___{()\}A;-X)\)&GIR’S
X 0 >\(4 Ae R
2 Inversion de matrices oL Luw Lt ( p| ) = ( 4)"‘ o 1)

2 e =4
Les méthodes d’échelonnement et de réduction permettent non seulement de résoudre a coup
str tous les systémes d’équations linéaires, mais aussi de calculer I'inverse d’une matrice carrée pour
autant qu’il existe. La méthode est basée sur 'observation qu’effectuer une opération élémentaire
sur les lignes de A correspond & multiplier la matrice par la matrice élémentaire correspondante
a gauche. Ainsi, pour calculer 'inverse d’une matrice inversible S € GL,(K) ou pour décider si
elle est inversible, on peut écrire cote a cote les matrices S et I, puis effectuer des opérations

élémentaires simultanément sur S et I, jusqu’a obtenir la matrice I,, et une autre matrice a ses

cotés. Cette matrice sera S~1!

a

1

1
a 4 4|4 o o ?43 4 0|00 Ezn(') A al|lo o4
4 a4 |04 o]—(1aA 040—»(06.-\44:1'04-4
1 14 alo 6 4 aa41400

3w esk pes wvasible si a =1 . On suppose que a4l ek on conhnue.

4 A o o o 4
bz(i:‘-n)eaz(‘) 0 4 - o - ;"_l

2
0 0 2-0-& |4 4 1.0

2-0- o = -(o.+a. ?_) = =(a+V)(a-1) > S po> mvw.sdo\g I3 aéid -23

Ow Swppose  que e ¢ i'i',‘zls 'b" own (,owl'\ku:.

.D( 4 ) 4 4 o o © j
3 Z-o\-al OI" -1 o ﬁl_ a=1

? o ola la_ a2 b))

Z-o.szal 2-a-a 2-0- a*
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La matrice est échelonnée.
1

Posons u = Sy — pour simplifier I’écriture et réduisons la matrice :
\ e o ae e Aseleri
543(-0«.) E'L‘x(d\ 6 4 0+ W Aitu =2 [
—_— ( O—\ o=\
© o 12! u w ~(ar1) W
! co—ulen)  w w S fversible (= &€ R4}
EA'L(" ) ( __[_ . w —uwladl) w _A -a-1 A 4
— ' w w - w(ad) S = 4 -t A
A A ~-a-|
Proposition 2.2. Soit A € M, (K).

Alors le systeme Az = b admet une solution ¥ b € M, (K) si et seulement si det(A) # 0.

Démonstration. d.d—(A) Z£0 & A inversible ('TL"M 4.3, Chap V)
&> en iduonnant e duisent (A ! I) ) on obhient (I ;'.A-l)
& on tdadonmant dduiseut (Aib) , ow obheak (T X)
= AX=b odwmel o sofahion X, ¥b € Mui (k)

b X = AT putsque X A.‘AX_—/‘;'b 0

Remarque 2.3. Si det(A) = 0, alors le systéme est impossible ou indéterminé. On peut alors
échelonner la matrice augmentée pour trouver la solution.

2r+y+z2=3
Exemple 2.4. Résoudre le systéme ¢ 2 4+ 2y + 2 =1

T+y+22=0
2 1 1 3
A%=‘) owee A:.-(j"'ﬁ’é) o\' \):(;)
C ekt o wmelwee S 4o [‘uwlalx- 24 oave a=2.
-4 -3 4 A ~® -4 [3 —4-3_2
= " :‘-A—n("’i’fs) = (1]= 14 () ?(é’)‘(.‘i)

$ =4 (2 05-0)]
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w: (V58) — (V,8)(Q)

3 Matrices semblables x: (V;B) - (v;c) 6

Lorsqu’on travaille avec des applications linéaires de V' dans lui-méme, on préfére fixer une

seule base de V', au lieu de considérer une base de V' comme espace vectoriel de départ et une
autre comme espace d’arrivée. Nous avons le droit de le faire lorsque nous parlons de matrices ou

d’applications linéaires équivalentes, mais le sens géométrique des applications devient obscur.

Exemple 3.1. Soit p : R? — R? la rotation de centre (0;0) et d’angle ¢ = 17, 345°.

Si I’on s’autorise & choisir deux bases différentes de R?, on arrive & obtenir I, comme matrice de

€68y

cette rotation. En effet,
( Sw

Si B (Cuzz\u‘c le bese Cnohlque b C ek Frumbe des vedkeoms §
) 0

i bilem que R = (*P (0 3) u_c'u_i“'w"' FprmfanJr.
Pour ?al.n.u.l«'.c\‘cr le. neture de P.

Par conséquent, nous décidons de fixer une seule base B de V' et de représenter une application

linéaire o : V' — V par la matrice carrée A = (a)8.

Définition 3.2. Deux matrices A et B de M, (K) sont semblables et on note A ~ B s'il existe
une matrice inversible S € GL,(K) telle que A = SBS™!.

(fmw les w ahives -él“ui.\mlwl‘& A ’?BQ)
Puisqu’une matrice de changement de base est une matrice inversible, nous obtenons le résultat
suivant de la méme fagcon que nous avons démontré le résultat correspondant sur les matrices

équivalentes.

Théoréme 3.3. Deuz matrices A et B de M, (K) sont semblables si et seulement elles représentent

la méme application linéaire o : K™ — K™, c’est-a-dire s’il existe deux bases B et C de K™ telles

— (o)\B — (C
que A = (a); et B = (a)g. ‘/OU»VAL diwa 1o
Démonstration. Soient B et C deux bases de K" et S = (Id)% la matrice de changement de base

de B vers C. Alors le diagramme

Tdv, Tdv,

(V.B) == (V.C) = (V.C) — (V. B)

illustre 1’égalité matricielle A = ()8 = (Id)E(a)S(1d)G = S™1BS. O
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Exemple 3.4. Décrire géométriquement 1’application linéaire o : R3 — R3 définie par
alz;y;2) =(-0,8-y—0,6-2;0,8-2+0,36-y—0,48 - 2;0,6 -2+ 0,64 -2 — 0,48 - y).

La matrice de a dans la base canonique n’est pas trés jolie :

(0 - 15
A= — _
|20 0 12
15 —12 16

et nous ne voyons pas de quoi il s’agit.

Choisissons judicieusement une autre base de R3, par exemple B* = (f1, fa, f3) avec

462 + 363 . —362 + 463

5 U s 5

Calculons les images des f;.

fi=e, fo=

3
o o)
e L [8) o ai) = A 4(8) e ) -8
&

Nisi da wobice de o vdabive & 8= (£

-\ ©
¥ ( B 0

~ (& -1 0 o
A - );5* 0 o 4

A b ln mahie 8w robbion dlongle T ankowr & Ve
6\‘— VCL\"M (Ll(rtc\'wr “!3 .

Remarquons que la base B* que nous avons choisie est constituée de vecteurs de norme 1,

orthogonaux deux & deux, et il s’agit d’une base directe, orientée comme la base canonique.
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4 Valeurs propres et vecteurs propres

Pour construire la matrice d'une application linéaire o : V' — V', nous sommes maintenant
convaincus qu’une base vaut parfois mieux qu'une autre car 'interprétation géométrique est plus
immédiate. Nous allons voir cette semaine quelques outils qui nous permettront par la suite de
savoir s’il existe une base par rapport a laquelle la matrice de « est diagonale, et le cas échéant de
trouver une telle base.

Pour cela, revenons dans le monde des matrices.

Définition 4.1. Un scalaire A € K est valeur propre de la matrice A € M, (K) il existe un
vecteur non-nul v € M1 (K) tel que Av = \w.
Un tel vecteur est appelé vecteur propre pour la valeur propre \. L’espace propre E) est le sous-

espace vectoriel de K™ formé de tous les vecteurs v € M,,1(K) tels que Av = Av.

Exemple 4.2. Soit a : R? — R3 Papplication linéaire de matrice

3 0 —4
A=12 -1 =2
2 0 =3

relativement & la base canonique de R3.
Vérifier que u = (2;1;1) est un vecteur propre de « et préciser la valeur propre A associée.

Donner une base de ’espace propre E).

2 o -u (A 2
AU&- - 2 -1 =2 1 = 4 = 4 c W
T 0 -3 1 A

= ot wn vk propre assowe a o veleenr propre A-d

E, : Av=Av & A(QA:(E

7% -Y2 = X 12-%2:=0 X = 2%
=S { Ix -‘a -l = (é > 2%-—7—1'2—27:0 &S '-3 = ¢
X -3 =2 (Q_x-q%.—.O)

E, =< (2,4,4)7 Bare de E, ((17’1)4)>
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Il est facile de montrer directement que E)\ est un sous-espace, mais nous pouvons aussi nous
appuyer sur l'identification suivante :

Proposition 4.3. Soit A une valeur propre de la matrice A € M, (K).
Alors ’espace propre Ey est le noyau de A — \I,.

Démonstration.
Av =dv & Auv-dv=e D

& Av-ALv:=0

e (A T)v=o  (veh e ndt)

(=> v € Kee (A-AI)

]

Ainsi, pour découvrir les valeurs propres, puis calculer les espaces propres associés, il faut
étudier la matrice A — A\I,,, trouver les valeurs de A pour lesquelles le rang de cette matrice n’est
pas maximal car si le rang est n, le noyau est réduit au vecteur nul et donc A n’est pas une valeur

propre. Une autre méthode consiste a utiliser le déterminant de la matrice.

Corollaire 4.4. Soit la matrice A € M,(K).

Alors \ est une valeur propre de A si et seulement si det(A — \,,) = 0.

Démonstration.

def
>\Va\&wx propt-t.rh. A 3JveV nom wal {-"1 Av: Av

& (A-NI)v=0
=) Ket(A"\l) & '20,21

e A-)1 w el poo Mucr..n‘lole

w .7 Chep V
T“@ " deb(AMT) - 0
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Exemple 4.5. Soit a : R? — R3 'endomorphisme de matrice

3 0 —4
A=12 -1 =2
2 0 -3

relativement a la base canonique de R? donné dans I’exemple 4.2.
Déterminer ’autre valeur propre de «, ainsi qu’une base de I’espace propre associé.
Prouver qu’il existe une base B* formée de vecteurs propres et déterminer la matrice de « relati-

vement & cette base B*.

A-\1 :(3;)\ _\O_). :qz 3 3;)\ '_T_)
2 o -3-) 2 )

deb (A-NT) = (3-2)(-1-)(33) 104 0 -2 [-1-3) (W) - 0 -

(3-3)(A+ M) (3+ )) - x(nx)

:(AM)[(?;-)\)(SH)—S] 2

@A) (8-2%-8) s(A+n)(4-Y)

= (A*)‘)Z(A-X) '5l avauL, powr As4 e N=-1
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Oh pose ?)*:((2-}4"'1) 1
o A O ©
ek (DL\B:R = ( % —/(; _04\

p) s' nait A.' une cobotion d'wn dawn bour alowr de \'axe
f dheection e = (21, l),g



