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Série 1 - Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit R un anneau et � 2 Z(R) un �el�ement du centre de R. Montrer que
l'application

�: R[x] ! R
f(x) 7! f(�)

est un morphisme d'anneaux surjectif.

Soit R = Z2�2. Trouver � 2 R (qui n'appartient donc pas �a Z(R)) et deux polynômes
g; h 2 R[x] tel que

g(�) � h(�) 6= (g � h)(�):

Solution. Pour montrer que � est un morphisme d'anneaux, il faut v�eri�er les trois
propri�et�es suivantes.

• �(fg) = �(f)�(g),

• �(f + g) = �(f) + �(g), et

• �(1) = 1.

Les deux derni�eres propri�et�es se montrent sans di�cult�e. Montrons donc la
premi�ere.

Soient f(x) =
P
i

aix
i et g(x) =

P
j

bjx
j, o�u les sommes sont �nies et sur des

entiers naturels. Alors (fg)(x) = f(x)g(x) =
P
i;j

aibjx
i+j. On a donc �(fg) =P

i;j

aibj�
i+j. De plus,

�(f)�(g) =
X
i

ai�
i
X
j

bj�
j =

X
i;j

ai�
ibj�

j =
X
i;j

aibj�
i+j;

o�u la derni�ere �egalit�e vient de la commutativit�e de � avec les �el�ements de R.
La surjectivit�e de � d�ecoule du fait qu'un �el�ement de R (polynôme constant)

est envoy�e sur lui-même.
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Pour la deuxi�eme partie de l'exercice on peut choisir par exemple � =

 
1 1
0 1

!
,

f(x) =

 
1 1
0 1

!
� x et g(x) =

 
1 0
1 1

!
� x pour obtenir g(�) � h(�) 6= (g � h)(�). On a

donc montr�e qu'avec ce choix � n'est pas un morphisme d'anneaux.

Exercice 2. Soient V et W deux espaces vectoriels sur Z3. On consid�ere les bases

BV = fv1; v2; v3; v4g et BW = fu1; u2; u3; u4g

de V et W , respectivement.
Soit f : V !W une application lin�eaire d�e�nie par

f(v1) = 1u1 + 0u2 + 2u3 + 2u4;

f(v2) = 2u1 + 1u2 + 2u3 + 1u4;

f(v3) = 0u1 + 2u2 + 0u3 + 2u4;

f(v4) = 1u1 + 2u2 + 1u3 + 2u4:

D�eterminer une base du noyau ker(f) et une base de l'image im(f).

Solution. Calcul.

Exercice 3. Soit K un corps quelconque.

i) Une matrice N 2 Kn�n est appel�ee nilpotente s'il existe un entier k 2 N>0 tel que
Nk = 0.

Montrer que, pour une telle matrice nilpotente N , on a

(I +N)�1 = I �N +N2 �N3 + � � �+ (�1)k�1Nk�1: (1)

ii) En utilisant (1), donner une formule pour l'inverse R�1 d'une matrice R 2 Kn�n

triangulaire sup�erieure avec des 1 sur la diagonale.

iii) Donner une formule pour l'inverse R�1 d'une matrice R 2 Kn�n triangulaire
sup�erieure dont tous les �el�ements diagonaux sont non nuls.

Solution. i) Consid�erons la somme

S := I �N +N2 � � � �+ (�1)k�1Nk�1:

On conclut en observant que (I +N)S = S(I +N) = I.

ii) Soit R triangulaire sup�erieure avec 1 sur la diagonale. Alors

R = I +N;

o�u N est strictement triangulaire sup�erieure. Une matrice strictement trian-
gulaire sup�erieure est nilpotente (en e�et Nn = 0).

On peut donc appliquer le point pr�ec�edent :

R�1 = I �N +N2 � � � �+ (�1)n�1Nn�1:
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iii) Soit maintenant R triangulaire sup�erieure avec �el�ements diagonaux non nuls.
On �ecrit

R = D(I +N);

o�u
D = diag(r11; : : : ; rnn)

et
N = D�1R� I:

Alors N est strictement triangulaire sup�erieure, donc nilpotente. On a

R�1 = (I +N)�1D�1:

Par la formule du point (1),

R�1 =
�
I �N +N2 � � � �+ (�1)n�1Nn�1

�
D�1:

Cela donne une formule explicite pour l'inverse.

Exercice 4. Montrer que toute matrice A 2 Km�n peut être factoris�ee sous la forme

UAV =

 
Ik 0
0 0

!
;

o�u k = rang(A), et o�u U 2 Km�m et V 2 Kn�n sont des matrices inversibles.
Indice : Commencer avec la forme �echelonn�ee de A.

Solution. Soit A 2 Km�n et soit k = rang(A).
Il existe une matrice inversible U 2 Km�m telle que UA soit sous forme

�echelonn�ee r�eduite par lignes. Cette matrice s'obtient comme produit de matrices
�el�ementaires correspondant aux op�erations �el�ementaires sur les lignes.

Ainsi,

UA =

 
Ik B
0 0

!
;

o�u Ik est la matrice identit�e de taille k et B 2 Kk�(n�k).
Nous voulons maintenant �eliminer le bloc B. Pour cela, nous e�ectuons des

op�erations �el�ementaires sur les colonnes, ce qui correspond �a multiplier �a droite
par une matrice inversible V 2 Kn�n.

On choisit

V =

 
Ik �B
0 In�k

!
:

Alors

(UA)V =

 
Ik B
0 0

! 
Ik �B
0 In�k

!
=

 
Ik 0
0 0

!
:
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Nous avons construit des matrices inversibles U 2 Km�m et V 2 Kn�n telles
que

UAV =

 
Ik 0
0 0

!
:

Cela montre que toute matrice est �equivalente, par multiplication �a gauche et
�a droite par des matrices inversibles, �a une matrice diagonale par blocs dont le
nombre de 1 sur la diagonale est �egal au rang de A.

Exercice 5. Soit R un anneau et S � R. Montrer que S est un anneau si les deux
conditions suivantes sont v�eri��ees:

i) 1 2 S,

ii) pour s; t 2 S alors s � t 2 S et s� t 2 S.

Solution. Il faut v�eri�er les conditions (R1) �a (R7) de la d�e�nition d'anneau en
utilisant le fait que R est un anneau et les conditions i) et ii).

Exercice 6. Pour cet exercice on travaille sur le corps �ni Z5.

i) Trouver le polynôme f(x) 2 Z5[x] de degr�e au plus 4 tel que f(0) = 1, f(1) = 2,
f(2) = 4, f(3) = 0, f(4) = 4. �Etablir un syst�eme d'�equations lin�eaires correspon-
dant.

ii) Soient les polynômes f(x) = 3x4 + 2x2 + x+ 1 et g(x) = 2x2 + 3x+ 2 sur le corps
Z5. Trouver deux polynômes q et r sur Z5 tels que :

• f = qg + r et

• deg(r) < deg(g).

Solution. i) Soit le polynôme f(x) = a+ bx+ cx2 + dx3 + ex4. On a que

a = 1

a+ b+ c+ d+ e = 2

a+ 2b+ 4c+ 8d+ 16e = 4

a+ 3b+ 9c+ 27d+ 81e = 0

a+ 4b+ 16c+ 64d+ 256e = 4

On peut simpli�er le syst�eme, vu que les coe�cients sont dans Z5. On doit
r�esoudre le syst�eme : 0

BBBBBB@

1 0 0 0 0
1 1 1 1 1
1 2 4 3 1
1 3 4 2 1
1 4 1 4 1

1
CCCCCCA

0
BBBBBB@

a
b
c
d
e

1
CCCCCCA
=

0
BBBBBB@

1
2
4
0
4

1
CCCCCCA

On r�esout ce syst�eme d'�equations sur Z5 et on trouve des valeurs pour a; b; c; d; e.
Le syst�eme donne comme solution a = 1; b = 0; c = 3; d = 4; e = 4. Le
polynôme f(x) sera donc f(x) = 1 + 3x2 + 4x3 + 4x4.
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ii) On trouve que 3x4 + 2x2 + x+ 1 = (2x2 + 3x+ 2)(4x2 + 4x+ 1) + 4.
Les d�etails:

3x4 + 2x2 + x+ 1 2x2 + 3x+ 2

3x4 + 2x3 + 3x2 4x2 + : : :

3x3 + 4x2 + x+ 1

3x4 + 2x2 + x+ 1 2x2 + 3x+ 2

3x4 + 2x3 + 3x2 4x2 + 4x+ : : :

3x3 + 4x2 + x+ 1
3x3 + 2x2 + 3x

2x2 + 3x+ 1

3x4 + 2x2 + x+ 1 2x2 + 3x+ 2

3x4 + 2x3 + 3x2 4x2 + 4x+ 1

3x3 + 4x2 + x+ 1
3x3 + 2x2 + 3x

2x2 + 3x+ 1
2x2 + 3x+ 2

4

Exercice 7. Soit K un corps. Montrer que le d�eterminant de A = Vr0;:::;rn 2 K(n+1)�(n+1)

est
det(Vr0;:::;rn) =

Y
0�i<j�n

(rj � ri):

Solution. On montre que det(A) =
Q

0�i<j�n(xj � xi) par r�ecurrence :

Pour n = 1: A =

 
1 x0
1 x1

!
et clairement det(A) = x1 � x0.

Pour n > 1: On modi�e A par l'addition de (�x0) fois la colonne j �a la colonne
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j + 1 pour j = n; n� 1; : : : ; 1 et on obtient la matrice suivante

A0 =

0
BBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
1 x1 � x0 x21 � x1x0 : : : xn1 � xn�11 x0
...

...
...

...
...

1 xn�1 � x0 x2n�1 � xn�1x0 : : : xnn�1 � xn�1n�1x0
1 xn � x0 x2n � xnx0 : : : xnn � xn�1n x0

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
1 x1 � x0 (x1 � x0)x1 : : : (x1 � x0)x

n�1
1

...
...

... : : :
...

1 xn�1 � x0 (xn�1 � x0)xn�1 : : : (xn�1 � x0)x
n�1
n�1

1 xn � x0 (xn � x0)xn : : : (xn � x0)x
n�1
n

1
CCCCCCCA

Alors det(A) = det(A0) =
Qn
i=1(xi � x0) det(B

0) o�u B0 est la matrice donn�ee par

B0 =

0
BBBBBBB@

1 x1 x21 : : : xn�11

1 x2 x22 : : : xn�12
...

...
... : : :

...
1 xn�1 x2n�1 : : : xnn�1
1 xn x2n : : : xn�1n

1
CCCCCCCA

Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, det(B0) =
Q

1�i<j�n(xj � xi), et donc det(A) =
det(A0) =

Q
0�i<j�n(xj � xi).

Exercice 8. Soit K un corps et a0; a1; : : : ; an 2 K des �el�ements distincts (n � 1). On
d�e�nit

ck(x) =

Q
i 6=k(x� ai)Q
i 6=k(ak � ai)

et soit f(x) 2 K[x] un polynôme tel que deg(f(x)) � n. Montrer que

f(x) = f(a0)c0(x) + f(a1)c1(x) + � � �+ f(an)cn(x):

Solution. Remarquons que les polynômes ck sont tous de degr�e n et valent 1 en
x = ak et 0 en ai pour i 6= k.

On a donc, par construction des ck, que la somme

g(x) := f(a0)c0(x) + f(a1)c1(x) + � � �+ f(an)cn(x)

est un polynôme de degr�e n v�eri�ant g(ak) = f(ak) pour tout k 2 f0; : : : ; ng.
De plus, d'apr�es le cours, pour que deux polynômes de degr�es n soient �egaux

il faut et il su�t qu'ils soient �egaux en n+ 1 valeurs distinctes. D'o�u g � f .

Exercice 9. Soit f(x) 2 R[x] n f0g, deg(f) � 2.

i) Si deg(f) est impair, alors f(x) n'est pas irr�eductible.
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ii) Si f(x) est irr�eductible, alors deg(f) = 2.

iii) Montrer comment ii) implique que chaque polynôme f(x) 2 R[x], deg(f) � 1
poss�ede une racine complexe.

Pour le point ii), utiliser le th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre1.

Solution. Comme ii) implique i) il su�t de d�emontrer ii) et iii).

ii) Soit f(x) = a0 + � � � anx
n 2 R[x] irr�eductible et soit � 2 C une racine de f

(th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre). On a � 62 R car deg(f) � 2 et f est
irr�eductible par hypoth�ese (f ne poss�ede pas de racines r�eelles). Soit � le
conjugu�e complexe de �. Alors

0 = 0

= a0 + a1�+ � � � an�n

= a0 + a1 � �+ � � � an � �
n

= a0 + a1 � �+ � � � an � �
n

= f(�):

Ainsi (x � �) j f(x) et (x � �) j f(x) (sur C). Les deux polynômes (x � �) 6=
(x��) sont irr�eductibles, alors g(x) = (x��) � (x��) j f(x). On observe que
g(x) 2 R[x]. Il existe alors h(x) 2 C[x] tel que g(x)h(x) = f(x).

Si g(x) ne divise pas f(x) sur R, alors la division avec reste donne f(x) =
q(x)g(x) + r(x) o�u q(x); r(x) 2 R[x] r(x) 6= 0 et deg(r) < deg(g) = 2. Mais
r = f � qg = gh� qg = (h� q)g et r 6= 0 implique deg(r) � deg(g). Alors g j f
sur R. Comme f est irr�eductible, on obtient f(x) = a � g(x) o�u a 2 R. On a
montr�e que deg(f) = 2.

iii) Il faut montrer que l'assertion suivante

Tout polynôme f(x) 2 R[x] irr�eductible satisfait deg(f) � 2.

implique que tout polynôme r�eel de degr�e au moins 1 poss�ede une racine
complexe.

Soit f(x) 2 R[x] de degr�e au moins 1. On �ecrit la factorisation

f = a
Y
i

pi;

en polynômes irr�eductibles et unitaires pi 2 R[x] avec a 2 R. On supposant
l'assertion, alors deg(pi) � 2 pour tout i. S'il existe un i tel que deg(pi) = 1,
alors pi(x) = x� � pour un � 2 R et f poss�ede la racine � 2 R � C.
Autrement p1(x) = x2+ bx+ c o�u b; c 2 R. Le polynôme p1 poss�ede les racines

�� = �b=2 �
q
b2=4� c 2 C. Comme p1 est un facteur dans la factorisation

de f , ce sont des racines de f .

1Chaque polynôme f(x) 2 R[x], deg(f) � 1 poss�ede au moins une racine complexe.
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Exercice 10. (*) Soit R un anneau.

i) Montrer que l'�el�ement 1 est unique.

ii) Montrer qu'un �el�ement inversible r 2 R� n'est pas un diviseur de z�ero.

iii) Montrer que deux polynômes

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + � � � et q(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + � � � 2 R[x]

sont �egaux si et seulement si ai = bi pour tous i.

iv) Soit Rn�n l'anneau des matrices n � n sur R. Montrer que le centre de Rn�n est
Z(Rn�n) = faIn : a 2 Z(R)g.

Solution.
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