Ro.Bs_eg:.s . Bose = Stas\'e‘,mt de ﬁinim’rws Pebres et ordonmés.
S[ éjw\/ —w =D n V‘Cb\'. &V\ iV\AR'aP. %W,.UA\- e Lo\x
X V-7W Thwm roy diwa V = (h‘ws(Kuo() + v‘c..u\aélot)
ot iw]f.c}\'vc. &> Ker () =207)
mV = dm W dors l'n]-c.Jn'w. (=> o Surjeckive

V. Opérations élémentaires

dimVz=m oF A Wen & (V;W) ~ wam(k)

Nous avons terminé la semaine passée en identifiant I’espace vectoriel de toutes les applications
linéaires entre deux espaces de dimension finie avec un espace vectoriel de matrices. Nous allons
voir aujourd’hui que cette identification est aussi compatible avec le produit. Nous verrons ensuite

quelques matrices élémentaires que nous utiliseront dans les cours suivants.

1 Espaces vectoriels de dimension finie

Pour commencer, nous voulons réfléchir & la signification du choix d’une base B = (e, ..., €,
Y Y 9
d’un K-espace vectoriel V' de dimension finie n. Nous nous en servons pour écrire la matrice d’une

application linéaire a : V' — V| mais aussi pour se représenter les éléments v € V' comme des

A1
vecteurs écrits en colonne : ol les \; sont les coefficients des vecteurs de base e; dans 'ex-
An
n A1
pression de v comme combinaison linéaire des e;. Explicitement, v = Z A€ =
i=1 A, g
Exemple 1.1. 3
Dans R[z]=? muni de la base canonique B = (22, z,1), 32 +5z—7=( §
-3

B

A
Toujours dans R[z]<? mais muni de la base B* = (32%,x — 1,2), 32° + 5z — 7= S
A

Théoréme 1.2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Alors il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels o :V — K™.
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Démonstration. On choisit une base B = (e1,...,e,) de V et on définit o : V' — K" de la fagon

suivante : OL(Q- _ (0,0._“ O 4_,0;---- O) é KW
o) - T

LLMC Posi \Cov\
n

?o“. Q/LV\CCOU\A*“"‘ , On ouare "Jouw' v = i_%:q )\LC(. E \'4 )
oL(V) = (X,..’ /\,; A’i o ; )\u)
X 0_5\' *QLV\LW'A-L PM (,om‘fwo‘a‘ow o ot biéec}l’\rc. cow
\V\\&t}ivt puisque Ker(x) = {03 .
En effel Z Aiei= 0 M, -0 ¥i oy
o dUwm V = diwm k“ A—Owc, (7,3 'l.V\d &> ol Swrtt ve . -

Exemple 1.3.
Soit Q[z]=° I'espace vectoriel rationnel des polynomes a coefficients dans Q de degré < 5.

Cl &.>& ww E\[ A}. chu\._s;o‘,‘ 6 ) A.Ou,c_ ibovnmp‘\u, (;' QG.

2 Produit et composition

Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie m et W un K-espace vectoriel de
dimension finie n. Fixons une base B = (ey,...,e,) de V et une base C = (f1,..., fn) de W.
Considérons l'application T : L(V, W) — M,y (K) qui :&1—‘\_7016 une application linéaire a : V- — W
sur la matrice (a)§ dont les colonnes sont les ORI es images des vecteurs de la base B
exprimés dans la base C. Nous avons démontré que cette application est un isomorphisme de

K-espaces vectoriels. Montrons a présent que cet isomorphisme respecte aussi le produit.

el l ) >

Le produit A - B € M,4p(K) est la matrice C' dont le coefficient

m

Cik = E ijbi.

Jj=1

On me peut multiplier A avec B dans cet ordre si et seulement si le nombre de colonnes de A

est égal au nombre de lignes de B. On "combine" chaque ligne de A par chaque colonne de B.
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Exemple 2.2. A‘Lx3 8312 < CZA(Z
0 e-2
Lo 1)) g - o &<
2 0 -\ 0
=/ \ol 2

Lorsque n = m” ﬁs deux matrices sont carrées n x n et on peut les multiplier entre elles
dans n’importe quel ordre. On retrouve alors une matrice carrée n x n. Mais attention, le produit
matriciel n’est pas commutatif en général. A |2 ‘-'r/ B A PO Ms.

. l
Théoréme 2.3. Les matrices carrées M, (K) forment un anneau. (MM P> wn Cor PsS .

Ajoutons a notre panoplie un K-espace vectoriel U de dimension finie p muni d’une base
D=(g1,---,9)-

Proposition 2.4. Soit a: V — W et §: W — U deux applications linéaires. Alors

T(Boa)=T(B)T(a).

Démonstration. Puisque T est déterminée par les images des vecteurs de base, il suffit de suivre

les vecteurs e; au travers de «, puis 5.
n

L’image a(e;) s’exprime comme combinaison linéaire E aji f;, si bien que la i-éme colonne de la
=1
matrice T'(«) est constituée des coeflicients a;;.

De méme, 5(f;) = Z bijgr et la k-éme colone de T'(/3) est constituée des coefficients by;.
k=1

La matrice T'( o ) est déterminée par les images des ez et nous calculons donc

P
Lniontl &

(o (2 ) ( Z oo b= (F)ziw-zba-
/> ( N acn 2&“/5 74 9" fezq d%ﬂ
Lindonlt % E 1 Z Z L 3
= Ry Ot = Ry %30 Yk
A.L Z 'b:4 *1;4 a a %et ?—;.:1 6 6
Le k-éme coefficient de la i-éme colonne de la matrice de o « est Z bijaj;, c’est-a-dire, par

j=1
définition du produit matriciel, le k-éme coefficient de la i-éme colonne de la matrice T'(5)T(«). O
Exemple 2.5. Soit F,[z]<* Pespace vectoriel des polynomes de degré < k a coefficients dans le
corps a p éléments [,
On considére les applications linéaires « : F,[2]=? — F,[z]=' définie par la dérivation, et
B : Fylz]st — F,[z]=* définie par la multiplication par x.

Quelle est la matrice de foa?
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On choisit les bases (1,z,22) de F,[2]=2 et (1,z) de F,[z]< .
0]
Cul)=o = (5) ks (4] ebel)2ee(Y
= T(d\=(g o oz 0
. - () ok Ala=xT=
'} Wmeme A’('i) = “\o A

T(/.’))'T(O() -‘-( o)
nwher < wa L. ve (/oo (Xa)
On put e her poc e sz(jm((g)l e wehice product.

Lorsque n = m‘eq que V =W = U est muni d’une base B, on en déduit que le produit de

n . N .. . . ., . . . .
l’anneamor)espond via T" & la composition des applications linéaires. En particulier, I'image de

qur tornd pond bien &

I'identité Id : V' — V est la matrice unité I ou I,, dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a

1 et tous les autres sont nuls. Elle a la propriété que A-I = A =1-A puisque aold = «a = Idoa.

Proposition 2.6. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base (e1, ..., €,).
Alors T : L(V) — M, (K) est un isomorphisme d’anneauz.

En fait, les structures de K-espace vectoriel et d’anneau de M, (K') sont compatibles dans un
r
sens précis. On dit que M, (K) est une K-algébre. Mn( k) Pew\' the thidsl e
Tonl CIU\' AW LOAA {U an Younk
3 Matrices particuliéres qu' & puce wecrout et

Voyons maintenant quelques matrices dont la forme est si spéciale qu’elles méritent un nom
particulier.

Une matrice carrée A de taille n x n est dite triangulaire supérieure (respectivement inférieure) si

Pour (',>§ , O o 0.;8:0 (VC.SP. a'>i, , On & 0-.:3:0

Si on appelle diagonaux les coefficients a;; de la matrice, cela signifie que les coeflicients en-dessous

(respectivement au-dessus) de la diagonale sont tous nuls.

=/ (0( (Xz)) =/5 (’Zx): 2%°
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est triangulaire supérieure. En effet,

gy = O34 = 039 = 0

o = O

11
Exemple 3.1. La matrice | 0 1
0 0

Une matrice qui est & la fois triangulaire supérieure et inférieure est dite diagonale. Les seuls
coefficients non-nuls d’une telle matrice A sont donc les a;; et on note parfois diag(ass, - .., an,)
pour une telle matrice. Vue comme matrice d’une application linéaire v : V' — V relativement a
la base B = (e;...,e,), cela signifie que a(e;) = a;e;. Chaque vecteur de base est envoyé sur un
multiple de lui-méme.

La matrice unité I de M, (K) est diagonale. C’est diag(1,...,1).

3 00
Exemple 3.2. Considérons la matrice diagonale D = [0 3 0| € M3(R).
00 3

Si on interpréte cette matrice comme celle d’une application linéaire de R® muni de n’importe

quelle base, 'DQL = 3e; Pour A8 ¢3

C'est o wotrw d'une howothéhie do ra.ppoa,l— 2 ok ecanke (o-, o;o)_

Définition 3.3. Soit 1 <i <m et 1 < j < n. La matrice €;; € M,,x,(K) est celle dont tous les

coefficients sont nuls, sauf celui de la -éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1.

O 0 o
o oA |

Nous avons déja vu que ces matrices forment une base, dite canonique, de M,y (K). C’est cette

Ainsi, si m = 2 et n = 3, la matrice eg3 est

base qui nous a permis de calculer la dimension de M, ., (K).
Que se passe-t-il lorsqu’on multiplie une matrice a gauche par e;; ?

Puisque le produit se calcule ligne par colonne et que la seule ligne non nulle de e;; est la i-éme
™ Lolonnes

O ©° 0

o0 ail .- - A1p O O
! A O é;‘e as1 ... QAon O 0. N &- ‘,e &ahe—
o--.-- 6ij . : . : = a,iA 0-61 PR STS &W

i g,_ ° pxm a;m L oan, O O @] oxn
est la matrice dont Qo. Lw.lz. -QL we now vu.Jll. et Qo ¢ )A
C&“.L-—CL c.oul'w\o,m," -Qa N ne de .
(\ ‘&“a 14 2
5 © © O\ [13 g (

A ©0 0 § 6
o O o

u
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o MO

o
Définition 3.4. Soit 1 <i # j <n et A € K. La matrice élémentaire E;;(\) € M,(K) est @

(D)
EU()\):I+)\6U E (44?AO ¢
-— -. .4

Que se passe-t-il lorsqu’on multiplie une matrice a gauche par E;; ? d
Soit A € Mypxn () et Ej(N) = I+ Aey; € My(K). Alors, i<
B () - A = (T#) es) - A
- A+ A ey A
= Qo mehice A on ow ﬂ'y‘"\"—
Définition 3.5. Soit 1 <i <n et u € K*. La matrice élémentaire D;(j) € M, (K) est
Di(p) = I+ (p— Ve
La matrice Dy(u) est done ume. wmahdte douk o Seule ditblannie v
% wahice T @b un e oux Uon de 4 o la i° ‘-’“’""D‘”"“VJ:g

A.L -le'J- A«Caaov\&l&.
=> BL (}k\ A A.oum.c Qou W\&wu A éwu Xaqv.bu.& ow oo

mulliphet da i gme par g,

Définition 3.6. Soit 1 <i < j < n. La matrice élémentaire P;; € M, (K) est

A fors Ao &3‘“3 MR 'etfauc ¢

Pij = I — €4 — 6]']' + ei]’ + 6]'1'.
. 6 4
Lorsque n = 2, la matrice P est ( 1 0/

En général, pour obtenir P;; & partir de I on échange les lignes i et j.

Lorsqu’on multiplie une matrice & gauche par P;;, on échange les i-éme et j-éme lignes.

ai; Q2 (V) o 4 a»AA. a'A?_ 0’34 aSZ
Exemple 3.7. Calculons P35 | ay; asn | = [ 0 4 © Koy 02, | = O-24 O-29
as; asp 4 00 Q34 032 Oga O

4 Matrices inversibles

Les matrices élémentaires que nous retrouverons a I’heure de résoudre des systémes d’équations
sont des cas particuliers de matrices que I'on peut "inverser". Nous avons vu que M, (K) est un

anneau, mais en général pas un corps : certaines matrices admettent un inverse et d’autres pas.
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Définition 4.1. Soit A € M, (K). La matrice A est inversible s’il existe une matrice B € M, (K)
telle que AB = I = BA. On note alors B = A,

L’ensemble des matrices inversibles est noté G L, (K).

Nous savons que si I'inverse de A existe, il est unique. Nous savons aussi que G L, (K) forme un
groupe pour la multiplication. A priori, il n’y a pas de raison générale pour que AB =1 = BA =1,

mais cest toujours le cas! Il n’importe donc pas de trouver linverse & "droite" ou & "gauche".
Proposition 4.2. Soit A, B € M,,(K) telles que AB=1. Alors BA=1.
Démonstration. Considérons Iapplication linéaire a : M, (K) — M, (K) définie par a(X) = BX.
inechf 1 3 BX=0 = X=Ix - (ABX =A(BX)<A0=0
= Ker (01) < ‘?_ 13 .
A Sur‘tok(l Loy a—"f’k"w\*ou ewie dwnx EV da W\"‘”“i: diweusion
= & In) & & swijech® @ o bijech

T\ existe done C el que RC=1
O’L, C=IC :(AB)'C:A(BC):A'I:A-

Bt wila. = BA=L

]

Exemple 4.3. Les matrices E;;(\), D;(1) et Pj; sont inversibles.

. Ql nveese  de ?ub est Py cor e wahie LC?I\&MZ\L le> 'Q"D"“-‘ ' "”‘.6‘
.4 inveese de 'D;(/u) est 'DL(;;) tow M € K dowe /“'#O
. Q‘tkuse_ &,e. E;} ()\) C.S" E':}) (“)\) .

Réfléchissons un instant a la signification de l'inversibilité en termes d’applications linéaires
plutot qu’en termes de matrices.
Soit v : V' — W une application linéaire et A sa matrice pour un choix de bases. Il n’y a de sens
de parler d’inverse que si A est une matrice carrée, si bien que I'on peut supposer que V =W et

que l'on choisit deux fois la méme base B de V. Autrement dit, A = (a)&.
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Théoréme 4.4. La matrice A = (a)8 est inversible si et seulement si a est un isomorphisme.

Démonstration.
Si o est un isomorphisme, on peut considérer 'application réciproque a=* : V — V.

1

Il s’agit d’une application linéaire (voir les exercices) telle que ' o o = Idy.

Par conséquent, si B est la matrice de a~! dans la base B, alors

o (o - (el <]

ce qui montre que A est inversible.
Réciproquement, supposons que A est inversible et soit B son inverse. On définit § : V — V

comme étant 'unique application linéaire dont la matrice est B dans la base B.

Ceci signifie que 5(e;) = Z bjie; et, par linéarité, si v = Z e, on a [B(v) = Z Z Aibjie;.
[

j=1 i
Alors o a a pour matrice BA = I. Autrement dit, 7'(5 o o) = T'(1d).

Comme T est un isomorphisme (d’espaces vectoriels et d’anneaux) on en déduit que o a = Id.
De méme avo = Id. O]

Exemple 4.5.

La symétrie axiale o d’axe x = y est une application linéaire du plan réel qui est bijective.

On seab que 0o @ = Td
Hohid\ement : M\&kww\.cmp s Do bose Lonbvique

A= (3 27 (o) /
A-& A /’ ooy

Go ok, G 0)(58) = (5




Opérations élémentaires Euler 3éme année

b
Exemple 4.6. Soit la matrice A = (a d) € M3(R). On aimerait calculer son inverse.
c

Ow w‘lm\e_ YA = ad- be

O\n (,q,\w\l. oS3

o b o\-bjz sd=be O ) ) (1
(Co\, (“"& < O oud.-be = de )O

> y L -b
St Ltuu que A = A (—c &)

&, (‘,on&ikow e[lu. O\L{'A ;/ O-

Tu verras 'année prochaine que cela se généralise pour toutes les matrices carrées :

Théoréme 4.7. Une matrice A € M,(R) est inversible si et seulement si det(A) # 0.

dbvmo . Velr 3 aamix \om&aine,
=

s



