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[11. Esspaces vectoriels

Nous savons donc ce qu’est un corps, et nous en avons une bonne brochette a disposition en cas
de besoin : non seulement Q, R et C, mais aussi les corps [, de p éléments, pour tout p premier.
Nous allons maintenant développer la théorie des espaces vectoriels sur un corps K, c’est-a-dire
des droites, plans, espaces, hyper-espaces construits sur K, ot ’on peut additionner les "vecteurs"
entre eux et les multiplier par des scalaires de K, tout comme vous 'avez fait pour les classes

d’équivalence de fléches dans le plan réel et 'espace réel.

1 Deéfinition et propriétés élémentaires

Soit K un corps. On note Ox le zéro, I’élément neutre additif, et 15 1'unité, 1’élément neutre
multiplicatif, de K. Ce corps est souvent appelé le corps de base des K-espaces vectoriels que nous

sommes sur le point de définir.

Définition 1.1. Un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel est un groupe abélien (V,+),
noté additivement, muni d’une action de K, c¢’est-a-dire une application K x V' — V notée mul-
tiplicativement (A, v) — Av, de sorte que : Vv,w eV et V,W,)‘ ek

WAL > de 'Q"a.c‘rfow)
a) N pev| o= ()«/J-)-V (DLS-Sou.aleC\-c
b) ()S\—/u,)z/ = >\V+/.NV et }\(v-l-w) - Av4 Aw (o\is\rri\u\iv(\-i)
c) AK.V =V Vv - \Y

On appelle vecteurs les éléments de V' et scalaires les éléments de K.



Espaces vectoriels Euler 3éme année

Voici quelques propriétés élémentaires, valides dans tous les espaces vectoriels.

Lemme 1.2. Soient \,\1,..., A\, € K et v,vq,...,0,, € V. Alors :
a) O -v =0y = X0y
b) («=A)v =~=v = A(=v);
B )

i=1 j=1 i=1 j=1
Démonstration.
a) On écrit O = 0x + Ox et on conclut

ot = dx
b) On Calculg}/)ar Q}%Htpqg(—)\)v +a L (=X 4+ A)v =0k - v = 0y, si bien que (—\)v = —w.

c\(_)rmme la semaine passée.
} .

c) Découle de la distributivité et se montre par récurrence sur m et sur n.
S(nzwms2 (>‘4“' )‘7-) (V"“' vz) = Mlver V'?') + ho (v v,,_) = MVt >\1V1+)‘zv4t%1vz '

Commencons par les exemples évidents.

Exemple 1.3. Tout ensemble ayant un unique élément est un espace vectoriel sur tout corps K.

Cet élément est donc 0. On parle de 'espace vectoriel nul.

Exemple 1.4. Le corps K lui-méme est toujours un espace vectoriel sur K. L’action est alors
simplement la multiplication de K.

Exemple 1.5. Si V et W sont deux K-espaces vectoriels, on munit V' x W de la structure
d’espace vectoriel produit. La somme est (v, w) + (v, ') = (v + v/, w + w’) et action est définie

par A(v,w) = (v, Aw). Ainsi le plan réel R x R est un espace vectoriel. Les éléments sont
A-fb posnes de Viowbves réc\s (a-', IO) ) qu.' own Fw)' iJ..Lwhav'cr oMte
\L.\ \rt-b\'W\-r S (% ) ) o\mssc.s A ‘ é¢1w‘£ vnlwu.a & c\é Jaes jo\'obmvml-

Lwn po{n\' (x‘,‘33 Our Pb\.\nL (O«A-X-’l)‘i"-a).

Exemple 1.6. Soit X un ensemble et F(X, K) 'ensemble de toutes les applications f: X — K.
On définit 'addition "point par point" en posant (‘? + (X) - ‘Q(X) Al % (.X.) ] Vx € X

et ’action en posant ()\('\)(_X'\ = >\£(X) J VAGK ) VXéX

On vérifie facilement qu’il s’agit d’un espace vectoriel sur K.
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Lorsque X = {z,y} est un ensemble de deux éléments, alors F(X, K) s’identifie & K x K
puisqu’une application f est complétement déterminée par la donnée de deux images f(z) et f(y).
En revanche, lorsque X est un ensemble infini, cet espace vectoriel devient trés grand !

Par exemple, lorsque X = N; les applications f : N — K sont toutes les suites dans K.
Lorsque X est encore plus grand, comme R, on obtient en particulier I’espace vectoriel F(R,R) de

toutes les fonctions réelles, continues ou non!

2 Les sous-espaces vectoriels

Tout comme les groupes contiennent des sous-groupes et les anneaux contiennent des sous-
anneaux, les espaces vectoriels contiennent des sous-espaces vectoriels. Tout juste aprés la défini-

tion, nous verrons un critére qui permet de les reconnaitre.

Définition 2.1. Soit V un K-espace vectoriel.
Un sous-ensemble non-vide W C V' est un sous-espace vectoriel de V' si I’addition et ’action de V'

se restreignent & W et le munissent d’une structure de K-espace vectoriel.

Exemple 2.2. Considérons R? le R-espace vectoriel des triplets (a, b, c) de nombres réels.
Soit le sous-ensemble W = {(a,b,¢) |a+ b+ ¢ = 0}.

C’est un sous-espace vectoriel de R? car

. (0,0,0) €W caxr 0+0+0=0

Cox (m+a')+(b+b’)+(c+c') - (o+lore)+ (o»'+\o'+c,') =0+0=0.
‘—\-Ow\’ \mw\\"lf’\l« A.‘ w aklmcw} AA— W Hb\-t. a\awq W
(0—,\0,0>é W et X eIl (kﬁ,%b,kc)é\/\lw’r

Aet Kb+ Xe = >\(a.+\o+c) =20 .= 0.- s
= ’ anbU\ﬁ.om o |"achon sont dos 0'98(\,0.‘1\30\1»5 m'
‘6" (V\I, +) -Q.SL whh %rouw-z. o.'oe‘.l/\.'{.w 7Y (le ,’I‘) ) .(,3‘—

Cet exemple indique qu’il y a en général peu d’éléments a vérifier pour voir si un sous-ensemble

est un sous-espace vectoriel.
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Proposition 2.3. Soit V un K-espace vectoriel et W C V. Alors W est un sous-espace de V' si
et seulement si

a) 0 e W
b) x+y e W pour tous x,y € W ;

c) \x € W pour tous A\ € K et x € W.

Démonstmtio% es trois conditi ﬁ?ﬁ clairement nécessaires car W doit étre muni d’une somme
=

avec élément neutre et d’une actiom—Nontrons qu’elles sont suffisantes.

. WNFLPF car OEW

. (W ,+) esk cafoupe, a,Lé.lioA. pos Qeu proloﬂf,(:é L) J— le c\ aUTTMAZZ-i
j—‘ O.stf.o:\{v{u ek Lo A)’)b\k‘)uj’l\flt{ tonb virilices dons W C\r\a.PI)G,\ rovr)es
e el o sowk dons V

Aewew YwéW car WCV.

Exemple 2.4. Considérons I'espace vectoriel F(R,R) de toutes les fonctions réelles.

Alors les sous-ensembles suivants sont tous des sous-espaces vectoriels réels :
a) Les fonctions Lom‘w'nw

b) Les fonctions Lindatres

c) Les fonctions ?oQ%nSwu’—&Q.%
)

: tvolbles
d) Les fonctions ~ Owrives .e,\'c_, .

Les opérations ensemblistes d’intersection et d’'union se comportent de maniére distincte par
rapport a la structure d’espace vectoriel.

Lemme 2.5. Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. On veut montrer que les trois propriétés de la proposition sont vérifiées.
(i) Si 0 € W; pour une famille W; C V' de sous-espaces, alors 0 € (| W;.

(i) Si x,y € W, alors z,y € W; pour tout i. Comme tous les W; sont des sous-espaces
vectoriels, on a que x +y € W, pour tout i, donc z +y € (| W;.

(iii) Siz e W; et A € K = x € W; pour tout ¢ = Az € W; pour tout i = Az € [\ W;.
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En revanche, la réunion de deux sous-espaces n’est pas un sous-espace en général.
Dans (F3)?, les sous-ensembles W; = {(0,0), (0,1)} et W5 = {(0,0),(1,0)} sont des sous-espaces,

mais pas la réunion puisque

(4,0) + (06, 4) = (414) & Wauwy = {(o0);(0;4) (s °) ]

Il vaut mieux travailler avec la somme Wy + Wy = {ax +y |z € Wi,y € Wh}.
Si Wi N Wy = {0}, on dit que la somme W; + W est directe et on note alors Wy & W. 7

Qesk le cas do Vexemple

. c-dasswd ¢
La somme de sous-espaces vectoriels de V' est un sous-espace vectoriel de V. Wa N W, = { (0 )’S

Lemme 2.6. Soit V un K-espace vectoriel.

3 Combinaisons linéaires

Vous avez déja apercu 'importance des combinaisons linéaires I’année passée lorsque vous avez

briévement parlé des bases de R? et R3. Nous travaillons ici avec un K-espace vectoriel V.

Définition 3.1. Soit S C V.

On note € .S > l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de V' qui contiennent S.
On appelle S un systeme de générateurs de < .S > et on dit que S engendre < S >.
Lorsque S = {z}, on note aussi Kz =< {x} >.

Le sous-espace < .S > est le plus petit sous-espace de V' qui contient S.

Explicitement, les éléments de < S > sont des combinaisons linéaires d’éléments de S.

Définition 3.2. Soit S C V. On dit que x € V' est une combinaison linéaire d’éléments de S s’il

existe des scalaires Ay, ..., \, € K et des vecteurs x1,...,x, € S tels que == \z1+ - -+ \,x,.

Proposition 3.3. Soit S C V.

Alors < S > est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de S.

Démonstration. Appelons W I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de S.

.West un SEVde V car 0EW ot da somwme de denx combinaisont
Unéases d‘f'léw\wh de S esk une comb. n. 4! léwenks de S
GL we touk W\u.\\-l'ole d'une comb . Qon. a\]e,\cw._w\h de S esk ume
c.ow\\o fn. 4 démeus de S . = (37 W
Sb\\‘ D un SEV do V Gqui nhent S ( Sc U)"- OM}. ALXLQU
S ¥4, €ESC U, alors pos prop- 2.3 ¢) fook pr

S.
e\' por Q. pfop-2.3 L) ka cU = wWcU VStV ulo

= W c <57
A(V\>;/W=<S> ’
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Remarque 3.4. Soient W7, W5 des sous-espaces de V. Alors Wi + Wy = < W U Wy >.

Définition 3.5. Soient z1,...,z, € V. On dit que ces vecteurs sont linéairement indépendants ou

libres si I'unique suite de scalaires Ay, ..., \, € K tels que
)\11:1+~--+)\nxn:0v

est donnée par A\ =--- =\, =0.

Si ce n’est pas le cas, on dit qu’ils sont linéairement dépendants ou liés.

Aucun vecteur d’une suite libre ne peut étre nul, car, si 1 = 0,

"1\< X, + Oxz + 0:(-54-.... + Ox,,, = Ov 7

Tout ensemble contenant un unique élément non nul est forcément libre.

Par convention, ’ensemble vide est libre.

Exemple 3.6. JA ‘—
Dans C2, les éléments x; = (1;) et x5 = (1 + ;4 — 1) sont 'Q‘-hé,&A'.TLV\ACWl— A.bp&h wrs

cox  (A+i)x, =%, = (0;0)

Les éléments y; = (154) et yo = (i;1) SOV\L "Q):\OH-S Cour , /‘I)
ay/diz 0 |-v =Hi+A=0 (= U0 /=0

di+/Ad =0 |4 d'ov a+0i=0
= A=0

0(‘344- /5167_ =0 &

4 Bases

Les\‘meilleurs'éystémes de générateurs d’'un espace vectoriel sont les plus petits....

Ceci nous conduit & définir ce qu’est une base d’'un K-espace vectoriel V.

Définition 4.1. Une base de V est un sous-ensemble ordonné et libre B C V' qui engendre V.
Si V' admet une base finie, on dit que V' est de dimension finie.

On note la base formée des vecteurs ey, ..., e, par (61, ey en) pour rappeler 'ordre des éléments.

Exemple 4.2. Soit V = K". La base canonique de K" est composée des n vecteurs
e1 = (1x;0k;...;0k),e2 = (Ox; 1x; Oy .- 5 0k), -oo en = (Ok; ... 0k 1),

Ces vecteurs sont visiblement linéairement indépendants.

IIs engendrent K™ car (A1;...;\,) = Ajer + -+ + Apen.

Le lemme suivant explique comment enlever un vecteur "en trop" d’une famille liée.



Espaces vectoriels Euler 3éme année

Lemme 4.3. de dépendance linéaire.
St xy,..., T, sont linéairement dépendants et x1 # Oy, il existe 2 < j < m tel que
xj € < Ty,...,xTj—1 > et les vecteurs x1,...,Tj_1,%j11,...,Tm engendrent < Ty, ..., Ty, >.

Démonstration. Par dépendance linéaire, il existe une combinaison linéaire \ix1 + ... \,,2,, = Oy

ol les \; ne sont pas tous nuls. ,\oxz ovte a/ o
Puisque z;1 # Oy, il existe j > 2 tel que A; # 0. Choisissons le plus grand j qui vérifie cela.

En multipliant par I'inverse de A; et en isolant z;, nous obtenons

Y: - M Xy = — ﬁi’ X5-4
¥~ /\a My

ce qui conclut la preuve de la premiére assertion. Pour montrer la seconde, il suffit de remarquer que
o o C , .
toute combinaison linéaire ji1x1 + - - - 4 @y, peut aussi s’écrire, en remplacant x; par 1’expression

ci-dessus,

(o o S =

Le lemme de dépendance linéaire permet d’extraire une base de chaque systéme de générateurs.

Théoréme 4.4. Soit xy,...,x,, un systéme de générateurs de V.

Alors il existe des indices 1 < ky < --- < k, < m tels que (vg,,...,xx,) forme une base de V.

Démonstration. Si les vecteurs sont linéairement indépendants, il n’y a rien a faire, ils forment
déja une base. Si x; = 0Oy, nous éliminons x; de la liste. Sinon, nous appliquons le Lemme de
dépendance linéaire et éliminons x; pour I'indice j décrit dans le lemme.

Nous continuons ensuite ce processus et nous arrétons lorsque les vecteurs restants sont libres. [

Exemple 4.5. Soient (1;2),(3;6), (4,7) et (5;9) des vecteurs de Q2.

Ils sont linéairement dépendants puisque par exemple
3(A 1 2'\ - 3 6) (O 0)
o tloatee (316) . Resteud (4,2), (457) ok (552) . s

(A7) + (4,3 - (5,9) = (0;0) = On €linuine (5;9)
j‘ rb_s" [J.;Z ‘bl—('-f 7’) quu sonk 'Q/«cho e}go‘umcw}‘u.vu.laaucl.n.@
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Voyons maintenant que toute partie libre de V' peut étre complétée en une base.

Théoréme 4.6. de la base incompléte.

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie, L = {xy,...,xx} une famille de vecteurs linéai-
rement indépendants et S = {y1,...,Yym} un systéme de générateurs de V.

Alors 1l existe une base B de V telle que L C BC LUS.

Démonstration. Considérons les vecteurs xy,...,Tr, Y1, ..., Ym. C'est un systéme de générateurs.
On peut donc appliquer le théoréme précédent pour en extraire une base.

Puisque z1, ..., x; est libre, la méthode d’élimination laisse intacte les k premiers vecteurs. O

Dans l'optique de définir la dimension d’un espace vectoriel, nous terminons cette section en

montrant qu’une famille libre ne peut pas avoir plus de vecteurs qu’'un systéme de générateurs.

Proposition 4.7. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, L = {x1,...,x} une partie libre
et S =A{y1,...,ym} un systéme de générateurs. Alors k < m.
Démonstration.

S est un systéme de générateurs = Sy = {x1,y1,...,Yn} est Piee Cor 4= 2. >\C'a;_
Or a:1% 0 car '\.\ Obﬂow}rul\} dt wie P’a.wui“l. 'Q[-lo!rt

On applique donc le lemme 4.3 de dépendance linéaire qui élimine Lw A\LS la 6 "'Owi' ew

MMV\\-L‘V\&.V\“ (VI7N Sxa.sl‘-e:uae. Az, %tv\&al-w,,- gz qM ww+iu~\— X, .
Ou a.\'o\,\x X2 4.\' own \ré'\Lb\m. Q'iliwdekon d'un des (36'

On \'é()&\'@ Q o\oévu\ﬂ'@" k Rois pow P\M,U fous les X{ dons Sk+4_

Finalement, on obtient un systéme de générateurs de la forme {z1,..., %k Yays---sYa,,_,} qui
contient toujours yyy ¢éléments. En effet, la méthode du lemme laisse intact les premiers vecteurs
de la famille s’ils sont linéairement indépendants. et pour chaque vecteurs x; ajouté, on a éliminé
exactement un vecteurs y;. On a donc bien enlevé £k vecteurs de S, si bien que k < m.

O



