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II. Les corps

Nous avons passé une semaine & étudier les lois de composition et la notion de groupe, un
ensemble muni d’une loi de composition particuliérement chouette. Aujourd’hui, pour abstraire
I’essence des nombres réels, rationnels ou complexes, nous allons ajouter une deuxiéme loi de
composition, compatible avec la premiére. Nous serons ainsi amenés a considérer des objets appelés

anneauzr dont les plus aboutis sont les corps.

1 Les anneaux

Lorsque I'on a deux nombres réels dans la main, on peut les additionner ou les multiplier. Ces

deux opérations, I’addition et la multiplication, sont des lois de composition.

Définition 1.1. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de compositions, notées + et -,

telles que :

a) (A,+) est un groupe abélien ; (4-’? WM“\“\"'Q)
b) la multiplication est associative et posséde un élément neutre, noté 14 ou 1;

c¢) la multiplication est distributive par rapport a ’addition : ( o amu\nc ow o ArO'Lﬁ)
o p‘io‘\;v ) own ne
r(y+z)=xy+zzet (x+y)z=u1xz+yz, h""“""’&tﬁi
Miviviastbi e pous ©,
pour tous x,y, z € A. " 'ea wmmu{'al/t'vl"ﬁ -

On dit que 'anneau (A, +, -) est commutatif si la multiplication est commutative.

Voici quelques propriétés élémentaires, valides dans tous les anneaux, qui permettent aussi de

simplifier les notations. Les preuves sont basées principalement sur la distributivité.
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Lemme 1.2. Soient x,y € A. Alors :

orzo—ro: (on 0 otV lment ek do + 0-¢,)

. " Q' L % n,\:,.knmw"
bj E—l))~x——m—x(~ (—)1), (- et dout mverse” O esboi-oie lopprost Au)
c) (—x)y = —xy =x(—Yy).

Démonstration.

a) On écrit 0 =0+ 0 et on multiplie & droite par z € A. Il vient

O x =(0+63x = Ox + Ox (d»s\'n\,wku\-c) o
L OPI‘"”" b O-x esk - (Ox) qu o o.lou.l-c_ de ce\o.a,wf- eoke AL“';) :
0O = - Ox + Ox - —Ox + Ox + Ox = Ox v .
. ¢ ox X
0= x: 0 wmuph'o\\m\- 0=0+0 o a‘W- P

b) En utilisant a), on peut écrire

0=0x = (A+())x = A-x + E4)x = x+ (-1)x .
= (—4_)y esh \’op\oo.u de % ¢ esb- & -diee F4L)x =-%.

- ' on )((-—'.L):"(.
Yo mdme , 0=% O =..= % (-4) +x &'eu

¢) En utilisant b), on peut écrire
(-x)y = ((-/L)x) 4 = @“( xy) 3 - Xy
L) asmd.d{w\-é b)

Pe mewe

]

Exemple 1.3. Les nombres entiers Z forment un anneau avec ’addition et la multiplication usuelle.
Nous savons que (Z,+) est un groupe abélien, que la multiplication est une loi de composition
associative pour laquelle 1 est 1’élément neutre. Enfin, la multiplication est définie de telle sorte
que la distributivité soit vérifiée puisqu’on pose par récurrence (n + 1)k = nk + k.

De méme, Q, R et C forment des anneaux qui contiennent chaque fois le précédent.

Exemple 1.4. L’anneau nul n’a qu'un élément, a savoir 0. On définit 0+0=0et 0-0 = 0.
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Exemple 1.5. L’ensemble des parties P(E) d'un ensemble E est un anneau. (,ommu"c‘n:t' cow |'€)".
AM\'{""‘ : CU‘QQ-LW 3‘3\"’"{"‘""@[% FAYREPY S P Mw\"'iruw\—iom :imlanCcl'bv-
Vu. douns Qo\ sbie 43 (C’P(E\ ) A) fA\' uwn 3(‘00‘.)(, ,,.Lélu.m,

Vo & semeine fooncire @ N est wne lot de (‘QMP°J£"L.OM rssowelive
0L pouy ek neuke E.

Il nous reste a vérifier la distributivité, ce que nous ferons sur la base d’'un diagramme de Venn :

Gt ABC € F(E). Onwnk (AnB)n C=(Anc) A (Bne)
L. AaR = (AvB )\ (ANB)
rore : ( (Ancyu(Bne) (AnC)/\(Bnc)

A‘ B A(‘su.he,wwclu
pod siomn.mﬁ.u_
N par V.

C

(Aag)nc (Anc) o (8NC)

On appelle cet anneau booléen car AN A = A pour tout A C E.

Alaibre ds 8o
3 .io-, i!lw

Définition 1.6. Soit A un anneau. Un sous-ensemble B C A est un sous-anneau de A si les lois

En notation muliplicative, cette propriété s’écrit @ - x = x, c’est-a-dire, 2% = z. dens

de composition + et - de A définissent des lois de composition sur B qui en font un anneau.

Exemple 1.7. Puisque 'addition et la multiplication des nombres réels coincident avec ces opé-

rations définies sur les nombres entiers, nous en déduisons que Z est un sous-anneau de R.

Comme dans le cas des sous-groupes, il existe un critére pratique et écologique du point de vue

du gain d’énergie qui permet de reconnaitre les sous-anneaux.

Proposition 1.8. Soit A un anneau.

Un sous-ensemble B C A est un sous-anneau de A si et seulement si

Va,y € B, les éléments X+ '3 y X- ‘A , %X, A appartiennent a B.
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Démonstration. = : vrai puisque B est un sous-anneau donc un anneau.
<~

Pour que (B, +) soit un groupe, on doit avoir X + € B et -xe8B (H"W' L6 ' 3'012)
De plus, I'addition est commutative car e,\ \g_ Q‘ el AMAA A.

Pour que (B, +, ) soit un anneau, -?o, Mu“-lPUW\'\’OV\ A‘m" 2bu. wue \oi (u,‘-u/\t o~ B)

e qui ek assunt 'oa.rQe. Cach que X-aéﬁ. |

Elle st disbrbukee o mppods o € Sddikon car dle V'asl daws A.
On doit drmender qur 1ed pudsque les elbmendks s A (ouDB)

ne sonk pos Lrctimant versible.
Nous avons vu la semaine derniére que les conditions sur ’addition forcent 1’élément 0 a faire

partie de B. Pourquoi faut-il alors demander explicitement la présence de 1 dans B ?
C’est le manque d’inverse qui nous force a le faire. Par exemple, le sous-groupe des nombres pairs

ne forme pas un sous-anneau de Z, méme si le produit de deux nombres pairs est bel et bien pair.

Exemple 1.9. Considérons I'ensemble Ms(R) des matrices carrées 2 x 2 a coefficients réels.

L’addition est définie "terme & terme" et nous rappelons que la multiplication est définie "ligne
par colonne" :
o-X+ b2 Gy + b w
a b B
(c_?l) q >_ cx +d2
o « oukl- I "
| . = wm “© ww
El-’e.\mml' nwkvc : C\A"\*\"c’“ ( c 0 )
A1
wad I-;F\codw' ov ( o

Il n’est pas difficile de vérifier que My(R) forme un anneau.

b
Le sous-ensemble B des matrices de la forme ab forme un sous-anneau de Ms(R).
—b a

Ty
z w

En effet, on voit que la somme et I'opposé de matrices de cette forme sont encore dans B et que
la matrice unité est aussi dans B. Il reste donc a vérifier que le produit de deux matrices de B est

dans B, ce que nous faisons sans attendre :
s b\ (e ow) a.x-bra 0.y + bx
—b a -y x —bx-a,\g_ —bu&+a.x
Tiens, tiens, on retrouve les formules définies pour la multiplication complexe...

(a.+bi)(x+3'c) = ax-—lo'a +(0«%+bx )¢

4
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2 Les corps

Voici enfin la définition d’un corps, traduit de I'allemand "Korper", mot qui explique aussi
I'utilisation de la lettre K pour désigner un tel objet.

Définition 2.1. Un corps K est un anneau commutatif dans lequel 0 # 1 et tout élément non-nul -4
est inversible. fouk Nement x 7/ e, =0 odwel L Tnverse powr * 1 X.

Exemple 2.2.
. ll-S oamweanx @ ) IR <t C  seub des ops , WS
y 2 n' CAL Pe> wn Lovps (o Qes %(Lw\mh whu qua t4

w o.J.va‘eml' Po-S d' inverse A.owu) L .

QJ— o WMLAL

A:',ﬁéh&é .

: L\ Lwwneou, nul v\'wl' P> Win orpt @ O=1 dases

Proposition 2.3. Soit K un corps et x,y € K. Si xy = 0, alors soit v =0, soit y = 0.

Démonstration.

SWWoww.s que Y +o0.

Aloes tuverse ta"i extisie & ow pw} Lot
0= O"AA =(xg) 4" = x(y-q™) = (-4 = %

aLotéo.bm"k.’ dif de Minverse

Remarque 2.4. En pratique, on utilise surtout la contraposée de cette proposition :

Si 3 x,t% e K {:61 X;‘z 70 et X-%:O ,alouk m'u"f)o.)umcorps.
EXC\M.Z\b ; MZ(R) n el pas wn corps c:vr par exemple
(546 )= (= %)
ow e (4 4) (5 %)
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Voyons maintenant le plus petit corps du monde.

Exemple 2.5. Le corps a deux éléments. L’ensemble {0, 1} muni de I'addition pour laquelle

14+ 1 = 0 est un groupe abélien. Nous définissons la multiplication en posant )

0-6= 0 A-0 = 004 = O et A4 =4 (Pa,;h,rjnofx.’
1o Mu’\\‘ipuw\‘ion a dowe 4 pour éumu«]’ newtre o ek w»ooiolcve;

On dott viiher que (a.-l:)~c = o(b-c) L
Sk C=O,"\ viewk 0 = O ek s C=4,i\\f\u~" oob = o bV

Pows ‘Q)« J;):S\\Abmlnv\u, 6n clml— vin:cft.r que (a,q-b)c = Oc+ kcb )
O=-0v e st ¢4, 0n & arb = o+

A esk don p‘o‘dre- jnverse o 074,

¢ =0, own o

Touk i’.\/z_watu»\r now wol st lnvt.rsi\o\-e

= o, 4_3 esk un corps.

On utilise souvent la notation Fy pour le corps a deux éléments.

3 Le corps a p éléments

Nous aimerions maintenant généraliser ’exemple du corps a deux éléments et construire des
corps & trois, cing, sept, ou onze éléments! Il nous faut & tout prix trouver une méthode qui nous

évitera de devoir démontrer a la main 1’associativité et la distributivité...

Définition 3.1. Soit n un nombre entier naturel. N 5> 4.

Les entiers a et b sont congruents modulo n si leur différence a — b est un multiple de n.
On note alors a = b(modn), ou a = b(n) ou méme a = b si le contexte est clair.

La classe de congruence d’un nombre entier a est notée [a].

L’ensemble des classes d’équivalence (de congruence modulo n) est noté Z/nZ.

Ainsi 7 et 11 sont congruents modulo 4. La classe de congruence de 7 modulo 4 (ou de maniére

équivalente celle de 11) est formée de tous les nombres entiers de la forme

kd+3 , keZ (iuww=t)

Le fait que la classe d’équivalence est bien définie découle de la proposition suivante.
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Proposition 3.2. La relation de congruence est une relation d’équivalence.

Démonstration.

Réflexivité : @, = O (moJ« W) tar 0--0-= 0O qu et malbeple de w .
| = o- €& [0-3
Symétrie : S&-HﬂOSOM ﬁu\L a € [b] &S
azbh (w\o&n) ES

0--19 u‘- wmn m&“\'fh &e " & b-a. ws.s\' l—>])
Transiivite . © = afmodn) & b e (el

Suppossws que o€ [b) ok b e(e)
> o= b (medw) ot b= c.(\moa\u) |
&S o-b st th‘\-ipk.t L W b b-c cunsse, ( o do
=> o--C = (&-\o)a—&)-C) st mup‘-trh. do wn sw:vwl(-\-(h -
= o0z Q(MoAh) = o e(c]. -
Nous pouvons maintenant définir une addition et une multiplication sur les classes de congruence

grace aux opérations homonymes sur les entiers. Il y a n classes de congruence dans Z modulo n :

Z/nZ = {[0],[1],...,[n — 1]} puisque tout entier k est congru a son reste de la division par n.
Définition 3.3. Soient [a],[b] € Z/nZ. Alors la somme est définie par [a] + [b] = [a + 0] et le
produit est défini par [a] - [b] = [ab].

Nous devons vérifier que ces définitions ne dépendent pas du choix du représent'ant de la classe
] -
de congruence. Pour la somme par exemple, Si & = O- (W\Od "‘) et b=b (W""&' ") )

o..leu (aL+L)—(0-'+ L') = (0~"0~') +(b- L') et un ww“'l'ylz. de w
Sy arl = (&4 1) (mod ),

les m\'«.s vinifi oows sont duv miwme %cmf.,
Théoréme 3.4.

L’ensemble Z/nZ des classes de congruence modulo n forme un anneau commutatif.

Démonstration. Tous les axiomes sont vérifiés parce qu’ils le sont dans Z.

Prenons par exemple 'associativité de la multiplication. Soient [a], [0], [c] € Z/nZ. Alors

- (06-Ce1) = 03-C0e] = [obod] =[]
J.gc&.- dif de - b, €l

ITed] el = (o 00)- 19 :

lcs aM"rt-S virifioWows sowt duu miwe genre.
7
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Exemple 3.5. Il existe un anneau ayant 6 éléments [0], [1], [2], [3], [4], [5]. Dans cet anneau on
calcule par exemple [2] + [5] = [41 ] ou encore [2] [3] = [0 ]. En particulier, cet anneau

\ ]
nesk pos wn corps car [27] “divise [0 | on ememe

EZ-.S CS] = C03 olove que ni E‘Z] ) wi[3] n' eok \’ﬁ'-{waﬁ" 0.

Théoréme 3.6. L’anneau Z/pZ est un corps si et seulement si p est un nombre premier.

Démonstration.

= par contraposée : Si p n’est pas premier, on peut ’écrire comme produit rs avec r,s > 1. Alors,
™. 8 3 -
Er] u{’ wn Ju.\r\!seu.r Ju. Col Pu,.,u(w:. E"] [SJ = Eo] =0
op L.3. n
Pr_—f) ZZ-/PE ne pwJ' ps e‘umcorp,c,
< directement : Supposons que p est un nombre premier. Nous devons montrer que tout élément
non nul de Z/pZ est inversible. Soit 1 < a < p — 1 et [a] sa classe de congruence modulo p.

Considérons l'ensemble {a,2a,...,(p — 1)a}. Nous affirmons que ces éléments appartiennent &

p — 1 classes de congruence modulo p distinctes. En effet,

cour b, € bels que 44h 4 & p-d . Lo differune

20 —lo = @-R)a ek pos ducsibl parp car Lofeba o
A.u.u nowJoN) ku"wbd.s nown. nuls < tflrenrs & P- Atm.s\' EQO--S#[:PZ-“]-
= own o exockement (F-i) dasses de Lnsruences ow wdles et

disHudres daws {o.-, e, - j P~4-)a~zj . ~
1 ome sk & duse (13, dsows [(Ra] = [R][e] = 4
Alvul ) Eell ut‘ {'M\,u-,gg de [a.]. .

Exemple 3.7. L’anneau Z/6Z, rencontré il y a un instant et qui n’est pas un corps, a la table de

multiplication suivante ol on note k au lieu de [k] pour alléger la notation :

011213145
0|0/0|lo|O|0O|O
l1lo|4|2|3|4|S
QeZqE\zq E].-:)Z/gz n'qlfumwrﬁ}
3|0 |3|o]l3|o]3
o CARERA I K
5lo |85 4] 3|24




