
7 3 Séries entières

Pef Une série entière est une série de la forme

S Efan x o

avec au E IR pour KEIN et E IR et est un paramètre

Question Convergence et valeur de la somme en fonction de

Souvent on pose Ë alors 5
ÉÉau

prochedexo 5 proche de

Thm Il existe LE 0 a soit ER ou r a telque
la série entière S Eiar x x Efan5

converge absolument pour Ix voler et divergepour1 41 1

151 1 151 r

Remarques

le nombre r est appelé le rayon deconvergence de la série
le Thm ne dit rien pour le cas ot r

Si n tas la série converge absolumentpour tout ER
Si 1 0 la série ne convergeque pour
et alors on a 5 a la convention iciest 0

ILE
Ie

divergence

Thm On a limasyplaul avec la convention Det f tas

De plus si les limites existent on a ftp.glaul Canchy

km 197E D'Alembert



Explication S
adf.EE

Critèrede la lim sup q liam p Ibal

liam p laul lx xol

lx xol.fmsup au

La série converge absolument si q EI Ix ol
likeptant

1

Conseil se ramener aux outils d'étudedes séries

7 4 Fonctions définies par
des séries entières

si r E 0 ta on définit la fonction

f x Efan o

définie sur D o r Xo r et éventuellement en xo retx.tn

Thm dérivée des sériesentières On peut dériver terme à terme la série
entière c'est à dire

j x ÉÉ Kau o
e k il

EE et1 de o

et le rayon deconvergence de cette série entière est r
Plus généralement on a f E CC o r 1 et

j x Ei au.in x xol mêmerayondecaves
gens

Intuition pour le rayon deconvergence
Si 1 ftp.IE alors regardons le critère deD'Alembertpour f

ein il km liYI n.a r



Renage de on déduit f x n an an 8ff
C'estle coefficient donné par la formule deTaylor

7 5 Séries de Taylor d'une fonction

Soit IC IR un intervalleouvert EI et ft CCI

Def lasérie de Taylor de f en est ÉE l x x

Série de Mac Laurin cas particulier on 0 0

Question quand est ce que l'on a f x ÉEd x x

Quand c'est le cas sur I on ditque f estdéveloppable en série entière
Etudions un exemple

Soit f x Ix 0 0 D'f IRI t

Calculons les dérivées successives de f en 0
f x 1 x f x Gf1 1 x f x f 1 1 2 1 x etc

f101 1 f 01 1 f o 2 gallo k s PETEYY

Donc la série deTaylor de f est EI84 ÉÉ sériegéométrig

La série converge absolumentpour E 1,1L et EI f x
Donc f estdéveloppable en série entière sur 1

six 2 on a f x 1 mais ÉÉ2 diverge

Autre technique plus générale pour
étudier le lienentre f et sa sériedeTaylor

Formule deTaylor f x EEEt ifFt
ai un x j a x où en estun réelentre et

cf cours 7.1



Donc nn x of Inti 1 a

E
Soit I Pour u E I on a

Inn x I I I 4 157

Donc ff1 liafÉox nn x ftp.E.ox limaffle
Efx avec setteméthode on ne peutconclurequepour E 4,4

811

7 1,1L

Avec une méthode similairgygyotrouve
les formules suivantes à connaître

fix explxl

ÉE E 1,1

l ÉT 1 x ET1,11

log Hx É 4 Ex E 1,1



exp x Ei ER

sh x Éikapix ER

ch x ÉÉ EIR

sin x Ei 4 X ER

cos x ÉÉ 4ff EIR

x Ef E E 1,11

g
0 1
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