VII. Optimisation et primitives

Nous revenons aujourd’hui sur les fonctions trigonométriques hyperboliques et parlerons de
eurs réciproques dont vous avez vus quelques exemples en exercice dans la série précédente. Nous
1 proques dont quelq pl dans | précédente. N
parlerons ensuite de problémes d’optimisation, I'une des applications les plus pratiques de la théorie

de la dérivation.

1 Fonctions hyperboliques réciproques

Rappelons que pour tout = € R, %

e -e e + ¢
sinhy = ——— et coshx =

2 2,

Ces fonctions ont été étudiées en exercice la semaine passée et vous avez vu que

sinh’ z = COSLI {)C) et cosh’z = .Sl'“l\ (X)

Dans la série de la semaine passée, vous avez étudié la fonction réciproque de sinh, notée Argsinh.
1

V1+ a2

Vous avez entre autres dit montrer que Argsinh = In (z + /1 + 22) et que Argsinh’(z) =

Il reste donc a étudier la fonction Argcosh.

Définition 1.1. La fonction Argcosh : [1, co[— [0, oo est la fonction réciproque de cosh sur [0, oof.

Atnsi , Ar%w;h(x) = ‘A => X = CosH‘a) , ¥xz4 ,ngo

Calculons la dérivée de cette fonction.
1

Proposition 1.2. On a Argeosh'(x) = T
x —
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de la dér'vge d’une fonction réciproque.
insi, sifi= cosh {( -Smev (4\=4 etyz0 =

Ainsi, si y = Argcosh(z), on a ‘é) "a ) '3 7
y A 4 A

COSkil‘a) = S\h‘\(‘a) - qwsht((a)-/l_ - \' xi-4

SIhh(3)> o

Argcosh'(z) =

On en déduit que la fonction Argcosh est strictement croissante. Voici son graphe :

Pour terminer, nous donnons la liste des dérivées de ces fonctions hyperboliques :

Proposition 1.3. On a

1
sinh’ z = cosh x Argsinh’'z =
& V1+ a2
1
cosh’ z = sinh x Argcosh’z =
x?—1
tanh’z = 1 — tanh®z = 12 Argtanh’z = !
cosh” x 1 — 2?2
coth'z = 1 — coth? z = — 12 Argcoth’z =
sinh” x 1— a2

AN g0 ) = 2

R—1-1;10 4 Arajm“ Tt T IR*-—HR{-l-,l]’V@__

Argoth R-[1}1] — R¥

\ir

Y
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Remarque 1.4. Comment se fait-il que la dérivée des réciproques de la tangente hyperbolique et

celle de la cotangente hyperbolique soient égales? Y aurait-il une faute de frappe?

Now , ¢' el c.o'\MJ’ . LWS ensembles da dic\:vd\\bm MVW"\&

sownt e\f.sb'ecmh.
Lok - R =745 4[ = D(Arghuah) oot que
cobh o IRY 5 M- [-14] = D (Arqesth) .
D(Arghanh ) N D (Argecth) = ¢

2 Optimisation

Les méthodes de dérivation et la connaissance de la croissance d’une fonction permettent sou-
vent de résoudre de maniére analytique des problémes d’optimisation. La méthode consiste bien
souvent & trouver en fonction du probléme posé une fonction dont on cherchera le maximum ou le

minimum. Commencons par un grand classique.

Exemple 2.1. La fabrique Bischofszell cherche & produire une boite de conserve en fer blanc
contenant un litre, soit 1000 cm?, de petits pois en utilisant le moins de matiére possible.

Quelles seront ses dimensions ?

=

Appelons r le rayon du disque de base et h la hauteur de la boite, en centimétres.

b surface boble vauk 2 %e* + 2Tr-h ase h,rvo
Condibhow V= Ne?.h = dooo  dlon h=- Aoo0

Mrt
2t S(r) - 'Z_'ﬁr7'+?'°+°
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Cette fonction est définie sur R — {0}, mais les boites de conserve de rayon négatif n’intéressent
pas Bischofzell. On restreint donc D(S) a R?.

Calculons la dérivée de S :

. _2weo  _ _4Te® - 2000
S (‘.)‘Dzs) LITTF PER rz
3 _ 2wvo Sbo 3 5°° ~ 5Ul um.
= = S Y=
S('\ o &y e ~ &

W MLAmlun o

o aw' il &' it brew &' .
A 3l FAUT vidher quiil 3oy see. B dbvide secmde 8

umé\-u.a\-u &tho:s-\quu. de S vie- S’ ow

_ Yooo Vr >0

N T Sl et o ¥
\M”J

3|00 .
= S &S\' Convexe =D ? Q"M minimuwt .

\/

Il suffit maintenant de calculer h pour connaitre les dimensions de la boite de petits pois :

1000
mTr

h:

~ 10, 84t

Abordons maintenant un exemple de nature plus physique ol nous nous intéresserons aussi a

la dérivée seconde.

Exemple 2.2. On se trouve dans la face Nord de I’Eiger, de 1650 métres de hauteur. Au moment
d’arriver au sommet, a 3970 métres d’altitude, un petit boulon d’un gramme se détache des cram-
pons et tombe directement jusqu’au bas de la face.

A quel instant atteint-il une vitesse maximale ?

Nous devons d’abord établir ’équation de sa position h(t), comprise entre 3970 et 2320. a'u ode
TR

Idéalement, sans frottement, A
1 40 -

h(t) = =5t + 3970 3 .

car la vitesse initiale est nulle et g = 9,81m/s* est 'accélération de la pesanteur. 5

220 | &
4 PLocfe
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Ow &M\' eokte Poumade  des Faiks que 0~(H: V'(E) = -%

(£) = &'(¢)
s (0) = O) ok que v(t) i lo. vollewr obscbee do o
d» ai’ maxiw‘a\x (» 773 lU‘*"r-*'-‘- de

Comme V

v‘\lSSc M%w;tnl'l. s (onrs A,u- Mp&

tm o o Sol o 230 wm. ) - ..
A(vf:i o k(M) "3 7%, 3330 = 2320 (&> ’a%T = 46S0m
650

Disons que ¢ = 10 et donc T? = - = 330 et T' = 18, 1 secondes.
A ce momentlv(T)\: 9T = 181 m/s, autrement dit plus de 650 km /h.

En réalité, il faudrait tenir compte des frottements dii a la viscosité de 'air, a la forme du boulon...

Qz" awe V‘t\'qu &«\M'\'l‘c, POSSil)\LmeM‘I' £ 43(.”\/5 ) e.s(— aﬂd»‘*— axounf l'\'w.rsc“.

3 Primitives

Nous savons tout, ou presque, sur la dérivation. Nous terminons ce cours avec une premiére
approche de l'intégration, en étudiant la "réciproque de la dérivation", c’est-a-dire en cherchant

pour une fonction donnée quelles fonctions admettent cette fonction pour dérivée.

Définition 3.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] ou plus généralement sur une
partie de R.

Une fonction dérivable F' est une primitive de f sur [a,b] si F'(z) = f(x) pour tout = € [a, b].
Proposition 3.2. Deux primitives d’une méme fonction différent par une constante.

Démonstration.

S'\ T (’A‘ G Sbh\‘ dar ‘ui,wd,‘fwgs A,e, c Sux *Q) lvil"bw'&n& CG-', ’o]'

alom ('F-Gi)l = 'F'-C?' =f-f =0
= F-6G = (,ows\-a.wl'c

ay b
(=5 RFceR t.q Flx) =G+ Vx € (o b]

O

Définition 3.3. Si f est une fonction définie sur un intervalle [a,b], 'ensemble de toutes ses

primitives se note / f(z)dz et on appelle intégrale indéfinie de f.

‘Jj‘mcv} MCI'WL{‘C)i‘MOJ .
dx est INSECABLE |

dx %\'UM

5
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Intégrer une fonction sur un intervalle, ¢’est chercher toutes ses primitives sur cet intervalle.
Si F' est une primitive de f sur Uintervalle [a,b], toute primitive de f sur [a,b] est de la forme

F(x) + ¢, avec ¢ € R. On convient donc d’écrire

/f(x)dx:F(x)-l—c avec ¢ € R. oxe

Exemple 3.4. On sait qu’un corps tombe en chute libre avec une accélération constante g.

Puisque 'accélération est la dérivée de la vitesse, on en déduit que la vitesse

- [gdk = gte

ol vy est une constante. Il s’agit de la "vitesse initiale" puisque

\/(0) = % 0 + Vo = V, A.OMM& Q&. vtl-uu Oui l’emr_s L‘.—. 0.

Pour trouver la position x(t) de notre objet, il faut intégrer encore une fois car la vitesse est la

dérivée de la position. Ainsi, y %‘L {: e,
- 4 + Vo °

z(t) = Sv(k} dt = j(%l: +vo\ dt = Z%

ol z( est une constante réelle. Cette constante représente la "position initiale" de I'objet.

Toutes les dérivées que nous avons calculées nous permettent de trouver de nombreuses primi-
tives. Ainsi, le tableau suivant donne les primitives de quelques fonctions : puissances pour a # —1,

trigonométriques, exponentielles, etc. La lettre ¢ indique une constante réelle dans tous les cas.

(a) [
1
r® avec a# —1 a—ﬂx"“ +c
c €R
cos Sdwmx +C
sin z ~cosX + C
X
o® e +C
A X+
a® avec a >1 In(e-)

(=1}
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Voici ensuite les régles de base pour calculer les primitives de fonctions obtenues comme com-
binaisons linéaires de fonctions plus simples. La derniére partie résume les trois autres et nous
apprend que le calcul de primitive est linéaire : la primitive d’une combinaison linéaire de fonc-

tions est la combinaison linéaire des primitives de ces fonctions.

Proposition 3.5. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle et A\, u € R.

0 [ (@) +gta))ds = [ f@do+ [ gloyds

) [ (@ =g de = [ o= [ glopds

o) [ Os@yds =2 [ fayds;

&) [ 01+ ugle)) s = [ fa)dn s [ gaja.

Démonstration.

On monhe d) qua %Lu.i,mliv. a),b) ).

Soi(— Fwwmﬂ-\'vﬁ de € b G une PAA’AMA)‘IV‘C.%

Alors ZF+ G b une pumibive de A +mq cor fo

o\é,ai,w',«. ab une o\aéml«{m Yendoste (rw'.:quw ¢ esb vme &Wh)
O

Exemple 3.6. On cherche a trouver toutes les primitives de la fonction polynomiale
p(x) = aza” + -+ a1z + ao.

Puisque la primitive de z* est de la forme 2**+1 on déduit de la proposition ci-dessus que

1
kE+1

p(x)dr = | apadx +--- | ayxdr + | apdr = O gt Gnmlon o B2 apx + ¢
n+1 n 2

Par exemple,

3

2
/(x+1)2d:c= j X e+ 4 dx = %x + X + %X+ C ¢ ek,
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La régle de la dérivation d’une composition de fonctions implique le résultat suivant.

Proposition 3.7. Soient f et g deux fonctions réelles. Alors, si G est une primitive de g,

[ @)r @i = (G o) +e
Démonstration. 11 suffit de constater que G o f est une primitive de (go f) - f'. O

Un cas particulier trés utile de cette régle est celui ou GG est une fonction puissance.

Corollaire 3.8. Soient f une fonction réelle et k un entier positif. Alors
Perl
[rw-rem- 4= #00 + ¢, c€R
fu-»l

x - sinx admet comme primitive ¢

Exemple 3.9. La fonction cos®

3
X —> Cos % _3_-; Cos(x)

£ = -swlv)
On peut aussi recalculer sans développer I’exemple polynomial de tout a ’heure :

3 g ¢
£ (x) = 1

A Y
—-/0053 x@sinx)d:c: -~ m s (X)) + ¢

1 (;(34, 3% 3% 4-4-) id
3

. K
Meuis %(xwﬂ
f‘_x‘ﬁ_‘, xz.).a(-l'% 4 ACJ
3 L/—r—-—J

C
, |
On o b le mewe Esolbek q.p'a“ | poq+ P»éwo\w)'f- .



