Corrigé 10

Cours Euler — 2e 2023-2024

Exercice 1. Puisqu’il s’agit d’un systéme paramétrique de 2 équations & 2 inconnues, utilisons la méthode de
Cramer.

D= ZIIZ Z:ﬁ = (a+b)(a—c)—(a—b)(a+c)=a®?—ac+ab—bc—a®—ac+ab+bc = 2ab— 2ac = 2a(b—c),
2ab a—b 9 2 2
D, = = 2ab(a — ¢) — 2ac(a — b) = 2a*b — 2abc — 2a°c + 2abc = 2a*(b — ¢),
2ac a—c
_la+b 2ab| B 6.2 0,27 —9.2( B — —942(} _
Dy_a—i—c 2ac_(a+b)2ac (a + ¢)(2ab) = 2a%c + 2abc — 2a%b — 2abe = 2a?(c — b) = —2a?(b — c).

Pour a #0 et b # con a D # 0 et les formules de Cramer s’appliquent :
D, 2d*(b—c)

- D 2a(b — ¢) .
y = % = _22;(1)([)_0)0) =—a d’ou S = {(a;—a)}.

Poura=0oub=conaD =D, =D, =0 et le systéme est indéterminé : Si a = 0, le systéme devient

bxr —by = 0
cx —cy = 0
et S ={(x;z) |z € R} pour autant que b # 0 ou ¢ # 0; si b = ¢ = 0, le systéme est nul et donc S =R2. Si a # 0

et b = ¢, le systéme devient
{ (a+bx + (a—by = 2ab

(a+b)z + (a—by = 2ab
et S = {(z; W) | z € R} sib# a (pas de division par 0), et S = {(%;y) |y e R} sib=a.
Exercice 2.
a) 2?2 +y? = 585
r -8y = 0 De cette équation on a x = 8y que l'on substitue dans la premiére.
64y> +y*> = 585
T = 8y
La premiére équation donne 65y% = 585
y* =9
y =43,

et donc z = 8- £3 = £24. Ainsi S = {(24;3), (—24; -3)}.
2 .2 _
b) { T Y 96

z +y = 16 De cette équation on a z = 16 — y que l'on substitue dans la premieére.
(16 -y)?* —y* = 96
T = 16—y

La premiére équation nous donne 256 — 32y + 3% — y? = 96 et donc y = 5, ainsi = 11. La solution du
systéme est donc S = {(11;5)}.

2 4y? = 29
zy 410 = 0 De cette équation on a x = _710 que ’on substitue dans la premiére.

La premiére équation nous donne alors une équation en y du quatriéme degré dont voici la résolution

100
Sty = 29y
)
y* =29y 4100 = 0
(v =4)(*-25) = 0
=2)y+2)(y-5)y+5 = 0
Il y a donc quatre possibilité pour y. Siy =2 alors z = 5% = =5, siy = —2alossz = =2 =5, siy =5
alors x = ’510 = —2 et si y= -5 alors ¥ = — = 2. Ainsi la solution du systéme est

S = {<727 5): (757 2)7 (5; 72)7 (2; 75)}



Remarque avancée : Il est intéressant de voir ce que représentent géométriquement ces systémes d’équations.

e Systéme a). L’équation x? +y? = 585 représente un cercle centré a I'origine et de rayon /585 et les solutions
du systéme représentent donc les points d’intersection entre ce cercle et la droite x — 8y = 0. La figure suivante
représente ces solutions :

e Systéme b). Cette fois-ci, Péquation 22 — y? = 96 représente ce que I'on appelle une hyperbole. La figure
suivante représente ces solutions :

e Systéme c). Dans ce cas on complique encore un peu la situation. 22 + y2 = 29 représente un cercle et
zy—10 = 0 une hyperbole, comme on peut le voir dans la figure suivante il y a bien quatre points d’intersection :

Exercice 3. Dans ce genre de probléme, il est conseillé de commencer par faire un croquis de la situation.

Posons & comme étant la largeur de la premiére fenétre, la deuxiéme a une largeur égale a une fois et demie la

premiére, c’est-a-dire gl + %) T = %x La troisiéme fenétre a une largeur égale a la somme des largeurs des deux

premiéres : x + %x = 5. Si on additionne les longeurs des trois fenétres et I'écart entre chacune d’entre-elles et
mur, I’énoncé nous dit qu n arrive a meétres. Ecrivon n équation et résolvons-la.

le , ’'énoncé nous dit que 1’on arrive a 14 métres. Ecrivons cela en équation et résolvons-la



=

3
1 1 1 5
,+$+,+7x+,+,x+ |4

2
10 1 _
S5 = 14-2
_ 12
r = Z.
Ainsi x = % = 2.4 métres, c’est la largeur de la premiére fenétre. La deuxiéme a une largeur égale a %x = % . % =
% = 3.6 métres, la troisiéme a une largeur de gx = g . % = 6 meétres.

Exercice 4.

x + y + z = 9 |1
a) x + 2y + 3z = 14 |- (-1
3z + 2y 4+ 2z = 22
r + y + z = 9 On additionne les deux premiéres lignes et on garde la premiére.
- — 2y — 3z = -—14
3 + 2y + 2z = 22
r + y + z = 9 |-(-3
-y — 2z = -5
3v + 2y + z = 22 |-1
-3 — 3y — 3z = =27
-y — 2z = =5
3r + 2y + 2z = 22 On additionne la premiére et la troisiéme équation et on garde la premiére.
+ oz = 9
- 2z = =5
- 2z = =5

Les deux derniéres équations sont les mémes, on peut donc en enlever une et le systéme devient indéterminé
ou impossible, exprimons z et y en fonction de z.

r + y + z = 9

— y — 2z = —5 On additionne les deux équations et on garde la deuxiéme.
T - z = 4

-y — 2z = =5

De la premiére équation on a « = z + 4 et de la deuxiéme y = —22+ 5, ainsi S = {(z +4; -2z + 5; 2)|z € R}
(c’est I’équation de la droite d’intersection des plans x +y+ z =9 et —y — 2z = —5).

2 — y + =z = 16 |-1, on additionne les deux premiéres et on garde cette équation
b) 3z + 2y — =z = 5 |-1
9 — y 4+ 2z = 40
2 — y + z = 16 |-(—2), on additione la premiére et la troisiéme et on garde cette équation
S + y = 5
92 — y + 2z = 40 |-1
2c — y 4+ z = 16
Sx + y = 5
S5x + y = 8
En soustrayant la troisiéme équation de la deuxiéme, on obtient 0 = —3 et donc le systéme est impossible et
S =1.
T + vy = 16
c) y + 2z = 7 De cette équation on obtient y =7 — 2
z + x = 5 De cette équation on obtient x =5 — z
On substitue y = 7—z et © = 5 — z dans la premiére équation pour obtenir 5—z+7—z = 16 et donc z = —2,
delay=7—(-2)=9etz=5—(-2)=7. Ainsi S = {(7;9; -2)}.
x 4+ y + 2z = 14 |-1, on additionne la lre et la 2e et on garde la 1re
d) r + 2y + z = 7 |-(-1)
2c + y + z = 3



r + y + 2z = 14 |-(—2), on additionne la lre et la 3e et on garde la 1re
-y + z = 7
2t + y + =z = 3 |-1
r + y + 2z = 14
-y + z = 7
— y — 3z = =25 On soustrait la 3e de la 2e les deux derniéres et on garde la 2e
z + y + 2z = 14
-y + 2z =7
4z = 32

Alors z = 8, de la deuxiéme équation y = z—7 = 8—7 = 1 et de la premiére x = 14—y—2z = 14—2—-2.8 = —3,
ainsi S = {(—3;1;8)}.

Exercice 5. Posons r comme étant le nombre de cartons jaunes regus par les espagnols, y le nombre de buts
marqués par les Espagnols et z le nombre de buts marqués par les Suisses. Les Espagnols ont regus un carton
jaune de plus que le nombre de buts qu’ils ont marqués, donc x = y + 1. Le nombre de buts suisses égale un tiers
du nombre de buts espagnols donc z = %x Le nombre de but marqués pendant la rencontre moins le penalty est
égal au nombre de cartons jaunes pour Madrid, ainsi y + 2 — 1 = . En mettant ensemble ces trois équations, on
obtient le systéme suivant :

r — y — z = -1
r — y = 1
Ly -z = 0

3

En soustrayant la deuxiéme équation de la premiére, on a z = 2. en substituant z = 2 dans la troisiéme équation,
on a %:13 —2 =0 et donc x = 6. Enfin, en substituant x = 6 et z = 2 dans la premiére équation, on obtient
6 —y—2=—1 et donc y = 5, ainsi le score final était de 5 & 2 en faveur du Real Madrid.

+ ¥y + z =1
+ y + z =
soustrayant la deuxiéme équation de la premiére, on obtient 0 = 1 et donc le systéme est impossible ce qui
signifie qu’il n’admet aucune solution. (Les plans représentés par ces équations sont paralléles et ne s’intersectent
donc pas.)

Exercice 6. Cette affirmation est fausse. En effet, considérons le systéme , en

Exercice 7.

1 4 3
a)|2 5 1|=1-5-3+4-1-5+3-2-1-3-5-5—-1-1-1—-4-2-3=-59.
5 1 3
3 1 =5
b) <2 0 4[=3.0.241-4-3+(=5)-(=2)-1—(-5)-0-3-3-4-1—-1-(-2)-2=14.
3 1 2
2 5 8
c)l4 1 16/=2-1-1245-16-3+8-4-2—-8-1-3-2-16-2—-5-4-12=0.
3 2 12
a a b+c
d) la+c b b |=a-b-cta-b-ct(b+c)-(a+c)-(a+b)—(b+c)-b-c—a-b-(a+b)—a-(a+c)-c=
c a+b ¢

2(a-b-c)+(a-b+b-c+a-c+c)(a+b)—b*-c—b->—a’>-b—a-b*—a’> c—a-2=2a-b-c)+a® b+
a->+a-b-c+b®ct+c-a’?+a-b-c+ct-at+c? b= -c—b-c2—a?-b—a-b*—-a’-c—a-c*=4-a-b-c.

Exercice 8.

3 21
a) D=|5 2 4| =9, comme D est non-nul, le systéme admet une unique solution.
10 5 4
23 2 1 3 23 1 3 2 23
D, =146 2 4|=36,D,=|5 46 4|=27,D,=|5 2 46| =45.
75 4 10 75 4 10 5 75

x:%z%zél,y:—”:ﬂ:?),z:m:%525etdoncS={(4;3;5)}.

S|A™




3 -2 1

b) D=1 1 —1| =12, comme D est non-nul, le systéme admet une unique solution.
-1 2 1
2 -2 1 3 2 1 3 -2 2
D,=2 1 -1/=15,Dy,=|1 2 —-1/=12,D,=|1 1 2/=3.
1 2 1 -1 1 1 -1 2 1
_ Dy, _ 15 _ 5 _ Dy _ 12 _ _D. _ 3 _ 5.9.1
r=F=p=fy=p=p=Lz=F=FH=1etdmcS={(3:17)}

Exercice 9.

1 1 1| 6 Ly e L3 1 0 07 1 00 7
a) 1 1 015 Lo~ Ly — L3 0 1 0|8 01 0 8
1 0 0 7 L3<’\N‘>L1 1 1 1 6 L3WL3—L2—L1 0 0 1 -9
Ainsi la solution du systéme est S = {(7;8;-9)}.
0 1 —4 8 L] Anasd Lg 5 -8 7 1 L1 ~ L1 - 2L2
b) 2 -3 211 2 -3 211
5 —8 711 Ly &~ Ly 0 1 —41|8
1 -2 3| -1 1 -2 3| -1 3 1 215
2 -3 2 1 Lo~ Loy — 2L, 0 1 —4 3 0 -1 415
0 1 —4 8 0 1 —4 8 L3~ Ly — Loy 0 0 0|5
La derniére ligne signifie « 0 = 5 »et donc le systéme est impossible, S = .
1 2 1 2 3| 5
c) 2 3 1 8 Lo~ —Lo+ 2Ly 01 5] 2
3 1 2 5 L3 ~ *Lg + 3L1 0 5 7 10 Lg ~ Lg - 5L2
1 2 315 1 2 3|5
0 1 512 01 52
00 ~18/0) Ly~ -1y \0 0 1|0 ) L2 l275Ls
1 2 3|5 L1WL1—2L2—3L3 1 0 0 1
01 02 0 1 0|2
00 110 0 0 10
Ainsi la solution du systéme est S = {(1;2;0)}.
1 1 218 1 1 2] 8 1 1 2 8
d) -3 2 1|7 Ly~ Ly + 3L 0 5 7|31 (entorse & Gauss) 0 5 7 31
0 10 143 0 10 14| 3 L3~ Lz — 2Ly 0 0 0|-59
La dernieére ligne signifie « 0 = —59 »et donc le systéme est impossible, S = ().
1 -2 1 0 1 -2 1 0 Ly~ Ly +2L2
e) | 0 2 —8| 8 | Ly~ 1L, 0 1 —4| 4
4 5 9 -9 L3 ~ L3 - 4L1 0 13 5 -9 L3 ~ L3 - 13L2
1 0 -7 8 10 -7 8\ Ly~ Ly +7L3 1 00 %
0 0 57|—61 ) Ly~ =Ly \ 0 0 1|-% 00 1|—-22
Ainsi la solution du systéme est {(ﬁ, f%, f%) }

Exercice 10. Non, car en substituant (3;4; —2) dans la troisiéme équation on obtient —21 +20+6 =5 #7

Exercice 11.

0 1 4|5 Ly e Ly 1 3 5| -2
a) 1 3 5| -2 Lo e Ly 0 1 4|5
3 7 7| m 3 7 7| m L3~ Ls — 3L,
1 3 5 -2 1 3 5 -2
0 1 4 -5 01 4 -5
0 -2 —-8|m+6 Lg ~» L3+ 2L4 0 0 0|m-—4



Si m = 4 le systéme est indéterminé et admet donc une infinité de solutions, si m # 4 le systéme est impos-
sible et n’admet donc aucune solution.

1 111 0 1 11 1 0 1 1 11 0
b) 2 3 6 3 0 Lo~ Lo — 2L, 01 4 1 0 01 41 0
1 1 2 4|-m Ls~ Ly — L, 0 0 1 3| —m 001 3|-m
2 350 m Ly~ Ly—2L, 01 3 -2 m Ly~ L3 — Ly 0 01 3|—-m

Les deux derniéres équations sont les mémes quelque soit m € R et donc le systéme est indéterminé, il admet
ainsi une infinité de solutions quelque soit la valeur de m.

Exercice 12. Suivons la méthode de Gauss dans les deux cas.

1 03 0] 2 1 0 3 0| 2
o0 10 3]s 0 1 0 -3| 3

0 -2 3 2| 1 0 -2 3 2| 1

5 00 7|-5/) Li~L,—30; \0 o0 -9 7|-1 ) Lslst2ls

10 3 o] 2 103 0] 2

01 o0 -3| 3 010 -3| 3

00 3 —4| 7 003 —4| 7

00 -9 7|-11) Li~Li+30s \o 0 0 —5/10

On peut s’arréter a ce stade en constatant qu’il sera possible de substituer la valeur de u donnée par la
quatriéme équation dans la troisiéme pour trouver z et ainsi de suite. Le systéme est donc déterminé.

1 0 0 -2]-3 100 -2|-3
b) 0 2 2 0 0 0 2 2 0 0
0 01 3 1 0 0 1 3 1
-2 3 2 1 ) Ly~ Ly+2L, 03 2 -3|-1 Ly~ 2Ly —3Lo
1 0 0 —-2|-3 1 0 0 -2|-3
0 2 2 0 0 0 2 2 0 0
00 1 3 1 0 0 1 3 1
00 -2 —-6]|-2 Ly~ Ly+2L3 000 O 0

Comme la derniére ligne de la matrice ne contient que des zéros, le systéme est indéterminé.



