Exercices de physique générale 1 (2024) C. Galland, F. Mila, S. Rusponi

Corrigé Série 10 : Potentiels effectifs et référentiels tournants

1 Point matériel sur cone
a) On choisit un repére en coordonnées sphériques avec la
contrainte que # = « est constant.

b) En coordonnées sphériques, le vecteur position 7 et ses dé-
rivées sont donnés par

r=ré,,
T=17é +rosinaéy,
d= (i — r¢*sin® a) é, — r¢*sinacos a ég + (résina + 2rdsin a) é,.

Les forces sont le poids mg et la force de liaison N :

Qy
Il

mg = mg(—cosaé, +sinaéy),
é

Ny

=
I

9-

Les équations du mouvement sont donnée par la deuxiéme loi de Newton, i.e. mg+ N = mada. Leur pro-

jection sur les axes du repére est donnée par

—mg cos o = mit — mr¢®sin? «,
mgsin o + Ny = —mr$? sin a cos o,

0 = mrosina + meé sin av.

c) Ona

EO =7rAmi = rérAm(fér+r¢sinaé¢) = —mr%sin@ég.

En projetant sur l'axe z, on obtient

L.=Lo-Z7= Lo~ (cosaé, —sinaéy) = mripsin®a,

dL,
dt

=0 (cf.Eq.(3))

Donc la composante L, est constante..

= 2mripsin® a + mripsin® a = rsin a(2midsin o + mrosin o) = 0.
. >

Remarque : Puisque aucune des forces n’a de composante selon €4, les moments des forces par rapport

a O n’ont pas de composante selon z. La composante L, est donc constante.



d)

On a

1 1 .
E = §m172 + mgrcosa = §m(r2 + 1r2¢? sin® @) + mgr cos

1 5 1 L?
= -mr° 4+ s ————5— +mgrcosaq,

2 2 mr?sin” a
ou 'on a utilisé ’équation (4) pour éliminer la dépendance en QSQ.
Le poids est une force conservative, et la force le liaison ne travaille pas, donc I’énergie mécanique est
constante.
Remarque 1 : Par dérivation de I'expression pour I’énergie mécanique, et en utilisant 1’équation (1),
on trouve que dE/dt = 0, sont 1’énergie mécanique est constante.
Remarque 2 : Par intégration de I’équation (1), on trouve une intégrale premiére, que l'on identifie
avec I'énergie mécanique. Puisque c’est une intégrale premiére du mouvement, I’énergie mécanique
est constante.

2 Le manége a plancher rétractable

a)

Le manége est en rotation, le référentiel associé n’est donc pas d’inertie (galiléen). Si (Ozyz) est le
repére associ¢ au référentiel de l'observateur hors manége, on nomme (Ox'y’z) le repére tournant
associé au manége, avec I'axe Oz’ partant du centre du manége et passant par (le centre de gravité
de) la personne et Oy’ tel que le repére soit direct (on rappelle que z = 2/).

Les forces s’appliquant sur la personne sont : /
— son poids P= mg = —mgeé, = —mgeé
— la force de liaison de la paroi, N = N,é,
— la force de frottement statique avec la paroi / R
T; =T.e. \
— la force centrifuge j?Cent, = —md A (DA O—é) =
mRw?é,
— les autres forces d’inertie sont nulles.
Pour que I’équilibre ait lieu, la somme de ces forces (/8
doit étre nulle. Il en ressort que la force de réac- Y
tion de la paroi doit compenser la force centrifuge, /
N, = —mRw?, et que la force de frottement statique
doit compenser le poids, T, = mg. On voit donc en \
particulier qu’on ne peut s’affranchir du frottement T
statique dans la description du probléme. W

mg

On sait d’apres les lois de Coulomb sur le frottement statique que la condition de non glissement de
la personne le long de la paroi est |T,| < u|N,|. En utilisant les conditions d’équilibre de la question
a), on en déduit que :

2 > i 5
Sz )
c’est a dire
g
2> Wmin  avec min — - 6
w>w v w R (6)



3 Point matériel dans un référentiel tournant

On choisit un référentiel Oxyz tournant avec la tige, et le repére associé Oé,é,é, (voir dessin). Le vecteur
é, est dans la direction de la tige, avec origine le point O, et €, est dans le plan vertical contenant la tige.
La tige tourne avec un vitesse angulaire () verticale, donc

Q = Qcosaé, + Qsinaé, . (7)

a) Dans le référentiel lié a la tige, les forces exercées sur le point P sont :

— le poids mg = —mg cos aé, — mgsin aé,,

— la force de rappel du ressort, dirigée le long de la tige, F= —k(x —ly)é,,

— la force de liaison de P sur la tige, perpendiculaire a la tige, N = Nyé, + N.é, (dans le dessin
ci-dessous, le vecteur N nest pas dans le plan de la feuille, en fait la composante N, compense la
force de Coriolis),

— la force de Coriolis

Q cos a x 0
Feoriolis = —2mQ AU = —2m 0 AlO] =-2m|Qsinaz | ,
Qsin « 0 0
qui n’a pas de composante selon é,,
— et la force centrifuge,
ﬁCentrifuge = _mﬁ A (Q A (ﬁ)
Q cos o x Q cos a 0
= —m A 0 ATO =—-m 0 A | zQsin
Qsin a 0 Qsin 0

mxQ?sin’ o

= 0

—mx$? sin ar cos

— Les autres forces d’inertie sont nulles, car I’origine du référentiel tournant est fixe dans le référentiel
d’inertie, et que la vitesse angulaire €2 est constante.

Z =y v




On peut alors écrire I’équation du mouvement dans le référentiel tournant, » Fext 4 > Fiinertie —  a ,
selon é, :
—mgcosa — k(z — ly) + mzQ?sin® o = mi . (8)

qui peut se récrire
mi = —(k — mQ?sin? o)z + (klp — mgcos ). 9)

On reconnait 1’équation différentielle de 'oscillateur harmonique de pulsation

kE — mQ2sin® o
w = ,

m

pour autant que k > m§?sin? .
A Téquilibre dans le référentiel de la tige, le point matériel a une accélération nulle (¢ = 0). De
I’équation du mouvement, on trouve alors la position d’équilibre z., telle que
—(k — mQ?sin® a)xe, + (klp — mgcosa) =0. (10)
d’ou
(k — mQ?sin® )., = klp — mgcos (11)

et la solution est
_ klp —mgcosa

Teq (12)

 k—m2sina’

Les cas limites donnent :

— k = 00 = x4 = lo, qui correspond a un ressort rigide qui n’est pas affecté par le poids ni la force
centrifuge.

— Q=0= 2, =1y — Fcosa.

k
— a=T)2 = g =

k—m$2 "

4 Déviation vers l’est

a)

Le référentiel lié a la Terre n’est pas galiléen,
mais en rotation autour de ’axe Nord-Sud. Les
forces s’exercant sur le mobile sont donc :

— La force de gravité P= —Mmge.,.
— La force centrifuge Feen = ma A (G AT).
— La force de Coriolis Fror = —2mid A V.

Un ordre de grandeur de w est w =
ﬁgfmsfl = 7.27 x 107°s L. L’amplitude de la
force centrifuge est donc au mieux de w? Ry ~
0.034ms~2? < g. On peut donc la négliger dans

un premier temps.

Si on néglige la force de Coriolis, 'objet se dé-
place uniquement dans la direction €,. Si la
vitesse est donnée par v = Z¢€,, la force de Co-
riolis est alors

—2ma A z€, = —2mw?z cos 0é,.



* Au vu des conditions initiales, la latitude est donc conservée au cours du mouvement. Les équations
du mouvement sont données par

ma = —2mw?z cos 6
my =0
mz = —mg

Résolvons d’abord I’équation du mouvement selon z. On a :

zuyz—gﬂ+zmﬁ+zm)
g .0

Le mobile a chuté de A a un temps t;, = %.

Maintenant, dans la direction x, on obtient m& = 2mw cos fgt. Un premiére intégration (en utilisant
#(0) = 0) nous donne
& = gw cos Ot*.

Une seconde intégration donne

1
x(t) = 39w cos ot3.

Au moment ot 'objet a atteint la profondeur h, on a donc

1 (2h)3
r=-wg|— ] cosé.
3 g

L’objet s’est bien déplacé vers l'est (quelque soit notre hémisphére de départ).

Le temps de chute est égal a

2h
th = — =~ 5.68s.
g

La vitesse angulaire est égale & 7.27 x 107551, Ensemble, on obtient finalement

1
x(t) = 39w cos 0> ~ 0.0435 cos Om =~ 2.74cm.

La vitesse maximale de la masse est atteinte au moment de 'impact au sol.

3= —gt ~ 55.7Tms !

i = gw cos Ot* ~ 0.023 cos fms ! ~ 0.0145ms L.

La vitesse dans la direction €, est donc bien négligeable comparée & la vitesse verticale.



Compléments de cours, hors programme

f)

La force de Coriolis est maintenant donnée par

0 x Zcosf — ysind
Foor = —2mw [ cosO | Ay | = —2mw Zsinf
sin ¢ Z —x cosf

Les équations du mouvement sont alors données par

mi = —2mw(z cosf — ysinb)
my = —2mw2 sin 0
mzZ = —mg + 2mw cos

On dérive la premiére équation du mouvement :
T = —2w(Zcosf — §jsin )
On peut alors utiliser les deux autres équations pour obtenir :
T = —2w((—g + 2wi cos ) cos § — (—2w sin H) sin 0)

T = 2wgcosh — dwii
On reconnait la I’équation d’un oscillateur harmonique avec une fréquence 2w, plus un terme constant.
La solution particuli¢re est # = = cosf. La solution générale est # = Acos(2wt) + Bsin(2wt). A
t = 0, I'équation du mouvement nous donne #(0) = 0 car ¥ = 0. En utilisant les conditions initiales
#(0) = £(0) == 0, on obtient donc

. gcosf
Tr =

1-— 2wt
50 (1 — cos 2wt)

Pour trouver z(t), il nous suffit d’intégrer cette expression et d’utiliser z(0) =0 :

x(t) = zicose (t— Sméﬂ> .

w w
Nous pouvons maintenant utiliser les autres équations du mouvement :
= —2wisinf < j = —gcos(1l — cos2wt) sin
Une premiére intégration et 3(0) = 0 nous donne

_ gsin20 ( sin 2wt
YT 2%

Une seconde intégration et y(0) = 0 nous donne finalement :

).

gsin20 t*  cos2wt — 1
£) = — ey,

De la méme facon, on obtient
= —g+gcos®0(1 — cos 2wt)

sin 2wt
S = —gt 20(t —
Z gt + gcos” O( 50 )
t? 2 cos2wt — 1



i)

La durée de la chute reste de I'ordre de quelques secondes. On est donc dans un cas ot wt < 1. En
utilisant les formules données dans ’énoncé, on obtient :
(2wt)® 3

9
t) ~ = cosf =— 0.
x(t) 5 C8 0 1o, 5w cos

On retrouve bien le résultat précédent.

Pour z(t), on obtient :

t2 2wt)? t2 t
2(t) ~ —95 + g cos? 9(92;1 = g5+ gw? cos? 06.

A nouveau, on vérifie que le terme dominant correspond bien a celui que I'on avait trouvé au préalable.
Pour trouver le nouveau temps de chute ¢,, on résoud le polynome d’ordre 2 :

2 2
g ghw 2
A= -2
1 5 cos“ 0

po_ 6 (g - \/Z) ~ 5.68s.

gw? cos? 6 \2

Le temps de chute a en fait changé de le — 7s, ce qui est largement négligeable.

Enfin le déplacement sur I’axe nord-sud est donné par :

gsin20 2wt)!  gw?sin 26 ¢*
2 96w? 2 6"

y(t) ~

Dans I’hémisphére nord, ce déplacement a lieu vers le sud, alors qu’il est vers le nord dans I’hémisphére
sud. A la fin de la chute, y = —8.97x10~%mn. Ce déplacement est largement négligeable, et trés différent
de la valeur observée. Celle-ci est probablement due a une erreur lors de 'expérience.



