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L’année derniére, vous avez fait connaissance avec les nombres complexes. Vous avez appris a

les additionner, les multiplier, a en calculer des puissances et des racines n-éme.

Aujourd’hui nous allons étudier formellement ’exponentielle complexe, dont vous avez eu un

aperc¢u, ce qui nous ameénera a voir rigoureusement son lien avec la trigonométrie classique. Nous

reviendrons ensuite sur les fonctions de trigonométrie hyperbolique pour remarquer les analogies

entre le sinus et sa version hyperbolique.

Finalement, nous verrons qu’il est possible de décrire toutes les similitudes du plan a l'aide de

fonctions complexes.

1 L’exponentielle d’'un nombre complexe

Pour définir I’exponentielle d’'un nombre réel z, nous avons utilisé la série de terme —

o0 n

exp(z) = Z %

n=0

n

n.

Nous admettons que cette somme infinie converge aussi lorsqu’on remplace le nombre réel x par

un nombre complexe z arbitraire.

Définition 1.1. La fonction exzponentielle complexe exp : C — C est définie par

E o peg
Q = exp(Z):nZ:Oma

qu’on note aussi e*.

Pour se rendre compte de la difficulté du calcul de I'exponentielle complexe, regardons un cas

ou il est aisé de calculer les puissances successives de z.
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Exemple 1.2. Lorsque z = i, nous savons calculer les puissances " pour tout n. En effet,

. . . .3 . - 4
.0:4_ , (,4:(, ; LZ:—i) ¢ =-L ; L = 4
. Yn el . . .L‘hn-i-z _ ’4— . LLIVH—B: -(:
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L E 2 4 E L s -4
L - _—
AiV\S'I e = V\Z:D Y\| Y\Z‘:O (q“)\ + n=0 (qm"_l)\.+n=0(q'lﬂ+2)!
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Il se trouve que ces sommes infinies donnent environ 0.540302306 + 0.841470985 - i.

Comment pouvons-nous essayer de comprendre géométriquement cette exponentielle complexe 7
Nous allons d’abord établir quelques formules analogues a celles que nous avons démontrées dans

le cas réel.

Proposition 1.3. Soient z, 2 € C. Alors

!

a) et =e* .7 ;
b) e = ¢€~.

Démonstration. Une fois que nous avons admis que la somme infinie qui définit I’exponentielle
a un sens pour les nombres complexes, la preuve de la premiére formule est identique a celle
effectuée dans le cadre réel : 'exponentielle d'une somme est égal au produit des exponentielles.
Pour démontrer que le conjugué complexe de ’exponentielle est ’exponentielle du conjugué, il

suffit de se rappeler que

- =1
Yw,w' € C, Nuw-w = w- W ,

et d’observer que

-L

+ 2T
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Corollaire 1.4. Pour tout nombre réel t, le nombre complexe e est de module 1.

Démonstration. O’\ wxw‘\ﬂ Tt Wb ~ik k-t °

: ; b
lejhlzz e,"\-' et = e e -¢e e e -e=4
L

rop. 13.b prop 4.3 )

COW'W'C \.L MOAML& u\' “ouiows ‘ao._uk,f- ) \e&\ = "'JT = 4 .

On sait donc qu’il existe un angle 8 tel que e = cos§ +1isin §. La partie la plus difficile de cette

=1

]

analyse de I'exponentielle complexe consiste a trouver de quel angle il s’agit. Pour cela il faut soit
étudier le développement en séries de Taylor des fonctions réelles, soit connaitre mieux la théorie

des fonctions complexes. Nous allons donc tricher légérement...

Théoréme 1.5. Pour tout nombre réel t, on a e = cost + isint.
oit

Démonstration. Considérons la fonction f(t) = ————.

cost +¢sint

b ) . -
- = cost - Lstnt = eL.(cosl:-csl'nl:' Cox )
g‘(k\ - wd; + tsint * ot t - temt T v \ws{-+f3"w|;‘:i
d Lt i
Alnsi 2'(¢) = ef'l:.i,((,o:.l:—fsml:)+e, —sl'v\l:—t,wsb)
nse - . ‘ -
_ebh(w{t-w-?ﬁ\h-c/u{ﬂ =0

Doune G(l‘:) et constonte !

.0
.2 |
&‘Mmt p(o) - m cos 0+ isin@
-1
T A+

wd'u.x 0

. e‘& O'V\&J- oS
A € = Cosbrismt . b code erc;ommd"fﬁ‘*‘-
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On en déduit la célébre formule qui utilise & la fois 0, 1 et e, 7 et 7 :

Corollaire 1.6. Formule d’Euler.
On a
e +1=0.

Démonstration. N(&IS savons que cosm = —1 et sinm = 0. 0
o' = totTaisinT = =44+ (0 = -4
2 Le logarithme complexe

La compréhension de I'exponentielle complexe ameéne aussi des simplifications de notation et
de calcul. En effet, un nombre complexe de module r et d’argument ¢ peut s’écrire z = re’.
D’autre part, si z = a+ bi, alors e* = - . Puisque les fonctions sinus et cosinus sont périodiques
de période 27, on décide de restreindre le domaine de définition de 'exponentielle & R x [0, 27].

En effet, si z = a + bi ef w :ﬁ+ (b + 2km)i, alors
0. e{bl- Lem

e’ = o _ e (Cos (b+ 2_9;“) + i sin (bt 2&'“»

-—

Awmsi , e = e’ moid w Zzst k0.

e
Soit U la ban(le horizontale du plan complexe de largeur 27 définie par
U={a+bilaeR,0<b<2r}.
Théoréme 2.1. La fonction exponentielle exp : U — C* est une bijection.

Démonstration. 11 faut commencer par observer que e* n’est jamais nul. Il s’agit en effet d’un
nombre complexe de module ef*?), qui n’est jamais nul. Pour voir que 'exponentielle complexe
est injective, il faut montrer que si e* = " pour z = a + bt et w = ¢+ di dans U, alors z = w.
Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme module et méme argument.
Leur module vaut respectivement e® et e. Comme ’exponentielle réelle est injective, on en déduit
que a = c. Leur argument vaut respectivement b et d, deux nombres compris entre 0 et 27 qui
doivent donc étre égaux.

Montrons enfin la surjectivité. Soit v un nombre complexe non nul. Son module est r et son
argument 6 est choisi entre 0 et 2. Alors z = Inr + 46 est un nombre complexe dans U tel que

e =w. ]
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Voici les graphes des fonctions réelles d’une variable complexe qui associent respectivement au

nombre complexe z la partie réelle et la partie imaginaire de e?.

On pourrait donc définir le logarithme complexe comme la fonction réciproque de I'exponentielle

complexe restreinte & U. En d’autres termes, In(z) = w si w € U est le seul nombre complexe

d’argument compris entre 0 et 27 tel que e* = z.

Exemple 2.2. Dans ce cas, on calcule que lbn_(2i) = ‘W 2+ II'Z ¢ en posant
okl e_o'.e, ‘,_-.e,“‘(cpsl»-p-i.smk\ =20

In(2i) =a+bi & 2i= € =
. . 1 - l_ C.o‘b-'- (o) |« &)=1I
AIVI.M' ef'_-_-,?_llzz A.ou, w-\mz < Sw\b:,‘ A,ou, >

Toutefois, ce qu’on fait usuellement ne coincide que partiellement avec la définition du lo-
garithme complexe donnée ci-dessus qui n’est pas une fonction continue sur tout C*. En effet,
considérons des points proches de 1 de part et d’autre de I'axe réel sur le cercle de rayon 1 centré
a lorigine et écrivons-les respectivement e’ et e!?"=%) avec ¢ > 0 arbitrairement proche de 0.

Ces deux nombres sont arbitrairement proches de 1, mais leurs images par le logarithme complexe

défini ci-dessus valent respectivement ! eif

‘Qm(e.“') = &L qu et frodn.o de O | ! h
‘?v\(gi-(?.ﬂ-e)) :(ZT\'-E,)L qu est preJac de 2T0¢ Né‘c(i“-’&)

Remarque 2.3. Pour définir la détermination principale du logarithme complexe sur C — R_, on

écrit tout nombre complexe z qui n’est pas un nombre réel négatif ou nul sous la forme re? avec

—7 < 6§ < 7. On pose alors . Q ( ¢(2m-£) -
et now O 6[0', en [ In(z) = Inr + 6. Al"‘“ wie =

En éliminant les nombres réels négatifs, on supprime I'argument 7 + 2k7w. En contrepartie, le

probléme de discontinuité mentionné ci-dessus est résolu et on peut définir In(1) = 0, ce qui est

tout de méme agréable.
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Voici les graphes des fonctions parties réelles et parties imaginaires du logarithme complexe :

Attention! Les propriétés trés caractéristiques du logarithme népérien ne sont plus toujours
vraies dans le cadre complexe !
40"& =5-2w HE Y 0t

0-1 ot ) .
ln(elﬂwi) 7& 104 car elOwi i e ": 4 4 d’oul ln(eIOﬂ-i) — 'oh (4).\.(, 0 = O ¥ Ao—n-l.

d'on 0=0 el-mml
Exemple 2.4.

=*““"°'{T Bt € %) = (et %1n(‘i3iz>+1n<e3ii) =2 (f43m)< 30
c=4 f:‘iw
= 3 T T
%TN‘J_;::B él-‘lTﬂ\'[ e¥6-7e] w [

3 Trigonométrie classique et hyperbolique

Nous nous souvenons que la fonction exponentielle nous a permis de définir les fonctions cosinus
et sinus hyperboliques :

. et —e " et +e "
sinhy = —— et coshzx = ——
Nous avons vu, ou plutét admis, que e = cost + isint. Ce lien entre I’exponentielle complexe et
) )
la trigonométrie classique va nous permettre d’exprimer le cosinus et le sinus de maniére analogue

au cas hyperbolique, en remplacant simplement ’exponentielle réelle par I’exponentielle complexe.

2 — TP ‘)
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Proposition 3.1. Pour tout z € R, on a . i
(x_o” L e,w + e )
Sw (x) = = i ek wslx) =
L

Démonstration. Nous traiterons simplement le cas du sinus.

rPuuquw. Qm = (,os(x\q-isrn(x) ok e—\x: (,os(x)-ESm(X).,

i éx__ C—‘-"
( ~w 1 LIS x) = =
on o o € = Lisinn dlen sl 2i

4 Les similitudes du plan

Identifions le plan R? avec C, le couple (a,b) correspondant a a + bi. Notre compréhension de

I’addition et de la multiplication complexe nous permet d’affirmer que :

1. Additionner un nombre complexe w = a + bi correspond & effectuer

UwWe Erawslolon  do veckewr (t)

2. Multiplier par un nombre complexe de la forme e? correspond a effectuer ’DQ, anrre, :

I o'
uwne ro‘m\n’ov\ Almoh 9 a} d Le,mi‘rt O & = re" .r'-e, |
- coc! 1,(94-9)

3. Multiplier par un nombre réel R > 0 correspond a effectuer

wne. homothéhie de togoosk R o do cehe 0.

4. La conjugaison complexe correspond a effectuer

Lo Q-ﬁm-aru:o a.uo.\;. (A.' oxe OX.

En mettant toutes ces observations ensemble nous pouvons en fait décrire toutes les similitudes

du plan a l'aide des opérations sur les nombres complexes.
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Théoréme 4.1. Soit ¢ = a + bi un nombre compleze et R un nombre réel positif.

a) Toute translation dans C est de la forme z — z + c.

b) Toute rotation dans C est de la forme z + € - (2 — ¢) + c.

Ici ¢ est le centre de la rotation et 8 son angle.

¢) Toute homothétie dans C est de la forme z — R(z — ¢) + c.

Ici R est le rapport de I’homothétie et ¢ son centre.

2i0 .

d) Toute symétrie axiale dans C est de la forme z — e*? -2 —c+ c.

Ici l'aze passe par c et son angle avec l’'axe réel est 0.

Démonstration. Regardons par exemple le cas des rotations. Pour mieux comprendre qui est

I'image de z, appelons 7 la translation par —¢, c’est-a-dire 7(2) = z — ¢.

Ainsi 71 est Qo bramdlahon par ¢ ok s'€wit TV(2)= 24C
Ainsi ) e.w(i:-t) + C PU.AJ' e v Lowwme LWL (,oMPQ.Sl"L:OV\’_'
e

0 ! i

Z | (4 s Z-C ‘P—>e(g-¢3|_76

| [Whon &'&ua(:. 6 o do cente .

(%-—c}t-c_

't-|° P O(C’ -e,s\- Aou, L?l.%h ne fo

U

Exemple 4.2. Considérons la transformation du plan complexe donnée par z — —2iz — 1 + 21.

Il s’agit de la composition de

—_—— -l —— — 203 — —9cx -4 +2c
- P(-3) H(2) T(-1+2)

Comment la décrire 7 Commencons par chercher ses points fixes.
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On pose z=a+bt etonrésoutl'équation z=-2iz—14+21 &
a+bi = ~2i(arbi)- A+ 2¢ &
atbi = —2i0 +2b-4+li &

oz lb-d o= 2(-2a42)-4 <=j{ So=3 o=32

1 b =-2e+2 ;5=-z(zs-4)+z 5L =Yy L _:_

3
L’unique point fixe est ¢ = = + ?z
Par les points a), b) et ¢) du théoréme 4.1, on peut écrire 'image de z de la fagon suivante :

z =2i(z—c)+c

et affirmer que cette transformation géométrique et la composition

4w howothekie do appot 2 ek du cenhe ¢ ot
0\,\ CUAL ro"o»'r\fow A.'MXLL - l{ d‘ da cm’w. C.

Pour conclure, voici la forme générale de toute similitude du plan complexe. Comme nous
venons de le voir dans I'exemple précédent, 1’écriture donnée a priori nécessite souvent quelques
calculs pour comprendre géométriquement de quelle transformation il s’agit et en obtenir une
écriture plus lisible.

Corollaire 4.3. Toute similitude du plan s’écrit sous ['une des deux formes
z—=w-z+c ou Z=wW-Z+c

avec w # 0 et ¢ deux nombres complexes.



