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Preuve Soit M sup ff4 x t a b supIm f E R u es

On veut trouver x ECab tel que f x M

Il existe une suite xn telle que Kn EIN X ECa b et

ftp.flxn M propriétés du supremum détails après x
intervalle bonne

Par Bolzano Weierstrass xn admet une sous suite Fn qui converge
donc cCa b tel que limpsà C

intervallefermé
On a ftp.flx M car f xd estune sous suitedelflx

flo par
continuitéde f

Donc Je t a b tel que ftp.Mxtos continuité

Don M est un maximum la démonstration estanaloguepour le minimumam

Détail M supA avec ACR A 0
te 0 Jae A t q M E a M la MIKE
Pour ne IN on prend e h il s'ensuit tant A telque Ian Mlkh
Dans le cadre de Fn EN 7 X ECa b tq Ifla M h
Ceci est un exemple de suite n satisfait

pisteurs

Thm2 Thm desvaleurs intermédiaires Soit f a b R continue a b ER
Alors f prend toutes les valeurs entre fla etflb c'est à dire

si flatkf14 alors flat f1b JE Im f
si f1b a flat alors flb flat C Im fl

Preuve Supposons flat Kf b l'autre cas se traite de façon analogue
Soit ce fla flb Montrons

que 7F Ela b telque f x c

Si ce flat on pose à a

si c j'b on pose b



Sinon ce flat f141 On pose gut f4 e

Alorsgetcontinue sur Ca b et g a 0 et glbt 0
On va construire TE a b tel que gli O

i
a
iÏÉ É b Iib B

On construit par dichotomie bissection

Soit a

si g a O on pose X X
on pose a a b XIg o on pose a X b b

Soit an Jai
si g Xn

e 0 on pose X xn

g xn 0 on pose an an et bne

g xn 0 on par an xn et bn bn

Sak In EIN telque g xn O dans ce cas X X et on a terminé

Sinon on a défini 2 suites Lanta croissante etmajoréeparb
Cbn décroissante et minoréepara

De plus bu an II par récurrente donc Haku an 0

Donc an et ba sontdes suites adjacentes elles convergent vers la
même limite le a b

On a hints gland 4
KO car gland ko Un

gill car g
continue

lits glbt 420
car gant 20 tn

gill car g
continue



On en déduit gill O On pose 5 l et on a

ffff
Thm 3 synthèse deThm l et Thm 2 Si f Ca b R continue laben

alors Im f m M où m min f existe

IM max Ifl existe

En particulier l'image d'un intervalle formé bornépar une fonction
continue est un intervalle fermé borné

Preuve Par le Thm Jc Cela b tels que ff11
m min f

f14 M malf
On en déduit Im f C m M

Pour l'inclusion
réciproque

m M f14 fleDI Im flag Im f

PaylfII
Restritiondef à l'intervalleCi c cCab

On en déduit Im f m M

Conséquence de Thm 2 existence de pointsfixes

Proposition Soit f a b Ca b continue
Alors il existe ECa b telque f4

je g x
I appelé pointfixe de f

7
y f s



Preuve Soit g
x f14 x continue sur Ca b

flatza dans gla 70
flb y

b ko

Par le T V.I Thm 2 7F Ela b tel que g
x Odon f47 T

5 8 Fonctions réciproques de fonctions continues

Rappel Si f D Imlfl et injective alors f estbijective
The La réciproque d'une fonction continue injective existe et est
continue sur l'image de tout intervalle

fade
S I y f x

b

plaît e
a

à 5 t'a flaffll plat

f a blule d flatifldt Im'll j'n'estpascontinueest bijective et continue

leThm ne s'applique pas car D'f n'estpas un intervalle
Par contre f çase admet une réciproque continue

flan



Chapitre 6 Calcul différentiel
Dans ce chapitre f D R D CR XoE a ble Dave ach

6 1 Definition

Def déri abilité Une fonction f est dérivable en Kossi

km l'EI existe et c R

Remarque Enposant Xoth on a ftp.flhjf d figflxothl flalh
Cette limite est appelée la dérivée de feux et notée j a
Exemple Soit f x sin x et Xo 0 on a déjàun

Emo flxothl flxol.fi sinlothl sinld.fi singhtlyh h

Interprétation graphique
Y y fa

Droite bleue

y ffx Hohtflkx x
ÏÏ

y flot ÉÉ x x

Eu pente de 1

Exemple

gjIsinkt



Def différentiabilité Une fonction est différentiable en Xo ssi

7A ER tel que f x flot a x x r x

où r x vérifie ftp III 0

Remarque en posant Rl x II on a que f estdifferentiable
en Xo Ssi

7 TER tel que f x f xd d x x x xdR x

on Rex vérifie ftp.R x O

Thm f est differentiable en et f dérivable en
De plus d f x

Preuve f est différentiable en Xo avec ER

flxl flx.lt a x xd nul avec him I o
O

fin f41 ffff K el o

fief o

km l'II a

f dérivable en et f xd a

Def fonction dérivée On dit que f D R estdérivable surJa b CD
si f est dérivable en toutpoint Xo E a bl La fonction

l Rpg _qg
Sixth fu et la dérivée de f flan


