[. Continuité

Nous revenons a I’étude générale des fonctions réelles avec la notion de continuité. Comment dire
en termes mathématiques que 'on peut “dessiner le graphe d’une fonction sans lever le crayon” ?
Nous verrons une définition faisant intervenir des e et des §, puis nous analyserons le cas des

fonctions connues : polynomiales, rationnelles, trigonométriques, exponentielles et logarithmes.

1 Rappels

Pour définir la limite d’une suite de nombres réels (x,), vous avez di modéliser la notion
d’arbitrairement proche en introduisant un nombre ¢ réel et positif. Un nombre z est alors la limite
de la suite si pour tout € > 0, il existe un nombre entier N tel que |z — x,| < € pour tout n > N.
En d’autres termes, la différence entre les termes de la suite et la limite s’amenuise & mesure que
I’on avance dans la suite.
cos (\3/n—~|—1)

nd+1
Avant de commencer & faire des calculs, remarquons que cette expression est définie Vn € N.

Exemple 1.1. Calculons la limite de la suite z,, =

D’autre part, le cosinus d’un nombre réel est toujours compris entre —1 et 1, si bien que

1
Vni+1
Cette fraction tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Formalisons-le avec des epsilons.
Soit € > 0. On veut n tel que R n34+4
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Vous avez développé des méthodes qui permettent d’éviter I'usage de la définition et nous les

rencontrerons & nouveau dans ce chapitre.

2 Fonctions continues

Nous étudions le graphe d’une fonction réelle f : D — R avec D inclus dans R et nous nous
trouvons par conséquent dans le plan R?. Pour approcher un point du plan, il faut modéliser la
notion d’arbitrairement proche a I’aide de deux nombres ¢ et §, arbitrairement petits, qui décrivent

ce qui se passe sur chacun des deux axes.

Définition 2.1.
Une fonction réelle f est continue en un point a de son domaine de définition si lim f(z) = f(a).
T—a

Si f n’est pas continue en a, on dit qu’elle est discontinue en ce point.

On dit que f est continue si elle est continue en tout point/de son domaine de définition.

Remarque 2.2. La définition de la limite d’une fonction permet de traduire cette définition de
la fagon suivante : f est continue au point a s'il existe un intervalle Ja — u, a + u[ sur lequel f est

définie et que, pour tout ¢ > 0, il existe u > d > 0 tel que
O0<|z—a|<d = |f(x)— fla)|<e

En d’autres termes, les valeurs f(x) sont aussi proches qu'on veut de f(a) si z est suffisamment

proche de a.

Exemple 2.3. Considérons la fonction f(x) = |z|. Est-elle continue en zéro ?

Remarquons d’abord que ED(f) = R, si bien que le nombre u ci-dessus n’a pas d’importance.

o

O)=
La valeur de la fonction en 0 es)c 0, si bien que

30
nous devons montrer que |z| s’approche de zéro 251
a mesure que x s’approche de zéro. 20}
C’est bien le cas et nous le formalisons avec des st
¢ et des d. of
Pour tout € > 0, choisissons J, = £ 0sf

On veuk Ix-0|<&;’>\F(X)-F(0)]?<~£_z : R

On l@(x)~€(o)\:]|><l—0\=lx]
Ow vek done |X|4g =9 \Xl(é ) Arv\.ii g£=£ (.OInv-ieuJ'.

= g’ esh c,om"fnu.e en 0.
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Exemple 2.4. Nous montrerons que les fonction\s réelles de type Poe'amom(:a,l ) v‘a:}i OMV\CJ »
’:"/\A'.%DVIOM'G‘;‘\ATC'% 5 eX powv ml't-b\ ek bs%it continues sur leur domaine de définition.

La fonction sign : R — R est distonhinue en O.

4 six>o0 Qewn £(x) n'exiske
X o s§tx=0 S RK—>0 \oo._s'
-1 sixeco
La fonction sign : R* — R est cownttviue. -1 Or OEED (3‘3“)
cor 0 &1
. f:R = R A1 &Mg_(ﬂ:-?pmi:i
L[ s +—0o° r22 xX=22
v 0 sinon ‘2 v -?f F(Z)
£ el Mreconhvue emy = 2.

Remarque 2.5. Nous avons vu que la définition de limite d’'une fonction peut s’exprimer en
termes de suites. Par conséquent, une fonction f est continue en a si et seulement si 'image par f

de toute suite qui converge vers a est une suite qui converge vers f(a).

Plutét qu'un critére qui permet de démontrer qu’'une fonction est continue, cette caractérisation
permet parfois de montrer qu’une fonction est discontinue en un point.

Exemple 2.6. Considérons la célebre fonction de Dirichlet définie comme suit :

1 . cecel] 0 @ecq @ Vo
. sizeQ
0 sizeR\Q

+ A/f,i(ﬂ\nk tout wh de . _\FL
éwuuemrl.c o,:Ma.:AO 5 @F:): 4 . Teis powr (x"‘)\nel'N'k {:.ct.xv..-v—\ 4 @1

w2 o b )20 Yo, done i F) 20 7 FO):4

ow & X,— 0 #© oY)

Les résultats que nous connaissons sur les limites de fonctions nous donnent immédiatement
les résultats suivants sur la continuité
Proposition 2.7. Soient f et g deuzx fonctions réelles continues en a. Alors

1. La somme f + g est continue en a.

2. Pour tout o € R, le produit o - f est continu en a.

3. Le produit f - g est continu en a.

4. St g(a) #0, le quotient f/g est continu en a.
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£ler=x

Exemple 2.8. Toute fonction polynomiale est continue. De méme, Youte fonction rationnelle est

continue sur son ensemble de définition. En effet, la fonction identité‘est continue (voir exercices).

Par la propriété 3, Xz, X’S, e, )(“ Sov\‘- cov«kmu.c.s .

Par la propriété 2, o x v e,.s\' ClehV‘—M . i w

Par la propriété 1, 'i'ou\'t. Qov\ek'mn Poea\nsw“:-“\" u\' whttvxu.e.  BnX 4 ko o
Par la propriété 4, "'ou\'e. P ow,\‘f own ro.\n'oumc\h. e,s" (ovn"l wue Swr Sow ED .

Proposition 2.9. Soient f une fonction réelle continue en a et g une fonction réelle continue en

f(a). On suppose que l'image de f est contenue dans D(g). Alors go f est continue en a.

Démonstration. C’est & nouveau ce que nous savons sur les limites qui nous permet de conclure.

Comme il_I)I}L g(f(x)) = g(f(a)), la composition g o f est continue en a. O
Un concept important pour les fonctions est le prolongement par continuité.

Supposons que nous étudions une fonction définie en R\ {0}, par exemple f(x) = L

Existe-t-il une autre fonction g définie sur tout R et continue, qui coincide avec f sur D(f)?

Dans ce cas la réponse est claire : on pose ¢g(0) = 4_ puisque f(z) =1 pour tout x # 0.

Mais il est souvent plus difficile de savoir si I’on peut, ou non, prolonger une fonction par continuité.

Définition 2.10. Soit f une fonction définie au voisinage de a, mais qui n’est pas définie en a.

On suppose de plus que lim f(x) existe. Alors la fonction
Tr—a

g : D(f)yuf{a} — R
{ fx) six € D(f)
Tr

lim f(z) siz=a
Tr—ra

est le prolongement par continuité de f en a.

(PPC)
Remarque 2.11.

Le prolongement par continuité de f en a est par construction une fonction continue en a.

1 X
Exemple 2.12. Considérons la fonction f(x) =z - cos (E) définie dans 1%

C&\w«.\ou.\ 'eA'aW\- (‘,'(-Y\ : Cow»w\g, cos() e[-l.) |] Vo(é IR , oOwn a
X0
—x ¢ xeas (L)L x .
L’H‘\‘*" X= 0, nos doax 3c.vsiwwmu —x erx tendunk vees O

£ est impase
Dohc "Q:MA c’(X\ =0. " G(X)P‘F("‘)
AX=>0 F(x) si X & [R
PPC 3(50-‘-{ O six=0 1
ﬂi,:;w X w&(%) = 'QA')M

X 00
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3 Le Théoréme de la valeur intermédiaire

Passons maintenant a I’étude du comportement des fonctions continues sur un intervalle fermé.

Définition 3.1. Une fonction réelle f : [a,b] — R est continue sur [a, b] si elle est continue en tout
point de ]a, b[ et si elle est continue a droite en a et continue & gauche en b; on demande donc
qu’aux bornes de 'intervalle, on ait 3611)1(1;1+ f(x) = f(a) et JL“,?_ f(x) = f(b).

Exemple 3.2. La fonction f(z) = v/1 — x est continue sur [0, 1]. En effet, g(z) = 1—x est continue
sur R car c’est une fonction polynémiale. La fonction racine est définie et continue sur R7 .

Ainsi, f est une composition de fonctions continues qui est donc continue sur [0, 1.

Il reste a regarder ce qui se passe en 1. Comme lim /1 —z =0 = f(1), c’est gagné!

z—1—

Théoréme 3.3 (de la valeur intermédiaire). Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]
avec f(a) < f(b). Sid est tel que f(a) < d < f(b), alors il existe ¢ €]a,b| tel que f(c) = d.
Un résultat similaire est obtenu si f(a) > f(b) : dans ce cas, si d est tel que f(a) > d > f(b), alors

il existe ¢ €a,b[ tel que f(c) = d. T (‘\'(Co) - C(c1) = ‘P(C-,_) =d

i O -
4 s ., ¥ ‘f >
clx G ¢ C.=5 b

Démonstration. Considérons le sous-ensemble
S ={z€lab]| f(x) <d}

Cet ensemble est non vide, puisqu’il contient a, et est majoré par b. Comme R est complet, la borne

supérieure s de S existe. On sait aussi que s est le plus petit majorant de S. Comme f est continue

en s, on a lim f(x) = f(s). En particulier, pour toute suite (x,),eny dans S avec lim x,, = s, on a
Tr—S n—oo

lim f(z,) = f(s); comme f(x,) < d est toujours vrai, on a f(s) < d puisque d est un majorant
n—oo

de l'ensemble { f(z,) | n € N}. Considérons maintenant
T ={z € a,b] |x> s}

Les éléments de T' ne sont donc pas contenus dans S, si bien que f(x) > d pour tout x € T'. Donc
f(s) =lim f(z) = lim f(z) > d. Nous avons montré que f(s) < det f(s) > d, donc f(s) =d. O
r—S

1 B

-@ whkmu& X ET
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4 Fonctions réciproques, trigonométriques et exponentielles

Nous avons établi que les fonctions polynomiales et rationnelles sont continues sur leur ensemble
de définition. Nous allons voir maintenant que toutes les fonctions trigonométriques sont continues
et parlerons ensuite de la continuité des fonctions réciproques afin de traiter le cas des fonctions

trigonométriques réciproques et logarithmes.

Proposition 4.1. Les fonctions sin et cos sont continues.

T

Démonstration. cos est continue (voir série). Par suite, comme sin(z) = cos( — =X ),

S(\n()() esk douc 0o COMPO.Si]—"om de 3&]:%-)& <l “\(xX: cos (x)
}ou.b.s o\.u-a\-x Co\nhv\u.e.) . ’bom SlV\(X) &3‘ w%kuwc. ]

Corollaire 4.2. Les fonctions tan et cot sont continues sur leur domaine de définition.

Démonstration. tan(z) = '2‘:;—2':% et cot(z) :C::i—((xx)) So\n" s quo"\'w\-‘:\

de Qo“o\'ious Coh"\'wuss)&okc ’\'a.w(x') o ool'(x) }ou} c,ow“tvmbs. (ffﬁ*f-zgalf))

vV + 1)

_ Vi-1)
D(f) :] 4 ;) +o0 L . Cette fonction est continue sur son domaine de définition car 't' u"'
(JYVY B (,ow\po.h'\;l on de (IOV\IJ/L'QV\.S Cpm"fV\ULC.S duy ‘b r‘ﬂ l
Etudions son comportement dans les bords de son ensemble de définition.

Lewn | D(x) w existe pod o *-?Mw* Vxel 3o

X4 X247 Yx=1 . ']

= ¢ ol dapw e plons vk dows L0 1)

Qwe Lx) = sin(4) > AR 5= Sl'\n(’l)

Exemple 4.3. Considérons la fonction f définie par f(z) = sin (

X=> +00
Esquisse du graphe : R(’.W\MQWC'
\ L)
4
, (X) = Sin X+
A 3 x -— l

/\

QN I )\ 4 (az%c) D(a) =]—°°;-EIU'D(‘3).
- 4“ J\JV ‘6"31") :a(-xj,): .

- Qe a(x) = Sin(4)
(s 4

K==
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Proposition 4.4. Toute fonction f : I — R définie sur un intervalle I C R qui est injective et

continue est strictement monotone.

Démonstration. Supposons par l'absurde que f n’est pas monotone. Il existe donc trois points
a,b,c € I avec a < b < ¢, mais avec f(b) qui n’est pas strictement compris entre f(a) et f(c).

Il y a alors deux cas :

Bla) ¢ £(e) £(a) >F(c)
4 @ O
F(C) Secc s ssl = e = oo ; F(B‘ - ceac0
I
Meel | el
R T

@ {:("-) ask Sl‘ﬁb\_ﬂmcn“ owApaLa ewbu £(b) <F o)
@ fla) et shictement (Owaprfy eche 8(b) o ({(c)

Suppbsous que wious Sowrmes dows lo c«.:@ ((.e. w@ .Stwlou'vc)
() esh compud e E(b) & Ho) =
stk R(WYL §() 2 h() ,  soit £(a) £ Fle)  &(b),

?OSGV\,S Q(C—) = A .
?ou- b. Thw 3.3. dr le \rc-l.u.u twl'umé.ouwirt ,

3 ¢ é:[a',\o[ L,q P(c')_-.- ol,=(1(<-)
COW(’PAA;L(—hOM ovee \7\'v\‘ee,kvi\-ef de 53 . En e@(:t(' ,
cdc or czh o ¢ eJa b, dew ¢'4b o
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Théoréme 4.5. Soit f une fonction réelle bijective et continue.

Alors la fonction réciproque f~1 est aussi continue.

Démonstration. Nous allons supposer par I’absurde que la fonction réciproque n’est pas continue,
donc qu’il existe une suite (y,) qui converge, disons vers b € D(f~'), mais telle que son image
(f7*(yn)) ne converge pas vers f~1(b).

Comme f~! est la réciproque de f, on peut définir une suite (z,) et un nombre a € R tels que

f(z,) = y, pour tout n € N et f(a) = b en posant simplement z,, = f~(y,) et a = f~1(b).

(44):

On doit wer VY E >0 ,E‘NélNl:.cI VV*ZN)IX“-&|<£
Nigohon :  3E >0 bg VNEN , InoN Sl e

O\n Su\opo_so_ “QOL Vléaa.\ﬂ:om PM P&JDSu,rA.L l

Puisque (z,,) ne converge pas vers a, par définition de la convergence, il existe un € > 0 tel que
pour tout N € N, il existe k € N avec k > N mais |z — a| > . Par conséquent,

soit xp > a+¢e, soit xp < a—e.

Par la proposition précédente nous savons que f est strictement monotone, supposons monotone

croissante, le cas décroissant étant similaire, si bien que pour tous les k € N ci-dessus, on a
soit yr = f(zx) = fla+e)=f(a)+0=b+0, soit yp= f(xx) < fla—e)=b-17"

ou = fla+e)— f(a) >0 et & = f(a)— fla—e)>0.

Dans les deux cas, cela contredit le fait que la suite (y,) converge vers b. O
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Exemple 4.6. Toutes les fonctions réciproques des fonctions trigonométriques

arccos : [—1;1] — [0; 7] arcsin : [—1;1] — [—-2; 7]

2
arctan : |—oo;00[ = |—7; 5[ arccot : |—oo; 00[ — |0; 7|

SIE

sont continues.

Pour terminer nous aimerions appliquer ce résultat a la réciproque de la fonction exponentielle,

c’est-a-dire au logarithme. Il nous faut pour cela établir la continuité de exp,.
Proposition 4.7. La fonction exp, : R — R% est continue pour tout a > 0.

Démonstration. Nous avons défini la fonction exp, en prolongeant par continuité I’application

f:Q — R

r +— a*

La fonction exp, est donc continue par construction.

Corollaire 4.8. Soit a > 0 et a # 1. Alors la fonction log, : R} — R est continue.

Démonstration. log, : RY — R est la fonction réciproque de exp, : R — R* qui est continue.
m



