CATALOGUE

EPFL

Ens. : Peter Wittwer
Analyse avancée II - (n/a)
2 juillet 2021

Durée : 3 heures

11/ a

SCIPER: 999999 Signature :

Attendez le début de ’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 16 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant I’épreuve.
e Pour les questions a choix multiple, on comptera:
43 points si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
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CATALOGUE
Premiére partie, questions a choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’une seule réponse correcte par question.

Question [SCQ-01] : Soit la fonction f: R? — R définie par

3

Floy) = 21yt si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
Alors :
B / st différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle —— est continue en (0, 0)
D f est de classe C* (R2, R)
[ ] f est différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle =— est continue en (0, 0)

D les dérivées partielles de f en (0,0) existent, mais f n’est pas différentiable en (0,0)

Question [SCQ-02] : La solution u(t) de ’équation différentielle
u” + 4u = 8sin(2t)

qui satisfait la condition initiale u(0) = 0 et u’(0) = 0 vérifie aussi :
W)= [Ju(g)=-n [u(3) =1 Ju(g) =0

Question [SCQ-03] : La solution y(z) de I’équation différentielle
V(@) 49/ (@) = 0

qui satisfait la condition initiale y(0) = 0 et 3/(0) = 1 vérifie aussi :
1 1
Wyo-; Oy m=-5 [Jy()=e [Ty =1

Question [SCQ-04] : Soit la fonction f: R* — R définie par
z?y

m si (z,y) # (0,0)

f(z,y) =
0 si (x,y) =(0,0)

0
et soit le vecteur v = (1,1)T € R2. Alors on a pour la dérivée directionnelle a—f :
v

of 1 of of of
W 00=; [ 5, 0.0=0 [ 5,00 =1 [ 5, 0.0 =
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Question [SCQ-05] : Soit h: R?* — R? la fonction définie par
h(u,v) = (u—1+02,2uv, u—1+3v)T,

g: R¥ = R, (2,y,2) — g(,y, z), une fonction de classe C* (R? R), et soit f = goh. Alors, indépendamment
du choix de g, on a :

[ | %(1,0) - 2%(0,0,0) +3%(0,0,0)

] %(1,0) :2%(0,0,0)+2Z—§(0,0,0)+3gi(0,0,0)
[] %(1,0) - 2%(0,0,0) +3%(070,0)

[] %(1,0) = 2%(0,0,0) + %(0,0,0)

Question [SCQ-06] : Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) = sin (a:2 — 2y 4yt — y). Alors
son polynoéme de Taylor d’ordre trois autour du point (0,0) est donné par

1, 1 1 1
WMoy =c—y+a®—2y+y° - 22® + 2%y — s’ + 2P

6" "2 2 6
1., 1 1 1
Dp3(x’y):x—y—6x3—§x2y+§xy2+gy3
1 1
[ pa(ay) =2 —y+a? =20y +4* — 2o’ + 2y

1 1 1
3 L 2 L2, 13
2my+2xy +6y

1
L ps(ey) =2 —y+a® =20y +9* - 2o
Question [SCQ-07] : Soit la fonction f: R?® — R définie par f(z,y,2) = 2%y* + 222 + z + y*25 — 22,
soit U C R? un voisinage du point (z,z) = (1,1) et soit la fonction g: U — R telle que g(1,1) = 2 et
V(z,z) e U, f(x,g(x,z),z) =0. Alors :

dg 4 dg _ 4
W= o =10
dg 18 dg _ 18
[ any=-4 L] =

Question [SCQ-08] : Soit la fonction f: R* — R définie par f (z1, 22, v3,74) = x%+2x1x27x§+x2x37x3x4,
et soit a = (1,1,1,1) € R*. Alors I’équation de I'hyper-plan tangent au point (a, f (a)) € R* x R du graphe
de f,

F(f) = {((l‘l,J?g, x3, .1‘4) ,$5) S R* x R: xr5 = f (.131,.232,$3,J}4)}

est :
- 2—4x1 — 329+ 223+ x4+25 =0 l:, 2—4x1 —4xs+ 223+ x4+ 25 =0
[]2-3z1—32s+ 225+ x4+25=0 [[]2—42, — 42y + 205+ 224 + 25 =0

Question [SCQ-09] : Soit la fonction f: R? — R définie par f(x,y) = x + »2. Alors le minimum global m
et le maximum global M de la fonction f sous la contrainte g(z,y) = y*> — (2 — z)(z + 1) = 0 sont :

-m:—letM=3 Dm:2etM:3 Dm:—letM:2 szSethS

Question [SCQ-10] : Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) = —4y> + 423 + 3y — 3z. Alors, f
posséde sur R? :

. 2 points selles D aucun point selle |:| 1 point selle D 4 points selles
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Question [SCQ-11] : Soit D = {(z,y,2) € R®: 0 < z < 2? + 1¢4? < 1}. Alors l'intégrale

/ 1 dxdydz
D

vaut :
M- [ i~ [] -1 []1

Question [SCQ-12] : Soit D C R? le domaine dans le premier quadrant délimité par les droites
y=z, y=3z, y=1—x et y=3—x, cest-a-dire soit

D:{(x,y)€R2:x>O,y>0,z§y§3z, 1—x§y§3—1‘}

+
/ x 2y dx dy
D X
vaut :

M [ ]9 [le 11

Question [SCQ-13] : Soient les fonctions f : R3 — R? et g : R? — R? définies par

flz,y,2) = ( sin?;yj 2) ) et g(u,v) = ( u32—:}v2 )

Alors on a la matrice jacobienne suivante :
0 0 3 0 -3
(o] 17 17 = o] 1> 17 =
W . 0.10 (_2 ) O) [ Jyes(1.1,0) <O O)
0 2 0 0 O
(o] 17 17 - o 1, 1, =
Jgor(1,1,0) (_3 0) Jgor(1,1,0) (_2 9 0)

Alors, l'intégrale

Question [SCQ-14] : L’intégrale

2

1 x 3 2
1 :/ / cos <y4/3 - y3/2> dy | dx
0 3 4 3

) [Jo L] & sin(55) [ 5 cos (3u*° = 34°%)

vaut :

- sin(1

ol
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Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si laffirmation est toujours vraie ou
la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire si elle est parfois fausse).

Question [TF-01] : Une union quelconque de sous-ensembles ouverts de R™ est un sous-ensemble ouvert
de R™.

B vral [ ] FAUX

Question [TF-02] : Soit Q = {x = (z1,22) € R*: 21| + |22 < 7} et soit (Xk) >0, Xk € €2, une suite.
Alors il existe une sous-suite (ij)j>0 qui converge vers un élément de €.

[ ] VRAI B raux

Question [TF-03] : Soit f: R™ — R une fonction qui est différentiable en tout point de R™. Alors la
restriction de f a un ensemble non vide fermé et borné de R™ est une fonction bornée.

B VRAI [ ] FAUX

Question [TF-04] : Soit f: R™ — R une fonction continue sur R”, telle que f(0) = 0. Alors lir% flx)y=0.
r—r

B VvrAI [ ] FAUX

Question [TF-05] : L’ensemble {(z,y) € R*: 1 < 2? + y? < 4} est connexe par arcs.

B vral [ ] FAUX

Question [TF-06] : Soit f: R™ — R une fonction continue sur R™. Si en xy € R™ le gradient de f existe,
alors f est différentiable en z.

[ ] VRAI B raux

Question [TF-07] : Soit F: R” x R™ — R™, une fonction de classe C*(R™ x R™,R™) et soit (xq,yo) €
oF

R™ x R™ un point tel que F (zq,y0) = 0, et det <3y (z0,90) | # 0. Alors, il existe un voisinage U C R™ de

xo et une fonction f: U — R™ telle que yg = f (zg) et, Vz € U, F (z, f(x)) = 0.

B VvRAI [ ] FAUX

Question [TF-08] : Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) = |y\§ Alors, pour tout point
(70,%0) € R?, le probléme de Cauchy y' = f(z,y), v (¥0) = yo, admet, dans tout voisinage de x( suffisamment
petit, exactement une solution y(x).

[] VRAI B raux
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Troiséme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Vos réponses doivent étre soigneusement justifiées et toutes les étapes de
votre raisonnement doivent y figurer. Utiliser un stylo a encre noir ou bleu foncé.

Laisser libres les cases & cocher : elles sont réservées au correcteur.

Tourner les pages ! Cette section contient 3 questions a 10 points chacune !

Question 23: Cette question est notée sur 10 points.

|:|0 |:|1 |:|2 I:|3 |:|4 |:|5 |:|s |:|7 |:|s |:|9 .10 Réservé au correcteur
Soit
D= {XE (z1,72,23) €ER®*: 1 < o] + 23 +23 < 4}.

Trouver, en justifiant en détail la démarche, I'image de la fonction f: D — R définie par

c’est-a-~dire déterminer I'ensemble I = {y € R: 3x € D tel que y = f(x)}.
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Question 24: Cette question est notée sur 10 points.

Remarque : le théoréme de Bolzano-Weierstrass pour R™ est supposé connu et peut étre utilisé pour répondre
aux questions qui suivent.

(a) Montrer qu'un sous-ensemble X C R™ est fermé si et seulement si toute suite (zy) convergente
d’éléments x; € X converge vers un élément de X.

(b) Soit C' C R™ un ensemble compact non vide. Démontrer que toute fonction f: C' — R qui est continue
sur C' est bornée sur C.




CATALOGUE




CATALOGUE




CATALOGUE




CATALOGUE

Question 25: Cette question est notée sur 10 points.

Soit ’équation différentielle pour une fonction y(z) & valeurs dans R :
y/ — 2$y2

Trouver, pour chaque point (g, o) € R? donné, la solution maximale telle que y(zg) = yo.
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