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Série 14

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. Soit B 2 Zn�n telle que B = (b1; : : : ; bn) et det(B) 6= 0. Posons � =
Q

n

i=1
kbik

det(B)
.

Soit x 2 Zn n f0g tel que v = Bx est un vecteur le plus court de Im Z(B) = B � Zn.
Montrer alors que kxk1 � �.

Indice : la r�egle de Cramer stipule que la solution du syst�eme Bx = v v�eri�e
xi =

det(Bi)
det(B)

, o�u Bi est la matrice carr�ee form�ee en rempla�cant la i-i�eme colonne de B
par v.

Exercice 2. Soit V = F3
3 muni de la forme bilin�eaire standard. SoitW = spanf(1; 1; 1)Tg.

i) Montrer que W �W?.

ii) Montrer qu'il existe 0 6= u 2 V n (W +W?).

Cela montre que pour une forme bilin�eaire non-d�eg�en�er�ee, on a pas n�ecessairement
W �W? = V .

Exercice 3. Soient m points (xi; yi), i = 1; : : : ;m dans R2. Cherchons le meilleur
polynôme de degr�e d approximant ces points (d < m).

f� = arg min
deg(f)�d

mX

i=1

jf(xi)� yij
2:

1. Rappeler la forme de la matrice de Vandermonde V 2 Rm�(d+1) associ�ee aux
valeurs x1; : : : ; xm.

2. R�e�ecrire le probl�eme en un probl�eme des moindres carr�es du type

x� = arg min
x2Rd+1

kV x� yk22 :

3. Trouver la meilleur droite approximant les points (0; 0); (1;�1); (2; 3), et (�1; 1).
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Exercice 4. Soit A une matrice hermitienne. Montrer que la d�ecomposition du th�eor�eme
spectral A = PDP �, o�u P est unitaire, implique que

A =
X

�

�P�;

o�u P� est la projection sur l'espace propre E� et la somme est prise sur toutes les valeurs
propres distinctes de A.

Exercice 5. Soit A 2 Cn�n. Le rayon spectral � est d�e�ni comme � = maxfj�j : � 2
C; � valeur propre de Ag. On consid�ere la suite Ak pour k 2 N. Montrer les assertions
suivantes :

1. Si � � 1, alors Ak ne converge pas vers la matrice 0.

2. Soit B = �I +N , o�u � 2 C et N 2 Cn�n est une matrice nilpotente. Si j�j < 1,
alors limk!1Bk = 0.

3. La suite Ak converge vers la matrice 0 si et seulement si � < 1.

Exercice 6. Trouver toutes les formes normales de Jordan possibles pour une matrice
A 2 C8�8 dont le polynôme minimal est mA(x) = x2(x� 1)3.

Exercice 7. Soit V l'espace vectoriel des fonctions continues de R vers R. On consid�ere
le sous-espace vectoriel W engendr�e par f1(x) = sin(x), f2(x) = cos(x), f3(x) = sin(2x)
et f4(x) = cos(2x).
Soit � :W !W l'application lin�eaire donn�ee par d�erivation.

1. V�eri�er que les fonctions f1; f2; f3 et f4 sont lin�eairement ind�ependants.

2. D�eterminer la matrice de � dans la base ff1; f2; f3; f4g et en d�eduire la forme
normale de Jordan de �.

Exercice 8. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps K munie d'une
forme bilin�eaire sym�etrique h�; �i. On consid�ere W un sous-espace de V .

1. Montrer qu'on a toujours W � (W?)?.

2. Donner un exemple d'espace vectoriel V munie d'une forme bilin�eaire sym�etrique
et d'un sous-espace W tel que W 6= (W?)?.

3. Montrer que h�; �i est non-d�eg�en�er�ee si et seulement si W = (W?)? pour tout
sous-espace W.
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Exercice 9. Soit (V; h�; �i) un espace euclidien de dimension n impaire et � : V ! V

une isom�etrie satisfaisant det(�) = 1 (voir Take-Home Exam 3 pour la d�e�nition d'une
isom�etrie).
Montrer qu'il existe v 2 V n f0g tel que �(v) = v.
En d�eduire que toute rotation en R3 poss�ede un axe de rotation (th�eor�eme d'Euler).

Exercice 10. Soit V un espace vectoriel r�eel et � : V ! V une application lin�eaire qui
n'admet pas de valeurs propres r�eelles.
Est-il possible que dim(V ) soit impaire?
Montrer que tout sous-espace W qui est invariant sous � a une dimension paire.

Exercice 11. Soit A une matrice r�eelle sym�etrique, di��erente de la matrice z�ero, telle que
tout coe�cient sur sa diagonale est z�ero.
Montrer qu'une telle matrice est ind�e�nie, c'est-�a-dire, qu'il existe deux vecteurs u 6= v

tels que uTAu < 0 < vTAv.

Exercice 12. Soit Rn�n l'espace des matrices �a coe�cients r�eels et on d�e�nit l'application
lin�eaire � : Rn�n ! Rn�n par �(A) = A+ AT .
Calculer le polynôme minimal, les valeurs propres et le polynôme caract�eristique de
l'application �.

Exercice 13. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique dont au moins une valeur propre a
la multiplicit�e alg�ebrique strictement plus grande que 1. Montrer que v;Av; : : : ; An�1v

est une famille li�ee pour tout vecteur v 2 Rn.
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