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Série 13 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’aprés et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. (+) Synthése des résultats sur la forme normale de Jordan.
Soit A € C™*™ une matrice et J € C**" sa forme normale de Jordan. Appelons un
bloc de Jordan ayant A sur sa diagonale un bloc associé a A. Alors

1. Les blocs de J sont associés aux valeurs propres de A.

2. La somme des tailles des blocs associés a la méme valeur A est égale a la multi-
plicité algébrique de A.

3. Le nombre de blocs associés a la méme valeur A est égal a la multiplicité géométrique
de M.

4. La taille du plus gros bloc de Jordan associé a A est égale a la multiplicité de A
dans le polynéme minimal de A.

5. La forme normale de Jordan est unique a ordre des blocs pres.

Solution. Il s’agit d’une synthése des résultats.

Exercice 2. Soit A € C™*". Montrer, a l'aide de ’exercice précédent, que A est diag-
onalisable si et seulement si son polynéme minimal n’admet que des racines simples
(c’est-a-dire leur multiplicité est 1).

En déduire que si A € C™*™ vérifie A®> = A, alors A est diagonalisable.

Solution. D’apres le point 4 de l’exercice 1, la multiplicité d’une valeur propre A
dans le polynéme minimal donne la taille du plus gros bloc associé a cette valeur.

Par conséquent, chaque bloc est de taille 1 dans la forme de Jordan de A.
Celle-ci est donc une matrice diagonale, et A = PJP~! donne eractement la
diagonalisation de A.

Dans le cas ou A3 = A, le polynéme z° —z = z(z + 1)(z — 1) annule A. Le
polyndéme minimal de A divise donc z° — x, et ses racines doivent également étre
simples.



Exercice 3. Soit T : C'? — C!? un endormorphisme admettant pour polynémes car-
actéristique et minimal

pr(z) = (z — 6)*(z + 3)°z?, mr(z) = (z — 6)*(z + 3)°z.

Montrer qu'’il n’existe que 6 tels endormorphismes a conjugaison par isomorphisme pres
(¢ o fog ! sont considérés comme la méme application pour ¢ un automorphisme de
C'?).

Solution. Il s’agit 1ct de compter le nombre de formes normales de Jordan possibles,
sans compter les permutations entre blocs.

Les blocs associés a la valeur 6 vérifient que : la somme de leurs tailles est 4
et le plus gros bloc est de taille 2. Les deux seules possibilités pour les tailles des
blocs sont donc 4 =2+2et4=2+1+1.

Similairement, les trois possibilités pour 3 sont : 6 =3+1+1+1,6 =3+2+1,
et 6 =3+ 3.

Il n’y a qu’une possibilité d’agencement des blocs associés 4 0 (2 =1+1), et
donc le nombre de formes normales de Jordan différentes est 2 x 3 x 1 = 6.

Exercice 4. Calculer le polyndéme caractéristique et le polyndéme minimal de la matrice
suivante
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dont les valeurs propres sont 1, 2, En déduire sa forme normale de Jordan.

Solution. En développant par la derniére colonne, le polynéme caractéristique py
de A est

pa(A) = A%+ 207 — 17A% — 16A° + 115X* — 22)0% — 2797 + 324 — 108.

Des divisions successives par A — 1 donnent le produit ps(A) = (A — 1)3(A® +5A* —
BA3 — 45)2 + 108), et de mouvelles divisions par A + 3 et A — 2 donnent pa(\) =
(A—=1)3(A+3)*(A—2)2. Par conséquent, les valeurs 1,2, et —3 ont pour multiplicité
algébrique 3,2 et 3 respectivement.

Pour connaitre la décomposition de Jordan et le polynéme minimal, il s’agit
d’abord de calculer la multiplicité géométrique de chaque valeur. Or on remarque
immédiatement que rang(A — AXI) = 7 pour A = 1,2,-3, et donc que les mul-
tiplicités géométriques sont toutes 1. La forme de Jordan est donc composée
de trois blocs diagonauz, chacun associé a une des valeurs propres. De plus, le
polyndéme minimal est égal au polyndme caractéristique.
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Exercice 5. Soit A € C**", et J sa forme normale de Jordan.
Montrer que les valeurs propres de e’ sont de la forme e*, ot1 A est une valeur propre
de J. Montrer que les multiplicités algébriques de e* et A sont égales et en déduire que

det(e?) = e,

En déduire que l'application e* de R™*"™ vers GL,(R) n’est pas surjective. Est-elle
injective?

Solution. Les polyndémes caractéristiques de A et de J sont identiques, donc le
nombre d’apparitions d’une valeur propre A sur la diagonale de J est égal a sa
multiplicité algébrique. Pour chaque bloc de Jordan B associé a une valeur propre
A, la matrice B* est triangulaire supérieure avec \* sur sa diagonale. Par suite,
I’exponentielle e? est triangulaire supérieure avec e* sur sa diagonale.

J est bloc-diagonale et son exponentielle est également bloc-diagonale avec
pour blocs les exponentielles des blocs de J. Par conséquent, e’ est triangulaire
supérieure avec e sur sa diagonale.

Notons que le nombre de e* dans la diagonale de e’ est égal au nombre de
A dans la diagonale de J. C’est pourquoi la multiplicité algébrique de e* comme
valeur propre de e’ est égale 4 cette de A comme valeur propre de J.

La conclusion découle du fait que le déterminant est le produit des valeurs
propres et la trace est la somme des valeurs propres:

det(e”) = det(e?) = [[ &* = e2n? = T4,
X

Comme la fonction réelle f : R — R : z +— e® est strictement positive pour tout
z € R on déduit du résultat précédent que det(e?) > 0 lorsque A € R™ ", ce qui
montre que e* n’est pas surjective.
0 —27
2r 0

Pour la matrice
on obtient e® = I et comme on a aussi e’ = I on conclut que ’application e® n’est
pas 1njective.



Exercice 6. Soit A, B € R™ " telles que A = — AT et tr(B) = 0.
Montrer que la matrice e est orthogonale et que la matrice e® appartient a SL,,(R).

Solution. On calcule
T T
eA(eA)T = eAeAT — ATAT _ |
ol on a utilisé la commutativité des matrices A et AT. Le calcul montre que e
est une matrice orthogonale.

On sait que det(ef) = eT(B) = e = 1 et on conclut que e? appartient 4 SL,(R).

Exercice 7. Soit A € C™*™ un bloc de Jordan avec A sur la diagonale. Soit z € R™ un
vecteur. Montrer que

n
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Solution. On peut écrire A= D+ N ou D est diagonale et N est nilpotente. Comme
D et N commutent, on a que e?t = ePteNt. Il est facile de voir que eP* = eM].
Pout trouver eMt, on observe que

z 0
J e)\t

1 st1+1=7
Ny = { i l=y
0 sinon,
donc on obtient que
1 st1+k=7
(N%);j = { :
0 sinon.
Deés lors,
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1t 5 .. (Zfz)! (:.71)!
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1=0 k! : . 2
- : T 1 t o
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c’est-a-dire que
tj—i .. .
(M) ={G s1] 21
2 0 sinon.
Finalement, on obtient que eftz = ePteNtz = eMeliz, donc
(e#iz) = e z”: (M) z; = ekti Tt
i = i3 "7 = -r

Exercice 8. Soit @ : R* — R une application telle que

Q(z) = 9z7 + 7z2 + 1125 — 87172 + 8T1T3.

4



a) Trouver une matrice symétrique A € R®**® telle que Q(z) = zT Az pour tout
z € R

b) Soit B la base canonique. Trouver une base B’ = {vy, v», U3}, telle que
Q(z) = [z]z Dlzle

ou D est une matrice diagonale.

Solution. a) Le matrice A que l’on cherche est
9 -4 4
A=|—-4 7 O
4 0 11

b) On commence par calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Le polyndéme charactéristique de A est

det(A — AI) = (9 — A)(7 — A)(11 — A) — 16(11 — A) — 16(7 — A)
= 234 27X% — 207X + 405
= —(A—15)(A —9)(A — 3)

ainst les valeurs propres de A sont Ay = 15, \y = 9 et A\s = 3. Le premier

2
vecteur propre satisfait (A — A\ I)v; = 0. On trouve v; = % —1| et de la
2
1 2
méme fagon on obtient v, = ;| —2| et v3 = 3| 2 |. La matrice Pgpp
—2 —1

qut satisfait [z]p = Ppg[z]p pour tout z € R® est ainst la matrice avec les
colonnes v, vy et vs:
1 2 1 2
Pgg=-|-1 —2 2
3 2 -2 -1

Maintenant, on a pour tout ¢ € R3

Qz) = [:B]EA[fE]B
= (Ppslz]p)" A(Ppisz]5)
= [z]5'P5 g APpi5[z] 5
- [a;]B/D[:U]B/-
ou 15
D= (PB'B)TAPB’B =10
0

o © O
w o O

est une matrice diagonale.



Exercice 9. Soit A € C°*° dont le polyndme caractéristique est pa(z) = —(z—1)%*(z—3)%.
Les dimensions de 'image de (A — AI) sont 3 pour A = 1 et 4 pour A = 3. La forme
normale de Jordan de la matrice A est

11 1
1 1
L] 3 L] 3
31 31
3 3
11
1
[] 31 [ ] Aucune des autres réponses n’est
3 correcte.

1
3

Solution. Aucune des autres réponses n’est correcte.

Exercice 10. Soit A ¢ C®*® une matrice avec polynéme caractéristique
pa(z) = (z - 1)°(z +1)*(z - 2)

et polyndme minimal
ma(z) = (z — 1)?*(z + 1)(z — 2).

Soit J la forme normale de Jordan de la matrice A. Alors

[ ] Jaau plus 4 blocs de Jordan pour la valeur propre 1.
[] Jaau plus 6 blocs de Jordan.

[ ] 7 a un seul bloc de Jordan pour la valeur propre -1.
[ ] Aucune des autres réponses n’est correcte.

Solution. J a au plus 4 blocs de Jordan pour la valeur propre 1.

Exercice 11. (*) En utilisant la forme normale de Jordan montrer que toute matrice
A € C™™ est semblable A sa transposée AT.

Solution.



