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Série 13

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Trouver etA pour chacune des matrices suivantes :

a) A =

 
x 0
0 y

!
o�u x; y 2 C.

b) Une matrice A 2 Cn�n qui satisfait A2 = A.

Exercice 2. Soit A 2 Rn�n telle que A3 = A. Alors on a que

etA = In + A
P1

i=0
t2i+1

(2i+1)!
+ A2P1

i=0
t2i

(2i)!
� A2:

etA = In + A
P1

i=1
t2i+1

(2i+1)!
+ A2P1

i=1
t2i

(2i)!
:

etA = In + A
P1

i=1
t2i+1

(2i+1)!
+ A2P1

i=1
t2i

(2i)!
+ A2:

Aucune des autres r�eponses n'est correcte.

Exercice 3. Montrer le lemme 6.3. du polycopi�e.
On consid�ere le syst�eme suivant

x01(t) = a11x1(t) + � � �+ a1nxn(t)
x02(t) = a21x1(t) + � � �+ a2nxn(t)

...
x0n(t) = an1x1(t) + � � �+ annxn(t)

(1)

o�u les aij 2 R. Montrer que l'ensemble X = fx : x est une solution du syst�eme (1)g
est un espace vectoriel sur R.

Exercice 4. Soit A 2 Rn�n. Montrer que d
d t
eAt = AeAt.
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Exercice 5. Soient A;B; P 2 Cn�n telles que P est inversible et A = P�1BP . Montrer
que eA = P�1eBP .

Exercice 6. Montrer que eA+B = eAeB si A;B 2 Cn�n commutent. En d�eduire que e�

est une application de Cn�n vers GLn(C).
Trouver deux matrices A;B 2 Cn�n telles que eA+B 6= eAeB.

Exercice 7. Trouver la solution du syst�eme x0 = Ax o�u

A =

 
2 1
0 2

!
et x(0) =

 
1
2

!
:

Exercice 8. Consid�erons l'�equation di��erentielle de second ordre o�u � > 0 et u 2 C2(R).
8<
:u

00 + �u = 0;

u(0) = � et u0(0) = �:
(2)

1. Reformuler le probl�eme en une �equation en dimension 2 de la forme x0 = Ax avec

x(0) =

 
�

�

!
.

2. Calculer eAt et en d�eduire la solution u du probl�eme initial (2).

Formules : cos(x) =
P
k�0

(�1)k

(2k)!
x2k et sin(x) =

P
k�0

(�1)k

(2k+1)!
x2k+1

Exercice 9. Soit A 2 Cn�n, et J sa forme normale de Jordan.
Montrer que les valeurs propres de eJ sont de la forme e�, o�u � est une valeur propre

de J . Montrer que les multiplicit�es alg�ebriques de e� et � sont �egales et en d�eduire que

det(eA) = eTr(A):

En d�eduire que l'application e� de Rn�n vers GLn(R) n'est pas surjective. Est-elle
injective?

Exercice 10. Soit A;B 2 Rn�n telles que A = �AT et tr(B) = 0.
Montrer que la matrice eA est orthogonale et que la matrice eB appartient �a SLn(R).
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Exercice 11. Soient a et b deux nombres r�eels tels que 0 < a < b. Trouver etA pour la
matrice

A =

 
a b

�b a

!
:

Utiliser ceci pour trouver la solution du syst�eme x0 = Bx o�u

B =

 
2 5
�5 2

!
et x(0) =

 
2
�1

!
:

Exercice 12. Soit A 2 Cn�n un bloc de Jordan avec � sur la diagonale. Soit x 2 Rn un
vecteur. Montrer que

(etAx)i =
nX
j=i

xjt
j�i

(j � i)!
e�t:

Exercice 13. On consid�ere un syst�eme di��erentiel x0 = Ax et on suppose que A est une
matrice nilpotente, si bien que Am = 0 pour un certain entier m > 0. Montrer que,

dans une solution x(t) =
�
x1(t) � � � xn(t)

�T
chaque fonction xi(t) est un polynôme

en t et qu'il est de degr�e au plus m� 1.

Exercice 14. (*) Soit A 2 Cn�n inversible. Montrer que A est diagonalisable si et seule-
ment si Am est diagonalisable pour un certain m 2 N�.

Donner un contre-exemple lorsque A n'est pas inversible.
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