Prof. Friedrich Eisenbrand 9 mai 2025

Algébre linéaire avancée Il
printemps 2025

Série 11 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’aprés et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. (+) Synthése des résultats sur la forme normale de Jordan.
Soit A € C™*™ une matrice et J € C**" sa forme normale de Jordan. Appelons un
bloc de Jordan ayant A sur sa diagonale un bloc associé a A. Alors

1. Les blocs de J sont associés aux valeurs propres de A.

2. La somme des tailles des blocs associés a la méme valeur A est égale a la multi-
plicité algébrique de A.

3. Le nombre de blocs associés a la méme valeur A est égal a la multiplicité géométrique
de M.

4. La taille du plus gros bloc de Jordan associé a A est égale a la multiplicité de A
dans le polynéme minimal de A.

5. La forme normale de Jordan est unique a ordre des blocs pres.

Solution. Il s’agit d’une synthése des résultats.

Exercice 2. Soit A € C™*". Montrer, a l'aide de ’exercice précédent, que A est diag-
onalisable si et seulement si son polynéme minimal n’admet que des racines simples
(c’est-a-dire leur multiplicité est 1).

En déduire que si A € C™*™ vérifie A®> = A, alors A est diagonalisable.

Solution. D’apres le point 4 de l’exercice 1, la multiplicité d’une valeur propre A
dans le polynéme minimal donne la taille du plus gros bloc associé a cette valeur.

Par conséquent, chaque bloc est de taille 1 dans la forme de Jordan de A.
Celle-ci est donc une matrice diagonale, et A = PJP~! donne eractement la
diagonalisation de A.

Dans le cas ou A3 = A, le polynéme z° —z = z(z + 1)(z — 1) annule A. Le
polyndéme minimal de A divise donc z° — x, et ses racines doivent également étre
simples.



Exercice 3. Cet exercice concerne la Remarque 7.7 des notes du cours. Soient V' un espace
vectoriel, T': V' — V un endomorphisme et f(z) = z(z + 1), 9(z) = (z + 2)(z — 1).

1. Calculez f(z) — g(z).

2. Vérifiez que
1
id = §(T o(T +id) — (T + 2id) o (T — id)).

3. Dans la Remarque 7.7 est-ce que T doit forcément étre un endomorphisme ou
est-ce que la remarque est juste pour toute fonction T': V — V7

Solution. 1. On obtient f(z) — g(z) = 2.
2. Vérification immédiate.

3. Non, on peut facilement trouver des contre-exemples.

Exercice 4. Relire et compléter la preuve du théoréme de Jordan.

1. Montrer que les orbites de

L1y yTi-1, Y, Tit1y---,Tg

engendrent encore V (cf. la démonstration du théoréme de Jordan pour leur
définition).

2. Pourquoi applique-t-on N a la combinaison linéaire autant de fois que possible
? Si k > 2, trouver a quoi ressemble la combinaison linéaire et le vecteur y' qui
remplace z; si on applique N seulement k£ — 1 fois. Argumenter, dans ce cas, que
y' a une durée de vie inférieure a y, mais que les orbites ne générent pas forcément
le méme espace.

3. Montrer que si m = minje;m; — 1 = 0, et donc qu'aucun progres n'est réalisé
dans le cas 2, le cas 1 s’applique : il existe un 7 tel que Nz; = 0, et tel que le
coefficient devant z,; dans la combinaison linéaire est non nul.

Solution. 1. Rappelons que
1 1
T, =—y—— » NI
s i jedg
Ainst, pour tout élément NPz, de l’orbite de z;, on a
1 1 mj—1—(m—p)
NPz, = —NPy— — > 4;N™ Plg.
: Vi jergi
Cect implique que tout élément qui est une combinaison linéaire des éléments

des orbites de xzi1,...,x; peut étre écrit comme combinaison linéaire des
éléments des orbites de

L1y oy T, Yy Tit1y- -+ Ti-
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2. Aprés avoir appliqué N le plus de fois possible (k fois), on trouve, pour un
certain x; de durée de vie k+ 1,

N* <’Yi$i + Z ’)’ijj_l_k:z:j> =0,
JEJ,J#
d’ou notre définition y := YT; + X je g 4 v N™i=1=*z. de durée de vie k.

D’autre part, appliquer k — 1 fois N donne

N <7i$i +o Nz + ) ’Yijj1m$j> =0,
JESIF

pour un certain o; # 0.

Nous serions donc tenté de définir y' := v,x; + o NT; + Xjeg,4 y; N™i—tmmy.
la durée de vie de y' étant k — 1.

Or dans ce cas, la justification de la question 1 ne tient plus : on ne peut

pas écrire r; comme combinaison linéaire de y' et d’éléments des orbites de
Ti,.., Tio1, Tity - - -, Tt

Question ouverte : I’élément N*z; est-il quand méme toujours dans l’espace
généré par les orbites ?
3. Dans cette situation, on ne peut pas factoriser par une puissance de N, ni

réappliquer N car tous les termes deviennent nuls.

La premiére assertion implique qu’un x; apparait dans la combinaison linéaire
avec un coeffictent non nul. La deuziéme donne Nz; = 0. Cect correspond
ezactement au cas 1.

Exercice 5. Donner la forme normale de Jordan J de la matrice

9 4 b
A=|-4 0 -3
-6 —4 -2

Solution. On commence par trouver les valeurs propres de A. On a que le polyndéme
caractéristique de A est

pa(A) = (A —2)*(A — 3).
donc la forme normale de Jordan de A est
2 00 210
Jl =10 2 0 ou J2 =10 2 O
0 0 3 0 0 3

La multiplicité géométrique de A = 2 est 1, donc A n’est pas diagonalisable et la
forme normale de Jordan J est J = J;.



Exercice 6. Le but de cet exercice est de montrer ’unicité de la forme normale de Jordan.

1. Considérons d’abord un bloc de Jordan B € R™*™ associé a la valeur propre A.
Montrer que, pour tout m € N,

rank(B — AI)™ = max{n — m, 0}.
2. Considérons a présent une matrice J construite a partir de blocs de tailles n; >

ny > --- > ny et associés a la méme valeur propre A. Soit m; le nombre de blocs
de taille n;. Montrer que

k
rank(J — AI)™ = > m; max{n; — m, 0}. (1)
-1

3. Montrer que si A and B sont semblables, alors rank((A—AI)™) = rank((B—AI)™).
Déduire que si A and B sont semblables, et que si leur seule valeur propre est A,
alors leurs formes normales de Jordan sont identiques a ordre des blocs pres.

Indice : évaluer (1) en m =ny,ny — L,ma,mo—1,....

4. En considérant chaque valeur propre une a une, conclure de 1'unicité de la forme
normale de Jordan a ordre des blocs pres.

Solution. 1. B — Al est de la forme

01
01

Chaque puissance de B — A fait monter la diagonale et diminue le rang de
1, jusqu’a ce que (B — AI)™ = 0. Ainsi (B — AI)F = 0 pour tout k > n, et la
formule est vérifice.

2. On utilise I’égalité sutvante : rank <1(;1 g) = rank(A) + rank(B).
La relation découle donc naturellement de la question 1, car st

B,
B,

By

alors

A™ =



3. S1 A et B sont semblables, il existe une matrice P inversible telle que A =
PBP 1.

Par conséquent, les matrices (A — AI)™ et (B — AI)™ sont également sem-
blables, car

(A—AI)™ = (PBP™* — APP™)™ = (P(B - AI)P™})".

Leurs rangs sont donc égauz, car leurs images sont isomorphes : P~ définit
un isomorphisme de Im(A) — Im(BP~') = Im(B).

En conclusion, les valeurs rank(A — AI)™ sont invariantes par changement de
base. L’évaluation successive proposée en indice permettra de déduire que
les quantités mq,...,my et ny,...,n, sont également des invariants. Il suivra
naturellement que, des que deux formes de Jordan J; et J, sont semblables,
elles auront le méme nombre de blocs de méme tailles. Les J; et J, seront
donc égales, a ordre des blocs pres.

En évaluant (1) en m=mn; et m=mn; — 1, on a que
rank(A — AI)™ =0, et rank(J — AD)™ ! = m;.

L’entier n, est donc invariant car c’est le premier entier n tel que rank(A —
A)* =0, et m; l’est également par la seconde égalité.

En évaluant (1) en m = ny; — 2, on obtient le m; plus le nombre de blocs
de taille ny — 1. S’il n’existe pas de blocs de taille n; — 1, on obtient donc
stmplement my,. Le rang agit linéairement en m; jusqu’a ce qu’un bloc de
taille inférieure apparaisse. Par conséquent, en diminuant la puissance suc-
cessivement, on peut déduire la valeur de n, : c’est le plus petit entier n < ny
tel que

rank(A — AI)" = (ny — n) - my.

En évaluant (1) en m =ny — 1, on a que
rank(J — AI)™ ' = my(n; — ny + 1) + mo.

L’entier my est donc itnvariant car my, n, et ny, le sont.

Chaque paire d’évalutations donne que m; est invariant, puis que m; l’est
ausst, pour 1 =1,...,k.. C’est ce qu’il fallait démontrer.

4. Pour X\ une valeur propre de A € C**™, on écrit sa forme normale de Jordan

Jx

J sous la forme J = ot J, est constituée des blocs associés a A, et

R )
la matrice R regroupe le reste des blocs.

Notons r la dimension de R, et remarquons que c’est un invariant par
changement de base. En effet, la dimension de J est égale a la multi-
plicité algébrique ma(A) de A, tnvariante car le polyndme caractéristique
l’est. D’otu T =n —mag() est également un invariant.



Soustraire A\I a J agit alors sur Jy, et rend R inversible. En fait, on a tou-
gours rank(R—AI)™ = r (la matrice est triangulaire supérieure avec éléments
diagonauz non nuls : son déterminant est non nul).

Par conséquent, les quantités rank(J, — AI)™ = rank(J — AI)™ —r sont invari-
ants par changement de base. La justification de la question 3 permet alors
de conclure ; la taille des blocs associés a A et le nombre de blocs de chaque
taille sont tnvariants par changement de base.

St une matrice A admet deuxr formes nmormales de Jordan J; et J,, elles
doivent étre semblables par transitivité. Par conséquent, la taille des blocs
et le nombre de blocs de chaque taille sont les mémes : les deux matrices
sont les mémes, a permutation des blocs prés.

Exercice 7. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

a) Si J est la forme normale de Jordan pour une matrice A, J? est la forme normale

de Jordan pour A2.

b) Si A et B sont deux matrices € C**", les matrices AB et BA ont les mémes

formes normales de Jordan.

Solution. a) Fauz. Soit J une matrice en forme de Jordan. On a que J? n’est

pas nécessairement une matrice en forme de Jordan. Par exemple si
110
J=101 1],
0 01
alors
1 21
J2P=10 1 2|,
0 01
et on voit clairement que J? n’est pas en forme de Jordan.

Fauz. La multiplication n’est pas commutative. Par exemple on peut con-

sidérer
1 1 01
a=(o o) 2=(0 o)

01 0 0
an=(38), 5= ().

AB et BA sont deuz matrices en forme de Jordan différentes.

et on obtient

Remargquons que les polynémes caractéristiques de AB et de BA sont iden-
tiques, mais pas les polynémes minimauz.
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Exercice 8. Soient A, B € R®*"™ deux matrices sembables sur C.
a) Montrer que A et B sont aussi semblables sur R.

b) En déduire, a partir de I'unicité de la forme de Jordan (exercice 5), que deux matrices
sont semblables sur R si et seulement s’ils admettent la méme forme normale de
Jordan.

Solution. a) On veut montrer que les matrices A et B sont semblables sur R. Il
existe une matrice P € C**™ inversible telle que

A=PBP '+ AP=PB. (2)

On écrit P = P, + 1P, avec Py, P, € R**™ (cela est possible car chaque élément
de la matrice s’écrit comme (P);; = p;; + iD;; avec p;;,Di; € R et on peut donc
rassembler les p;; dans la matrice P; et les p;; dans la matrice P,). L’équation
(2) donne les deuz équations AP, = P|B et AP, = P;B.

On considére la fonction f(z) = det(Py + zP»), comme f est définie par un
déterminant on sait que f est un polynéme réel de degré n. Mais on peut voir
f aussi comme un polynéme compleze et comme P est une matrice inversible
on sait que f(i) # 0.

Awnst f n’est pas le polynéme identiquement nul sur C et par conséquent f
n’est pas le polyndéme identiquement nul sur R. Il existe un élément y € R tel
que f(y) # 0 car f posséde au plus n racines réelles distinctes.

Posons Q = P, +yP, € R™*", alors @ est inversible et on obtient

b) =: Quand deuz matrices réelles A et B sont semblables sur R alors A est
semblable a sa forme normale de Jordan mais ausst a la forme normale
de Jordan de la matrice B. Ainsit A est semblable a deux formes normales
de Jordan et par unicité on obtient que A et B admettent la méme forme
normale de Jordan.

<: Quand A et B admettent la méme forme normale de Jordan alors les deuz
matrices sont semblable sur C. Le point a) donne que A et B sont ausst
semblable sur R.

Exercice 9. Soit A € C™*" telle qu'’il existe un m € N vérifiant A™ = I. Montrer que A
est inversible, expliciter ses valeurs propres, et en déduire que Tr(A*) = Tr(A4).

Solution. Le polynéme minimal de A divise ™ —1, dont les racines sont les m-émes
racines de l'unité e>™*/™ k = 0,...,m — 1. Les racines du polynémes minimal
de A sont donc des racines m-émes de l'unité. Celui-ct divisant le polyndéme
caractéristique, les valeurs propres de A dowvent également étre des racines m-
emes de l'unité.



Notons au passage que A est tnversible, car elle n’admet pas 0 comme valeur
propre. De plus,

1
Dear,a(z) = det(A — zI) = det(A)z" det(EI — A) = £ det(A)z"Peara-1(1/T).

Les valeurs propres de A™! sont donc linverse des valeurs propres de A, avec
multiplicités algébriques égales.
—_ . -1
Le résultat est donc une conséquence du fait que e2m/m — (ez’”"’/m> , et que
la trace d’une matrice est la somme de ses valeurs propres.

0 1 1
Exercice 10. Soit A= | 2 1 —1] € R¥3, Soit T : R® — R® I"application linéaire
-6 -5 -3

associée A cette matrice A. Trouver des sous-espaces Vi,V, C R3? qui satisfont les
conditions du Lemme 6.15., c'est-a-dire R* = Vi @ V5, T(V;) C V; et Ty, = N; + A1, ol
N;: V; — V; est nilpotente, pour 2 = 1, 2.

Solution. On va suivre la démonstration du lemme 6.15. pour trouver ces sous-
espaces. On cherche d’abord les valeur propres de la matrice A. On voit que
pa(z) = (z + 2)*(z — 2). On calcule alors les espaces des vecteurs propres pour

—2 et pour 2. On a que ker(A — 2I) = span{ 2 } et ker(A + 2I) = span{ —11 }.

On remarquant que dim(ker(A + 2I)) =1 < 7;&1(—2) = 2 on voit que la m_airice

A mn’est pas diagonalisable. On calcule alors ker((A + 2I)?) = span{ —11 , 8 }.
1 0 0 . 1

On va maintenant voir que V; =span{| —1|,[0|} et V2 =span{| 1 |} sont des
-1 1 -1

sous-espaces qui satisfont toutes les conditions du Lemme 6.15.
T(V,) C V, est facile @ voir, vu que V> est engendré par un vecteur propre.

a
Pour voir gue T(Vy) C Vi on prend un vecteur v = —a € Vi, pour a,b e R et
—a+b
—2a+b
on regarde l'tmage T(v). T(v) = | 2a—b | qui est clairement encore un vecteur
2a — 3b
1 0
de Vi car il peut étre écrit comme (—2a+b) | —1| —2b|0
-1 1

Encore une fois, vu que V5 est composé d’un vecteur propre, il est facile de
voir que Tjy, = Ny + 21, ot N, = 0.

Pour Vi on peut voir que Ty, = (T + 2I)y, — (2I)v,. Maintenant on veut voir
que Ny = (T + 2I)y, est nilpotente. On peut utilise la définition de Vi: en fait,
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comme Vi = ker((A + 2I)?) on sait que (N1)%, = 0. On peut aussi vérifier cette
condition directement:

0 0 0 —a 0
(A+2)*=|16 16 O0|,=(4A+2)*| a |=|0
~16 —16 0 a+b 0

Il reste finalement & voir que R® = Vi @ V5. Pour cela, il suffit de montrer
que les vecteurs sont indépendants, ce qu’on peut faire facilement en vérifiant que

1 0 0
det | -1 0 1 | #0 et que V1NV, ={0} en résolvant le systéme
-1 1 -1
a 0
—a |=|c¢]|,
—a+b —C

dont la seule solution possible esta =b=c=0.

Exercice 11. Soit T: V — V un endomorphisme et soit Vi, ..., V;, une décomposition de
Vitelleque V=V -0V, T\V) CVietTy, = N+ AI, o N; : V; = Vj est
nilpotente et les valeurs {\;}*_, sont distinctes. Montrer que
a) V; = ker(T — \;I)* pour un entier a; tel que N;** = 0.
Indice pour l'inclusion D : les polyndmes (z — A;)* et (z — A;)% sont premiers
entre eux lorsque 1 # j.

b) Les Aq,..., A, sont des valeurs propres de 7.

c¢) Le polynéme f(z) = [1%_,(z — A;)* annule T.
Indice : montrer que f(7T')(v) = 0 pour tout v € V en utilisant la décomposition
de V et le premier point.

d) En déduire que l’ensemble {}, ..., Ax} contient toutes les valeurs propres de T
Indice : siv # 0 est un vecteur propre de T de valeur propre A, exprimer f(7")(v)
en fonction de f, A, et v.

e) Conclure que les valeurs sur la diagonale de n’importe quelle forme normale de
Jordan de T constituent ’ensemble des valeurs propres de T'.

Solution. a) Pour un i fixé, soit v € V; et a; le plus petit entier tel que N = 0.
Comme Tiy,(u) =T(u) Vue V; et T(V;) CV;, on a

(T = XI)*(v) = (Tiys — A)™(v)
= (N; + A I — X\I)%(v)
= Nf(v)
=0.



c)

Il suit que V; C ker(T — A\, 1)%.

Pour un v € ker(T—\,I)*, et par hypothése, il existe vy, ..., vy dans Vi, ..., V;
tels que

k
v=> v
j=1
Comme T et I laissent V; invariant pour tout j, on a nécessairement
(T — \I)*v; €V
pour tout j. Dés lors, l’égalité (T — A\;I)*v = 0 implique que
(T — )\iI)ai’Uj =0
pour tout 7.
Or inclusion déja démontrée spécifie que V; C ker(T — \;I1)%, c’est-a-dire
(T — \I)¥v; =0
Cependant, les polynémes (z — X;)* et (z — X;)% sont premiers entre eux
et donc leurs noyaux admettent une intersection triviale, d’aprés le cours.

Briévement, pour 1 # j, on trouve f, g tels que f(z)(z— ;) +g(z)(z—A\,)* =
1. En évaluant en T, et en considérant l’vmage par v;, on a

H(TNT = XI)%v; + g(THT — Ad)*v; = vy,
d’ot v; = 0 pour tout 7 # 1.
Par conséquent, v =v; € V;, comme souhaité.

Soit a; le plus petit entier tel que N;* = 0. Alors
{0} # N7 M (Vi) = (T — AD)™H(Vy)

et donc on peut chotsir un vecteur 0 # v € (T — \I1)* }(V;) C V;. Pour ce
vecteur, on a
(T = XD)(v) € (T — AD)* (Vi) = {0}

car V; C ker(T — A\, I)* par le point a). Ainsi, v est un vecteur propre de
valeur propre A;.

Soit v € V. On peut écrire v = Zle v; avec v; € V;. Remarquons que
(T — Xil)*(v;) € V; pour tout v; € V; (car T et I envoient V; dans V;), et
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donc en appliquant les termes (T — A;I)% l'un apreés l'autre, on obtient

(H(T A
)

H(T ALY
H(

)\k (’Ul) -4 (T — )\k.[)ak(’Uk)

=i eV =0

) Uy + -
T — \I)® > (T = M) (vy + ... %))
T A I > T
T AI)® > U )
ot on a utilisé que V; C ker(T — A;)* par la partie a).

d) Stv € V est un vecteur propre de valeur propre A & {1, ..., A}, remarquons
que pour tout 2, on a

(T — MD)) = (A= A)v

———
#0
= (T — \D)*(v) = (A= \)%v
k k
= (H(T — AJ)‘“) (v) =T = A)%v
=1 =1
# 0.
e) On a montré que {\i,..., A\x} contient toutes les valeurs propres de T (partie

d)), et que chague \; est une valeur propre. St J est une forme normale de
Jordan quelconque de T, on peut trouver une décomposition de T comme
dans l’énoncé du lemme 6.15. de sorte que les A; sont précisément les
éléments diagonauzx de J.

Exercice 12. Soit M € C™*™ une matrice formée par des blocs de Jordan ayant chacun
la méme valeur A sur la diagonale. Montrer que

a) Le polyndéme caractéristique de M est pu(t) = (A — ).

b) Le polynéme minimal de M est my(t) = (t — A)¥, ol k est la taille du plus gros
bloc de Jordan.
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En déduire, a ’'aide d’un autre exercice de la série, que le polynéme minimal d’une
matrice générale est [Ti_,(t — A", si et seulement si la taille du plus gros bloc de
Jordan associé a la valeur A; est k; pour tout : =1,...,7.

Solution. a) Clair : le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de
ses éléments diagonauz.

b) Le polynéme minimal divisant forcément le polynéme caractéristique, il doit
étre de la forme (A — z)* pour un certain k < n.

Remarquons que la matrice de (M — AI)™ est bloc-diagonale, avec des blocs
du type (B — AI)™, ou B est un bloc de Jordan associé a A. L’application
B — M\I est l’application de décalage, dont les puissances devienne progres-
swwement nulles. On vérifie sans peine que (B—AI)™ est nulle st et seulement
st m est supérieur a la taille du bloc B.

En outre, (M — AI)™ est nulle si et seulement si m est supérieur a la taille
de chaque bloc. En particulier, le m minimal est celui correspondant au
plus gros bloc constituant M.

Considérons désormais une matrice générale M et sa forme de Jordan J. Le
polynéme minimal de M divise celur de J et vice versa : ils sont donc égauzx car
leur coefficient dominant est 1.

De surcroit, le polynéme minimal de J divise son polyndéme caractéristique par
Cayley-Hamilton, et il est donc de la forme [Ti_,(t — X\;)¥ pour certains k;.

I
Posons J = , o chaque J, est bloc-diagonale construite a partir
J#
des blocs de Jordan de J associés a A (attention : J, n’est pas forcément un bloc
de Jordan).
On vérifie alors que

, T2 (Jn = D)
[1(J = XD =

[T, = A

Remarquons que (Jx— X I)* est triangulaire supérieure, de diagonale (A—X;)* # 0
st A # A;,. Les matrices (J, — )\iI)k‘i sont donc inversibles dés que \; # A. Par

conséquent, [1_,(J — NI)* est la matrice nulle si et seulement si chaque bloc
(Jx — AI)¥ est nul. Le point b) permet alors de conclure.

Exercice 13. (*) Soit A € C**" et soient J une forme normale de Jordan de A, P la
matrice de passage associée (A = PJP1).

1. Soient By, ..., By ’ensemble des blocs de J associés a une méme valeur propre A.
Montrer que dim Im(J — AI) =n — k.

2. En déduire que le nombre de blocs de J associés a une valeur propre A est égal a
sa multiplicité géométrique dimker(A — AI).
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3. Montrer que si A est diagonalisable, chaque bloc de Jordan est de taille 1 et la
décomposition A = PJP ! est exactement sa diagonalisation.

Solution.
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