Prof. Friedrich Eisenbrand 8 mai 2026

Algeébre linéaire avancée I
printemps 2026

Série 11 — Corrigé

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’aprés et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. (+) Trouver e** pour chacune des matrices suivantes :
z 0) .
a)A_<0 y> ounz,yeC.

b) Une matrice A € C**™ qui satisfait A% = A.

Solution.

a) A= <:(I); 2) ou z,y € C. Pour chaque nombre entier kK > 0, on a

(tA)" = <(tg)k (tS)k) .

Donc, on peut calculer et* comme

P TR B (7 L I W o 2L (e 0
¢ _ZH(tA) kZ::k|< 0 (ty)k>_< kgk Eko | S \0 &)

k=0

b) Si A% = A alors (tA)F = tF A pour tout nombre entier k > 1, donc

ooti ] ooti
A 1 __ _
_I+;aA _I+;JA_I+(et—1)A.

Exercice 2. Soit A € R™*™ telle que A% = A. Alors on a que

2141 0o 21
] et=I,+4A% O(E;tll),—i-Az ®, ;;),—A%
L] et =L, +Ax>, (;z+1)' + AT, (t21)
D et _I +AZ7’ 1 (;23:-1)' +A2 00 t22| —|—A2

[ ] Aucune des autres réponses n est correcte.

1



$2i+1
1=0 (2:+1)!

t2i

Solution. et4 =1, + AY® Gy AZ.

'+A200

Exercice 3. Il s’agit d'un lemme du polycopié.
On considere le systéme suivant

xi(t) = auxi(t) +---+ ax,(t)
x5(t) = anxi(t) +---4+ aamXx,(t)
X(t) = () oot Gunxn(t)
ou les a;; € R. Montrer que I'ensemble
Z = {x | x est une solution du systeme (1)}
est un espace vectoriel sur R.
Solution. Sotent x,y : R = R™ avec x,y € 2, a € R, et A = (aij)1<ij<n la matrice

de systéme (1). Car x € 2, on a Lx(t) = Ax(t) et le méme pour y. Donc,

Lt an)(t) = ox(0) + oy ()
— AX(t) + ady(t)

= A(x(t) + ay(t)).

Awnst, 2 est stable sous l’addition et la multiplication par un scalaire. Les autres
propriétés découlent du fait que 2 est un sous-ensemble de l’espace des fonctions
différentiables R — R™.

Exercice 4. Soit A € R™*". Montrer que Se4* = Ae®.

Solution. Par définition, on a

1 1 1
A:I+At+§t2A2+—t3A3+---+Et”A”+---

3!
Alors
d =0+ A+ —2tA2 + 3t2A3 . int”’lA” +
dt 3l n!
=0+ A —tA2 —tZA?’ AT 4
AT T A T T T *
—A(I+At+lt2A2+lt3A3+---+it”A”+---)
B 2! 3! n!
= Ae?.
On peut ausst voir que
d 4, d A JHTTAT &t 1AJ tJ 1AJ 1 tAI
—e - — - = _=
di dt(z‘g = ]Zl 7! jzl(J ! Z Z o ()
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Exercice 5. Soient A, B, P € C™*" telles que P est inversible et A = P 'BP. Montrer
que e = P leBp.

Solution. Par définition,

Or, comme PP ' =1, on a

A* = (P'BP)* = p'BPP'BP...-P"'BP = P'B*P,

k fois

donc
_ =1 ik _ p-1 S _ p-1_B
= E_O HP B*P=P (g_o HB P=P e°P,

ot on peut échanger l'ordre de la multiplication et de l’addition car la somme
converge.

Exercice 6. Montrer que e“*? = e4ef si A, B € C™™ commutent. En déduire que e*
est une application de C**" vers GL,(C).
Trouver deux matrices 4, B € C™*™ telles que eA"B #£ e4e®

Solution.

eree S LN S Iy (e =X A -

n=0 k=0n==k
*© 1

o oo m_oo]-k
Lt T N

Pour C € C™*", on vérifie facilement que l’inverse de e est donné par la matrice
-c
e “.

B™ = e#eb.

Pour répondre a la derniére question de l’énoncé on prend

01 00
4=(o o) (7 o)
a5 (21
€e _<1 1>

pATB _ <cosh1 sinh1>

et on calcule

ainst que

sinh1l coshl

Exercice 7. Trouver la solution du systéme z’ = Az ou

A= (g ;) et 2(0) = @
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Solution. La solution du systéme est
ez(0)

01

Alors, il faut trouver et*. Soit N = (0 0

). On peut écrire

A=2L+N

Comme les deuz matrices 21, et N commutent, on peut utiliser e? = e?2eV. Main-
tenant, on voit que N? =0 alors et¥N =1 +tN et on trouve que

Gth _ e 0\ (1 t\ [e* te*
M0 e*)\0 1) \0 e*

et la solution est donnée par
e2t te2t 1 B eZt + 2te2t
0 e*)\2) 2e% '
Exercice 8. Considérons 1'équation différentielle de second ordre ot A > 0 et u € C?(R).

(2)

u’ 4+ du =0,
u(0) = o et u'(0) = B.

1. Reformuler le probléme en une équation en dimension 2 de la forme 2’ = Ax avec

z(0) = (g)

2. Calculer e’ et en déduire la solution u du probléme initial (2).

. — (=1)% 2k ; — (=1)F _2k+1
Formules : cos(z) = kzz:o s et sin(z) = kgo CIEEYE

Solution. 1. On pose z(t) := <3,((?)> Alors, clairement, z(0) = <,ZO§

o0 = (59) = (& o)== as00,

ot on définit A = < 0 1).

) . De surcroit,

-A 0

2. On sait d’aprés le cours que l'unique solution du systéme est z(t) = e4z(0).

Il s’agit donc de calculer et4 = k>0 %Ak, et donc les puissances de la matrice
A.



Remarquons d’abord que A2 = —\I. Par suite, on a
* = (=N, AP = (—X)kA

Cect nous pousse a scinder la somme en indices pairs et impairs. Les indices
pairs donnent

£ o c(VAR)*
%‘6(%) A% =3"(-1) 2! I = cos(VAt)I.

k>0

Parallélement, les indices impairs donnent

t2k+1

okl (VAR 1
I;)(%H)!A kz;;(—) 2% + 11 \/_A_ﬁsm\/XtA.

Par conséquent, on a

4 = cos(VAt)I + 1 sin VA — ( cos(v/At) % sin(ﬁt)) |

ﬁ —+/Asin VAt cos(ﬁt)

Finalement, les relations z(t) = et4z(0) et u = =, concluent :

u(t) = acos(vVAt) + \'% sin(v/At).

On contrélera que u vérifie bien l’équation différentielle ainst que les condi-
tions 1nitiales.

Exercice 9. Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b. Trouver e*4 pour la

matrice
a b
A= (_b )

Utiliser ceci pour trouver la solution du systéme z’ = Bz ou

B= (_25 g) et £(0) = (_21>

Solution. Le polynéme caractéristique de A est

det(A—AI)=(A—a)* +b = (A —a—1b)(A—a+1b),

awnst les valeurs propres de A sont \; = a — b et Ay = a + b, et v; = <1>

et v, = <1> sont les vecteurs propres correspondants. Donc P 'AP = D, ou



P:(vl 'Ug) et D = (aBbz a—ﬁbi)’ et on a

1 1 e(afib)t 0
tA tD p—1 __
e’ = Pe"P "= (—z’ z) < 0 e(a+ib)t> <

( %eat(e—ibt + eibt) eat(e—z‘bt . eibt))

%eat(_efibt_i_eibt) Eeat(efibt_i_eibt)

N[N |
I DN |es.

Do

SN——

= CIES

[ e*cos(bt) e* sin(bt)
— \—e*sin(bt) e*cos(bt)/’

Maintenant, B = <_25 2), alors par la partie précédente, on a que

otB e? cos(bt) e sin(5t)
— \—e*sin(5t) e*cos(bt) )

Awnsi la solution au systéme d’équations est

z1\ [ e*(cos(5t) + sin(5t)) \ (z1(0)

zo)  \e*(—sin(5t) + cos(5t)) ) \z2(0) )
Pour les conditions wnitiales z,(0) = 2 et z5(0) = —1, on obtient

z:(t) = e*(2cos(5t) — sin(5t))
z2(t) = e*(— cos(5t) — 2sin(5t)).

Exercice 10. On consideére un systeme différentiel 2’ = Az et on suppose que A est une
matrice nilpotente, si bien que A™ = 0 pour un certain entier m > 0. Montrer que
pour une solution

T
o(t) = (z(t) -+ =za(t))
chaque fonction z;(t) est un polyndme en ¢ et qu’il est de degré au plus m — 1.

Solution. On propose deuxr méthodes. La premiére consiste a dériver m fois. Comme
z(t) = Az, on a £(t) = Az(t) = AAz(t) = A%z(t). Par récurrence, la dérivée k-éme,
notée z(F)(t), satisfait z(¥)(t) = A*z(t). Par conséquent, (™ (t) = A™z(t) = 0, et
donc :z:gm)(t) =0, pour 1 <i<n. Cela force z,(t) a étre un polynéme de degré au
plus m — 1.

L’autre méthode consiste a utiliser la résolution a4 l’aide de l’exponentielle.
Comme A™ = 0, on trouve

>0 1 1 1
tA) =Y Z(tA) =L +tA+ PAT+ . tTIA™TL
exp(tA) kgok'( ) 2 HtA+ o + +(m—1)!
C1
Donc, sic = : sont des constantes, la solution est
Cn
1
.'E(t) = exp(tA) c=cC+ tAC + §t2A2C + ...+ m tm_lAm_lc .
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Cela implique clairement gque chaque z;(t) est un polynéme en t de degré au
plus m — 1.

Exercice 11. (*) Soit A € C™*™ inversible. Montrer que A est diagonalisable si et seule-
ment si A™ est diagonalisable pour un certain m € N*.
Donner un contre-exemple lorsque A n’est pas inversible.

Solution.



