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Série 10 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soient A 2 Rm�n et b 2 Rm. On consid�ere l'application

f : Rn ! R : x 7! f(x) = kAx� bk2:
Calculer le gradient de f et en d�eduire qu'une solution optimale du probl�eme des
moindres carr�es est aussi solution de l'�equation ATAx = AT b.

Solution. Un calcul direct montre que le gradient de f est donn�e par 2ATAx�2AT b.
On conclut par un th�eor�eme d'Analyse II.

Exercice 2. Trouver, �a l'aide de la pseudo-inverse, la solution minimale des trois syst�emes
d'�equations:

1: x1 + x2 = b1 2:

8>><
>>:
x1 = b1

x1 = b2

x1 = b3

3:

8>>>>><
>>>>>:

4x1 = b1

0x1 = b2

7x3 = b3

0x2 = b4 :

Solution. Soit A 2 Rm�n, x 2 Rn�1, b 2 Rm�1. La solution minimale du syst�eme

Ax = b, est donn�ee par x+ = A+b. Elle satisfait jjAx+�bjj2 � jjAx�bjj2, 8x 2 Rn�1.

1. La matrice associ�ee au premier syst�eme est

A =
�
1 1

�
:

On peut trouver une d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ. On

trouve

P = 1 ; D =
�p

2 0
�
; Q =

1p
2

 
1 1
1 �1

!
:

Donc on a

A+ = Q�D+P � =
1

2

 
1
1

!

et

x+ = A+b =
1

2

 
b1
b1

!
:

1



2. La matrice associ�ee au deuxi�eme syst�eme est

A =

0
B@11
1

1
CA :

On peut trouver une d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ. On

trouve

P =

0
B@1=

p
3 �2=p6 0

1=
p
3 1=

p
6 �1=p2

1=
p
3 1=

p
6 1=

p
2

1
CA ; D =

0
B@
p
3
0
0

1
CA ; Q = 1 :

Donc on a

A+ = Q�D+P � =
1

3

�
1 1 1

�
et

x+ = A+b =
1

3
(b1 + b2 + b3) :

3. La matrice associ�ee au troisi�eme syst�eme est

A =

0
BBB@
4 0 0
0 0 0
0 0 7
0 0 0

1
CCCA :

On peut trouver une d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ. On

trouve

P =

0
BBB@
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

1
CCCA ; D =

0
BBB@
7 0 0
0 4 0
0 0 0
0 0 0

1
CCCA ; Q =

0
B@0 0 1
1 0 0
0 1 0

1
CA :

Donc on a

A+ = Q�D+P � =

0
B@1=4 0 0 0

0 0 0 0
0 0 1=7 0

1
CA

et

x+ = A+b =

0
B@b1=40
b3=7

1
CA :
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Exercice 3. Soit A;B 2 Cn�n. Montrer que kAxk2 � kAkFkxk2; pour tout x 2 Cn. En
d�eduire que kABkF � kAkFkBkF :
Solution. Soit A 2 Cn�n et soit x 2 Cn. On commence par montrer que

kAxk2 � kAkFkxk2:

Soient A1; � � � ; An les lignes de A. On a

kAxk2 =











0
BB@
A1x
...

Anx

1
CCA









2

=
q
hA⊺

1; xi2 + � � �+ hA⊺
n; xi2

�
q
kA1k22kxk22 + � � �+ kAnk22kxk22

=
q
kA1k22 + � � �+ kAnk22kxk2

= kAkFkxk2;

o�u l'in�egalit�e d�ecoule de Cauchy-Schwarz.

Soit B 2 Cn�n et soient b1; � � � ; bn les colonnes de la matrice B. Alors

kABkF =



�Ab1 � � � Abn

�



F

=
q
kAb1k22 + � � �+ kAbnk22

�
q
kAk2Fkb1k22 + � � �+ kAk2Fkbnk22 par la premi�ere partie

= kAkF
q
kb1k22 + � � �+ kbnk22

= kAkFkBkF :

Exercice 4. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne. Montrer que le polynôme car-
act�eristique de A est r�eel.

D�e�nissons la norme de Frobenius sur Cn�n par kAk2F :=
P

ij jAijj2: Montrer que
kAk2F = Tr(A2); et en d�eduire que si jTr(A)j < kAkF , alors A est ind�e�nie.

Solution. Premi�erement, le polynôme caract�eristique se scinde sur R et il est donc

r�eel :

pA(x) = (�1)nY
i

(x� �i);

o�u �i 2 R 8i.
Deuxi�emement, on a bien

Tr(A2) =
X
ij

AijAji =
X
ij

jAijj2 = kAk2F :

3



On en d�eduit que si jTr(A)j < kAkF , et en notant �i la i-�eme valeur propre de A,
on a

jTr(A)j2 < Tr(A2) () jX
i

�ij2 <
X
i

�2i ; (1)

car la i-�eme valeur propre de A2 est �2i .
Remarquons que les valeurs propres de A sont r�eelles, et donc que jPi �ij2 =

(
P

i �i)
2.

Il suit de l'in�egalit�e (1) qu'un des termes crois�es v�eri�e �i�j < 0. A n'est donc

ni semi-d�e�nie positive, ni semi-d�e�nie n�egative car elle admet une valeur propre

strictement positive, et une autre strictement n�egative.

Exercice 5. Consid�erer l'ensemble de points

M =

( 
1
0

!
;

 
0
�1
!
;

 
5
�4
!
;

 
0
3

!)
� R2:

Trouver un sous-espace H ⊴ R2 de dimension 1 atteignant

D := min
H⊴R2

dim(H)=1

X
a2M

dist(a;H)2

et d�eterminer D.

Solution. Soit A la matrice dont les lignes sont les points de M , i.e.

A =

0
BBB@
1 0
0 �1
5 �4
0 3

1
CCCA :

Par un th�eor�eme du cours, nous devons trouver une d�ecomposition

ATA = U diag(�1; �2)U
T ;

et la colonne de U correspondant �a la valeur propre la plus grande engendrera le

sous-espace voulu. Ainsi, on diagonalise ATA:

ATA =

 
26 �20
�20 26

!

det(ATA� �I) = (26� �)2 � 400

= (�� 46)(�� 6)

) ATA =
1p
2

 
1 1
�1 1

! 
46

6

!
1p
2

 
1 �1
1 1

!

Donc le sous-espace H = ft
�

1
�1

�
j t 2 Rg est le sous-espace voulu et la valeur D est

D =
X
a2M

dist(a;H) =
X
a2M

kak2 � 1

2

 
aT
 
1

�1

!!2

= 52� 46 = 6:
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Exercice 6. Soit

A =

0
BBB@
13=10 9=10 1
1=2 3=2 �1
13=10 9=10 �1
1=2 3=2 1

1
CCCA :

Pour k = 1; 2, calculer l'approximation Ak de rang k de A, vue dans le cours, ainsi que
les quantit�es suivantes

jjA� A1jjF ; jjA� A1jj2; jjA� A2jjF ; jjA� A2jj2:
Solution. On calcule d'abord les valeurs singuli�eres :

ATA =
1

100

0
B@13 5 13 5
9 15 9 15
10 �10 �10 10

1
CA
0
BBB@
13 9 10
5 15 �10
13 9 �10
5 15 10

1
CCCA =

0
B@3:88 3:84 0
3:84 6:12 0
0 0 4

1
CA

det(ATA� �I) = 0

, (4� �)(�2 � 10�+ 9) = 0

, (�� 4)(�� 1)(�� 9) = 0

) (�1; �2; �3) = (3; 2; 1):

Puisqu'on ne s'int�eresse qu'�a A1 et A2, on ne doit calculer que les deux premiers

vecteurs propres :

(ATA� 9I)u1 = 0 (ATA� 4I)u2 = 0

)

8>><
>>:
�5:12x+ 3:84y = 0

3:84x� 2:88y = 0

�5z = 0

)

8>><
>>:
�0:12x+ 3:84y = 0

3:84x+ 2:12y = 0

0 = 0

)u1 =

0
B@3=54=5

0

1
CA )u2 =

0
B@00
1

1
CA

Alors on calcule v1 et v2 :

v1 =
Au1
�1

=

0
BBB@
1=2
1=2
1=2
1=2

1
CCCA v2 =

Au2
�2

=

0
BBB@

1=2
�1=2
�1=2
1=2

1
CCCA

et on trouve

A1 = �1v1u
T
1 = 3

0
BBB@
1=2
1=2
1=2
1=2

1
CCCA
�
3
5

4
5

0
�
=

0
BBB@
9=10 6=5 0
9=10 6=5 0
9=10 6=5 0
9=10 6=5 0

1
CCCA ;

A2 = A1 + �2v2u
T
2 = 2

0
BBB@

1=2
�1=2
�1=2
1=2

1
CCCA
�
0 0 1

�
+

0
BBB@
9=10 6=5 0
9=10 6=5 0
9=10 6=5 0
9=10 6=5 0

1
CCCA =

0
BBB@
9=10 6=5 1
9=10 6=5 �1
9=10 6=5 �1
9=10 6=5 1

1
CCCA :
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Rappelons que la norme matricielle jj � jj2 est d�e�nit comme

jjAjj2 = max
x: jjxjj2=1

jjAxjj2

avec la norme euclidienne habituelle au côt�e droit. Avec la notation du cours, on

a

A� Ak =
rX

i=k+1

�iviu
T
i :

Comme les vecteurs ui forment une base orthonorm�ee, tout vecteur unitaire x
peut être repr�esent�e comme une combination lin�eaire de ces vecteurs, c'est-�a-dire

x =
P
�iui, avec des coe�cients �i tels que

P
�2
i = 1. Les vecteurs vi forment

�egalement une base orthonorm�ee, donc

k(A� Ak)xk22 =








rX
i=k+1

�iviu
T
i (
X

�iui)








2

2

=








rX

i=k+1

�i�iviu
T
i ui








2

2

=
rX

i=k+1

�2
i�

2
i kvik22 � �2

k+1

rX
i=k+1

�2
i � �2

k+1:

Mais on voit facilement que cette borne est atteinte par x = vk+1. Par cons�equent,
jjA� Akjj2 = �k+1, et les normes sont :

jjA� A1jj2 = 2; jjA� A2jj2 = 1:

On observe que les valeurs singuli�eres de (A � Ak) sont �k+1; : : : ; �r, donc on

utilise un lemme du cours pour obtenir

jjA� A1jjF =

 
3X

i=2

�2
i

!1=2

=
�
�2
2 + �2

3

�1=2
=
p
5;

jjA� A2jjF =

 
3X

i=3

�2
i

!1=2

=
�
�2
3

�1=2
= 1:

Exercice 7.

1. Pour les matrices P 2 Rm�n et Q 2 Rn�d, soit pi la i-�eme colonne de P , et qTi la
i-�eme ligne de Q. Montrer que

PQ =
nX
i=1

piq
T
i :

2. Soit A 2 Rm�d une matrice avec d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ,
avec r valeurs singuli�eres �1; : : : ; �r, r � d. Montrer qu'on a

A =
rX

i=1

�ipiq
T
i :
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3. Conclure que l'on peut repr�esenter A comme

A = URV; U 2 Rm�r; R 2 Rr�r; V 2 Rr�d;

o�u la matrice U est compos�ee des premi�eres r colonnes de P , V est compos�ee
des premi�eres r lignes de Q, et R est une matrice diagonale avec les r valeurs
singuli�eres sur sa diagonale.

Solution.

1. Soit Mij la matrice telle que (Mij)ij = 1, et (Mij)st = 0 si (s; t) 6= (i; j). Alors,
on peut r�e�ecrire pkq

T
k =

P
i

P
j pikqkjMij, et doncX

k

pkq
T
k =

X
k

X
i

X
j

pikqkjMij

=
X
i

X
j

X
k

pikqkj| {z }
(PQ)ij

Mij

=
X
i

X
j

(PQ)ijMij

= PQ:

2. On d�e�nit Q0 = DQ, c'est-�a-dire que l'on multiplie les lignes de Q par les

valeurs singuli�eres : q0Ti = �iq
T
i . Ainsi,

A = PDQ = PQ0 =
nX
i=1

piq
0T
i =

nX
i=1

�ipiq
T
i =

rX
i=1

�ipiq
T
i ;

o�u la derni�ere �egalit�e suit du fait que �i = 0 pour i > r.

3. Dans la partie (2) on a vu qu'en fait il su�t de consid�erer les premi�eres

r colonnes de P et les premi�eres r lignes de Q0. Il ne reste qu'�a observer

qu'on obtient les premi�eres r lignes de Q0, si l'on multiplie la sous-matrice

des premi�eres r lignes de Q par une matrice diagonale r� r avec les valeurs

singuli�eres sur la diagonale.

Exercice 8. Soient G;H � Rn des sous-espaces vectoriels et k = dim(G) > dim(H).
Montrer que G poss�ede une base orthonormale fw1; : : : wkg tel que wk ? H.

Solution. Soient fh1; : : : ; hlg une base de H et fg1; : : : ; gkg une base de G. On con-

sid�ere la matrice

A =

0
BB@
hT1
...

hTl

1
CCA�g1 � � � gk

�

de taille l � k. Par le th�eor�eme noyau-image on voit que ker(A) 6= ∅. Soit

x 2 ker(A) alors on observe que wk =
Pk

i=1 xigi est orthogonal �a H et on utilise ce

vecteur pour conclure l'exercice.
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Exercice 9. Soit A 2 Cn�n et i 2 N. On suppose que ker(Ai) = ker(Ai+1) 6= Cn. Montrer
que A n'est pas une matrice nilpotente.

Donner un exemple d'une matrice A 2 C6�6 pour laquelle on observe une stabilisa-
tion du noyau �a partir de sa troisi�eme puissance.

Solution. Si on d�emontre que le noyau des puissances de la matrice A devient stable

et reste di��erent de Cn on a gagn�e puisque dans ce cas A n'est pas nilpotente.

Montrons ker(Ai+2) = ker(Ai). L'inclusion ker(Ai+2) � ker(Ai) est toujours v�eri��ee.
Prenons donc x 2 ker(Ai+2) alors 0 = Ai+2x = Ai+1Ax et ceci implique que Ax
appartient �a ker(Ai+1) = ker(Ai). Ainsi x 2 ker(Ai+1) = ker(Ai) et ker(Ai+2) =
ker(Ai). On termine l'argument par r�ecurrence.

Comme exemple on peut consid�erer la matrice

A =

0
BBBBBBBB@

0 1
0 1

0
1

1
1

1
CCCCCCCCA
:

Exercice 10. (*) Soient a1; : : : ; am 2 Rn. Pour z 2 Rn et v 2 Sn�1, on consid�ere la droite
Lz;v d�e�nie par

Lz;v = fz + � � v j � 2 Rg = z + spanfvg:
Soit d(ai; Lz;v) la distance de ai �a Lz;v pour i = 1; : : : ;m.

(i) Supposons que
Pm

i=1 ai = 0. Montrer que
Pm

i=1 d(ai; Lz;v)
2 � Pm

i=1 d(ai; L0;v)
2 pour

tout z 2 Rn.

(ii) Conclure que, �etant donn�es des points a1; : : : ; am, on peut trouver un z 2 Rn et
v 2 Sn�1 tels que

mX
i=1

d(ai; Lz;v)
2 �

mX
i=1

d(ai; Lz0;v0)2;

pour tout z0 2 Rn et v0 2 Sn�1. En particulier :

(a) Donner une formule pour z.

(b) D�ecrire la matrice A telle qu'un vecteur propre normalis�e de ATA associ�e �a
la valeur propre la plus grande est une solution pour v.

Solution.
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