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printemps 2026

Série 10 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+) Soient A € R™*" et b € R™. On considére 1'application
f:R*" = R:z— f(z)=||Az — b|]*.

Calculer le gradient de f et en déduire qu’une solution optimale du probléme des
moindres carrés est aussi solution de I’équation AT Az = ATb.

Solution. Un calcul direct montre que le gradient de f est donné par 2AT Az —2ATb.
On conclut par un théoréme d’Analyse II.

Exercice 2. Trouver, a I’aide de la pseudo-inverse, la solution minimale des trois systémes
d’équations:

4$1 = b]_
T, = b]_
OfEl = b2
1. T, + Ty = b]_ 2. T = b2 3.
7$3 = bg
T, = b3
O:UQ = b4 .

Solution. Soit A €¢ R™" z € R™!, b € R™¥. La solution minimale du systéme
Az = b, est donnée par T = ATb. Elle satisfait ||Az™ —b||s < ||Az—b||2, VT € R™*1,

1. La matrice associée au premier systéme est
A=(11).

On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéres A = PDQ. On

trouve
1 /1 1
P=1, D=(v2 0),Q_\/§<1 _1>.
Donc on a
1/1
+ _ *Nyt+p*x T
A _QDP_2<1>
et



2. La matrice associée au deuzriéme systéme est

A=1|1
1

On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On
trouve

1/v/3 -2/v/6 0 V3
P=11/v/3 1/y/6 —-1/v/2|,D=|0|, Q@=1.
1/v/3 1/v/6  1/v2 0
Donc on a
A+:Q*D+P*:;<1 1 1)
et

1
fE+ = A+b: g(bl —|—b2—|—b3)

3. La matrice associée au troisiéme systéme est

O O O B
o O O O
o N O O

On peut trouver une décomposition en valeurs singuliéeres A = PDQ. On
trouve

01 00 7 00
0 01
0010 0 40
P_1000’D_OOO’Q_(1)(1)3
0 001 0 0O
Donc on a
1/40 0 O
At =Q*D"P*=| 0 0 0 O
0 0 1/7 O
et
b, /4
T =A"h=1| 0
b3 /7



Exercice 3. Soit A, B € C**™. Montrer que ||Az||» < |A||r||z||2, pour tout z € C*. En
déduire que ||AB||r < ||Al||r||B||F-

Solution. Soit A € C™*™ et soit ¢ € C*. On commence par montrer que
1 Az|l2 < [|Allp[z]2.

Sotent Ay,--- ,A, les lignes de A. On a

A]_.fl}

Azl = |||

A.x )

= (AL g)2 + - + (AL, z)?

< VI ABIIZIB + - + | Aal3llz]3

= A+ - + 143l 22
= ||Allell2ll2,

ou l'inégalité découle de Cauchy-Schwarz.

Soit B € C™*™ et soient by,--- ,b, les colonnes de la matrice B. Alors

143l = (a5 4]

F
= I AbLJ3 + - + (| Aba 3
< \/||A||%||b1H§ + -+ ||A||%]|bs]|3  par la premiére partie

— || 4|[p\/I1BlB + - - + [1ba] 3
— ||4]|#||B||r-

Exercice 4. Soit A € C™™ une matrice hermitienne. Montrer que le polynéme car-
actéristique de A est réel.

Définissons la norme de Frobenius sur C**™ par ||Al|% := 3°,; |Ai;[*>. Montrer que
|A||% = Tr(A?), et en déduire que si |Tr(A)| < ||A||r, alors A est indéfinie.

Solution. Premiérement, le polyndme caractéristique se scinde sur R et il est donc

réel :
pa(@) = (-1)" [T = A,

ou A; € R Vi.
Deuziémement, on a bien

Tr(A?) =) AyAji=) |Ayl = ||Al%.

3] i



On en déduit que si |Tr(A)| < ||Al|lr, et en notant A; la i-éme valeur propre de A,
on a

I THA)? < Tr(4%) = [ AP <X )

car la i-éme valeur propre de A? est A2.

Remarquons que les valeurs propres de A sont réelles, et donc que |3, A2 =
(2 A0

Il suit de l’inégalité (1) qu’un des termes croisés vérifie \;A; < 0. A n’est donc
nt semi-définie positive, ni semi-définie négative car elle admet une valeur propre
strictement positive, et une autre strictement négative.

Exercice 5. Considérer I’ensemble de points

= {(0)() ()9

Trouver un sous-espace H <IR? de dimension 1 atteignant

D:= min dist(a, H)?
i e
dim(H)=1

et déterminer D.
Solution. Soit A la matrice dont les lignes sont les points de M, 1.e.

0
-1
—4

3

A=

o ot O

Par un théoréme du cours, nous devons trouver une décomposition
AT A = U diag(A1, X2)U7,

et la colonne de U correspondant a la valeur propre la plus grande engendrera le
sous-espace voulu. Ainsi, on diagonalise AT A:

AT 4 — < 26 —20>

—20 26
det(ATA — AI) = (26 — A\)? — 400
— (A — 46)() — 6)

SR LT R

Donc le sous-espace H = {t(_ll)] t € R} est le sous-espace voulu et la valeur D est

D= Y dist(a, H) = > |la|* - ; (aT <_11>>2 — 52 — 46 = 6.

acEM aEM



Exercice 6. Soit
13/10 9/10 1

A | 12 32 -1
~ | 13/10 9/10 -1
/2 3/2 1

Pour k£ = 1, 2, calculer ’approximation A, de rang k de A, vue dans le cours, ainsi que
les quantités suivantes

|1A = Ai|lF, |1A = Aql2, |1A — Aq||F, |14 = Asll2.
Solution. On calcule d’abord les valeurs singuliéres :
13 5 13 5 153 195 _150 3.88 3.84 0
ATA = ool 18 9 15) |0 o] =384 612 0
10 —-10 —-10 10 5 15 10 0 0 4
det(ATA - M) =0
& (4 - X)X\ —-10A+9)=0
& A=4)A-1)(A=-9)=0
= (0'1,0'2,0'3):(3,2,1).

Puisqu’on ne s’intéresse qu’a A, et A,, on ne doit calculer que les deux premiers
vecteurs propres :

(ATA—9@u, =0 (ATA —4@uy, =0
—5.12z +3.84y =0 —0.12z +3.84y =0
= < 3.84z — 2.88y 0 ={3.84z+2.12y =0
Y =0 0 =0
3/5 0
=>Uy = 4/5 =Uuy= |0
0 1
Alors on calcule v, et vy :
1/2 1/2
y Aup [1)2 y Auy [ —1/2
T )2 2T gy | —1/2
1/2 1/2
et on trouve
1/2 9/10 6/5 0
B v o|1/2| (s &« o\ _ |9/10 6/5 0
A =ou =310, (3§ 0= 9/10 6/5 0|’
1/2 9/10 6/5 0
1/2 9/10 6/5 0 9/10 6/5 1
~1/2 9/10 6/5 0 9/10 6/5 —1
_ T _ _
A=At oanu; =21 (00 1)+ 9/10 6/5 0| |9/10 6/5 —1
1/2 9/10 6/5 0 9/10 6/5 1



Rappelons que la norme matricielle || - ||» est définit comme

|A]lz = max [[Az]|
z: [z|l2=1
avec la norme euclidienne habituelle au cété droit. Avec la notation du cours, on
a
”
_ T
A— A= > owuy.
i=k+1
Comme les vecteurs u; forment une base orthonormée, tout vecteur unitaire T
peut étre représenté comme une combination linéaire de ces vecteurs, c’est-a-dire
T = Y \u;, avec des coefficients a; tels que Zaf = 1. Les vecteurs v; forment
également une base orthonormée, donc

2 2
r r
||(A — Ak)fBH; = Z O'i’Ui’U.;-P(Z Oli’ll,i) = Z Uiaiviu?ui
1=k+1 2 i=k+1 2
r ) r
= Z 0'120‘? [Jvall; < 0'13-5-1 Z O‘? < 013-1-1'
1=k+1 1=k+1

Maas on voit facilement que cette borne est atteinte par T = vi.1. Par conséquent,
||A — Ag||ls = o1, et les normes sont :

|A = Aill2 =2, |A = Azll2 = 1.

On observe que les valeurs singuliéres de (A — Ag) sont 0kyq,...,0,, donc on
utilise un lemme du cours pour obtenir

3 1/2 "
4= aille= (Nof) = (2 +ad)" =5

3 1/2 "
||A—A2||F=<de> :<a§> = 1.

Exercice 7.

1. Pour les matrices P € R™ " et Q € R™¢, soit p; la i-¢me colonne de P, et ¢7 la
1-éme ligne de ¢). Montrer que

PQ =7 ;.

=1

2. Soit A € R™*4 une matrice avec décomposition en valeurs singulieres A = PDQ,
avec r valeurs singuliéres oy,...,0,, 7 < d. Montrer qu’on a

A=) opig].

=1

6



3. Conclure que I'on peut représenter A comme
A — URV" U c Rmxr’ R c R'I'Xr’ V c Rer,

ou la matrice U est composée des premiéres r colonnes de P, V est composée
des premiéres r lignes de @, et R est une matrice diagonale avec les r valeurs
singuliéres sur sa diagonale.

Solution.

1. Soit M;; la matrice telle que (M;;);; = 1, et (M;;)s: = 0 51 (s,t) # (¢,7). Alors,
on peut réécrire prgr = >, > Pirqr; Mi;, et donc

YookGy = D> > Pielus M
k k1 g
=200 Palrs My
i 5k

—_——
(PQ)ij

=22 (PQ);; M
— PQ.

2. On défimit Q' = DQ, c’est-a-dire que l’on multiplie les lignes de Q par les
valeurs singuliéres : ¢7 = o;qF. Ainsi,
A=PDQ=PQ =) pqg" => omig] =) oipq;,
=1 =1 =1

ou la derniere égalité suit du fait que o, = 0 pour 1 > r.

3. Dans la partie (2) on a vu qu’en fait il suffit de considérer les premiéres
r colonnes de P et les premiéres r lignes de Q'. Il ne reste qu’d observer
qu’on obtient les premieres r lignes de Q', si ’on multiplie la sous-matrice
des premaeres r lignes de @ par une matrice diagonale r X r avec les valeurs
singuliéres sur la diagonale.

Exercice 8. Soient G, H C R™ des sous-espaces vectoriels et £ = dim(G) > dim(H).
Montrer que G posséde une base orthonormale {wy, ... w} tel que w, | H.

Solution. Soient {hy,...,h;} une base de H et {gi1,...,9x} une base de G. On con-
sidere la matrice
hT
1
A= (91 9k>
de taille I X k. Par le théoréme noyau-image on voit que ker(A) # &. Soit

z € ker(A) alors on observe que wy = Zle z;9; est orthogonal a H et on utiise ce
vecteur pour conclure l’exercice.



Exercice 9. Soit A € C™*™ et 1 € N. On suppose que ker(A*) = ker(A*"!) # C*. Montrer
que A n’est pas une matrice nilpotente.

Donner un exemple d’une matrice A € C®*% pour laquelle on observe une stabilisa-
tion du noyau a partir de sa troisiéme puissance.

Solution. St on démontre que le noyau des puissances de la matrice A devient stable
et reste différent de C* on a gagné puisque dans ce cas A n’est pas nilpotente.
Montrons ker(A*"?) = ker(A"). L’inclusion ker(A"?) D ker(A") est toujours vérifiée.
Prenons donc = € ker(A**?) alors 0 = A**2z = A'""'Az et ceci implique que Az
appartient a ker(A**!) = ker(AY). Ainsi z € ker(A'*?) = ker(4') et ker(A*'2?) =
ker(A*). On termine l’argument par Técurrence.

Comme exemple on peut considérer la matrice

01
01
0

Exercice 10. (*) Soient a4, ...,a, € R™. Pour z € R™ et v € S™ !, on consideére la droite
L, , définie par
L,,={2z+X-v | XeR}=z+span{v}.

Soit d(a;, L, ,) la distance de a; & L,, pour : = 1,...,m.

i) Supposons que >.7*, a; = 0. Montrer que >.7, d(a;, L, ,)* > Y7, d(a;, Ly, )* pour
(i) Supp que Y7, 0. Montrer que -7, d(a;, L, »)* > 31, d(as, Loy )? p
tout z € R™.

(ii) Conclure que, étant donnés des points ai,...,a,, on peut trouver un z € R™ et
v € §™71 tels que

Z d(a'ia Lz,'u)2 S Z d(a’ia Lz’,u’)21
1=1 =1
pour tout 2’ € R™ et v' € S™ 1. En particulier :

(a) Donner une formule pour z.

(b) Décrire la matrice A telle qu'un vecteur propre normalisé de AT A associé a
la valeur propre la plus grande est une solution pour v.

Solution.



