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Série 10

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit A 2 Cm�n, P 2 Cm�m; D 2 Rm�n
+ et Q 2 Cn�n telles que

A = PDQ

est une d�ecomposition en valeurs singuli�eres de A. Montrer que A� = Q�DTP � est une
d�ecomposition en valeurs singuli�eres de A�.

Exercice 2. Soient A 2 Rm�n et b 2 Rm. On consid�ere l'application

f : Rn ! R : x 7! f(x) = kAx� bk2:

Calculer le gradient de f et en d�eduire qu'une solution optimale du probl�eme des
moindres carr�es est aussi solution de l'�equation ATAx = AT b.

Exercice 3. Consid�erer l'ensemble de points

M =

( 
1
0

!
;

 
0
�1

!
;

 
5
�4

!
;

 
0
3

!)
� R2:

Trouver un sous-espace H ⊴ R2 de dimension 1 atteignant

D := min
H⊴R2

dim(H)=1

X
a2M

dist(a;H)2

et d�eterminer D.
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Exercice 4. Soit

A =

0
BBB@
13=10 9=10 1
1=2 3=2 �1
13=10 9=10 �1
1=2 3=2 1

1
CCCA :

Pour k = 1; 2, calculer l'approximation Ak de rang k de A, vue dans le cours, ainsi que
les quantit�es suivantes

jjA� A1jjF ; jjA� A1jj2; jjA� A2jjF ; jjA� A2jj2:

Exercice 5.

1. Pour les matrices P 2 Rm�n et Q 2 Rn�d, soit pi la i-�eme colonne de P , et qTi la
i-�eme ligne de Q. Montrer que

PQ =
nX
i=1

piq
T
i :

2. Soit A 2 Rm�d une matrice avec d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = PDQ,
avec r valeurs singuli�eres �1; : : : ; �r, r � d. Montrer qu'on a

A =
rX
i=1

�ipiq
T
i :

3. Conclure que l'on peut repr�esenter A comme

A = URV; U 2 Rm�r; R 2 Rr�r; V 2 Rr�d;

o�u la matrice U est compos�ee des premi�eres r colonnes de P , V est compos�ee
des premi�eres r lignes de Q, et R est une matrice diagonale avec les r valeurs
singuli�eres sur sa diagonale.

Exercice 6. Soient G;H � Rn des sous-espaces vectoriels et k = dim(G) > dim(H).
Montrer que G poss�ede une base orthonormale fw1; : : : wkg tel que wk ? H.

Exercice 7. On consid�ere la matrice

J =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2 �
2 �

4 �
4 �

6 �
6 �

6 �
6 �

6 �
6

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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en forme normale de Jordan. D�eterminer les chi�res derri�ere les �etoiles en sachant que

dim(ker(J � 2I)) = 1; dim(ker(J � 4I)) = 2

dim(ker(J � 6I)) = 3; dim(ker((J � 6I)2)) = 5; dim(ker((J � 6I)3)) = 6:

Exercice 8. Soit A 2 Cn�n et i 2 N. On suppose que ker(Ai) = ker(Ai+1) 6= Cn. Montrer
que A n'est pas une matrice nilpotente.

Donner un exemple d'une matrice A 2 C6�6 pour laquelle on observe une stabilisa-
tion du noyau �a partir de sa troisi�eme puissance.

Exercice 9. (*) Soient a1; : : : ; am 2 Rn. Pour z 2 Rn et v 2 Sn�1, on consid�ere la droite
Lz;v d�e�nie par

Lz;v = fz + � � v j � 2 Rg = z + spanfvg:

Soit d(ai; Lz;v) la distance de ai �a Lz;v pour i = 1; : : : ;m.

(i) Supposons que
Pm

i=1 ai = 0. Montrer que
Pm

i=1 d(ai; Lz;v)
2 �

Pm
i=1 d(ai; L0;v)

2 pour
tout z 2 Rn.

(ii) Conclure que, �etant donn�es des points a1; : : : ; am, on peut trouver un z 2 Rn et
v 2 Sn�1 tels que

mX
i=1

d(ai; Lz;v)
2 �

mX
i=1

d(ai; Lz0;v0)2;

pour tout z0 2 Rn et v0 2 Sn�1. En particulier :

(a) Donner une formule pour z.

(b) D�ecrire la matrice A telle qu'un vecteur propre normalis�e de ATA associ�e �a
la valeur propre la plus grande est une solution pour v.
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