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Série 6

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Transformez les matrices r�eelles suivantes en matrices diagonales dont les
�el�ements sont 0; 1 et �1. Combien de 0, 1 et �1 sont sur la diagonale ? (Ces quantit�es
sont appel�ees l'indice de nullit�e, l'indice de positivit�e et l'indice de n�egativit�e.)
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Exercice 2. Soit V un espace vectoriel sur K avec une base B = fv1; : : : ; vng, h�; �i une

forme bilin�eaire sym�etrique, et P 2 Kn�n inversible telle que P TA
h�;�i
B P est une matrice

diagonale.

1. Montrer que les �el�ements uk 2 V tels que [uk]B = Pk, o�u Pk est la k-i�eme colonne
de P , forment une base orthogonale de V .

2. Soit maintenant V un espace vectoriel sur Z3, B = fv1; v2; v3g une base V et
h�; �i : V � V ! Z3 une forme bilin�eaire sym�etrique telle que

A
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D�eterminer une base orthogonale de V .

Exercice 3. Soit h�; �i : Z2

2
� Z2

2
! Z2 la forme bilin�eaire sym�etrique

hx; yi = x⊺

 
0 1
1 0

!
y:

Montrer que Z2

2
ne poss�ede pas de base orthogonale.
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Exercice 4. Soient V un espace vectoriel muni d'un produit scalaire h�; �i et fv1; : : : ; vng �
V un ensemble de vecteurs deux �a deux orthogonaux.

1. Montrer le th�eor�eme de Pythagore g�en�eralis�e :

kv1 + : : :+ vnk
2 = kv1k

2 + : : :+ kvnk
2:

2. Montrer que fv1; : : : ; vng est un ensemble libre si pour tout i, hvi; vii 6= 0.

Exercice 5. Soit V un espace euclidien de dimension �nie avec une base orthonormale
B = fv1; : : : ; vng.

1. Montrer que pour tout v 2 V on a

v =
nX
i=1

hv; viivi:

2. Pour f; g 2 V , montrer l'identit�e de Parseval :

hf; gi =
nX
i=1

hf; viihvi; gi:

Exercice 6. 1. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur R, et h�; �i un produit
scalaire. Montrer que V = W �W? est satisfait pour tout sous-espace W � V .
Conclure que dimV = dimW + dimW?.

2. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur R, et soient f; g 2 V � n f0g deux
fonctionnelles lin�eairement ind�ependantes. Montrer que

dim(ker f \ ker g) = n� 2:

Rappel : Si V est un espace vectoriel sur un corps K, son espace dual V � est
l'ensemble des applications lin�eaires � : V �! K, muni de l'addition et de la
multiplication scalaire usuelles.

Exercice 7. Soit K un corps, V un K-espace vectoriel et soit f : V ! V une application
lin�eaire suppos�ee diagonalisable.

Définition : Un sous-espace vectoriel W � V est dit invariant par f si f(W ) �W .

Soit W un sous-espace de V invariant par f . Montrer que la restriction de f �a W ,
fjW : W !W , est �egalement diagonalisable. 1

1Remarquez que V =
L

�
E�, o�u les E� sont les di��erents espaces propres. Montrez que W =L

�
(E� \W ).
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Exercice 8. Soient K un corps, V un K-espace vectoriel et f; g deux endomorphismes
sur V .

Définition : Deux applications lin�eaires f; g sont simultan�ement diagonalisables s'il
existe une base commune de vecteurs propres de f et g.

Montrer que si f et g sont simultan�ement diagonalisables, alors f et g commutent.

Exercice 9. (*) Montrer la contrapos�ee de l'exercice 8 : si f et g sont diagonalisables et
commutent, alors f et g sont simultan�ement diagonalisables.
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