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Série 6 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Transformez les matrices r�eelles suivantes en matrices diagonales dont les
�el�ements sont 0; 1 et �1. Combien de 0, 1 et �1 sont sur la diagonale ? (Ces quantit�es
sont appel�ees l'indice de nullit�e, l'indice de positivit�e et l'indice de n�egativit�e.)

 
1 2
2 �1

!
;

 
1 1
1 1

!
;

0
B@
2 4 2
4 3 1
2 1 1

1
CA :

Solution. 1. On va utiliser l'algorithme du cours. On additionne �2 fois la
premi�ere ligne sur la deuxi�eme ligne pour obtenir 

1 2
0 �5

!

et �2 fois la premi�ere colonne sur la deuxi�eme colonne pour obtenir la ma-
trice diagonale  

1 0
0 �5

!
:

Finalement, on multiplie la deuxi�eme colonne par 1=5 et on a 
1 0
0 �1

!
:

L'indice de nullit�e est donc r0 = 0, l'indice de positivit�e est r+ = 1, et l'indice
de n�egativit�e est r� = 1.

2. On additionne �1 fois la premi�ere ligne sur la deuxi�eme ligne: 
1 1
0 0

!
:

On additionne �1 fois la premi�ere colonne sur la deuxi�eme colonne : 
1 0
0 0

!
:

Donc l'indice de nullit�e est r0 = 1, l'indice de positivit�e est r+ = 1 et l'indice
de n�egativit�e est r� = 0.
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3. On additionne �2 fois la premi�ere ligne sur la deuxi�eme ligne et apr�es �2
fois la premi�ere colonne sur la deuxi�eme colonne pour obtenir :

0
B@
2 0 2
0 �5 �3
2 �3 1

1
CA

On additionne �1 fois la premi�ere ligne sur la troisi�eme ligne et apr�es �1
fois la premi�ere colonne sur la troisi�eme colonne pour obtenir :

0
B@
2 0 0
0 �5 �3
0 �3 �1

1
CA

On additionne �3=5 fois la deuxi�eme ligne sur la troisi�eme ligne et et apr�es
�3=5 fois la deuxi�eme colonne sur la troisi�eme pour obtenir :

0
B@
2 0 0
0 �5 0
0 0 4=5

1
CA

On multiplie la premi�ere colonne par 1=2, la deuxi�eme colonne par 1=5 et la
troisi�eme colonne par 5=4 pour avoir

0
B@
1 0 0
0 �1 0
0 0 1

1
CA

Donc l'indice de nullit�e est r0 = 0, l'indice de positivit�e est r+ = 2, et l'indice
de n�egativit�e est r� = 1.

Exercice 2. Soit V un espace vectoriel sur K avec une base B = fv1; : : : ; vng, h�; �i une

forme bilin�eaire sym�etrique, et P 2 Kn�n inversible telle que P TA
h�;�i
B P est une matrice

diagonale.

1. Montrer que les �el�ements uk 2 V tels que [uk]B = Pk, o�u Pk est la k-i�eme colonne
de P , forment une base orthogonale de V .

2. Soit maintenant V un espace vectoriel sur Z3, B = fv1; v2; v3g une base V et
h�; �i : V � V ! Z3 une forme bilin�eaire sym�etrique telle que

A
h�;�i
B =

0
B@
0 2 1
2 0 2
1 2 1

1
CA :

D�eterminer une base orthogonale de V .
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Solution. 1. Soient D = P TA
h�;�i
B P une matrice diagonale, et uk 2 V tels que

[uk]B = Pk, c'est-�a-dire uk =
Pn

i=1 Pi;kvi. Alors,

hui; uji = [ui]
T
BA

h�;�i
B [uj]B

= (Pi)
TA

h�;�i
B Pj

= (Pei)
TA

h�;�i
B Pej

= eTi (P
TA

h�;�i
B P )ej

= eTi Dej

= Di;j;

o�u Di;j est �egale �a z�ero si i 6= j. Les vecteurs uk sont donc orthogonaux et
lin�eairement ind�ependants, parce que P est inversible.

2. On applique l'algorithme du cours. Pour trouver la matrice P , on reporte
toutes les op�erations faites sur la matrice A �a une matrice identit�e I.

(a) On commence avec A0 = A
h�;�i
B , P0 = I.

(b) On �echange les lignes 1 et 3, puis les colonnes 1 et 3 de A0. On fait de
même sur P0. On obtient

A1 = P T
1 A

h�;�i
B P1 =

0
B@

1 2 1
2 0 2
1 2 0

1
CA , o�u P1 =

0
B@

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1
CA

(c) On additionne �2 (= 1) fois la ligne 1 �a la ligne 2 de A1 et similairement
pour les colonnes. On fait de même sur P1. On obtient

A2 = P T
2 A

h�;�i
B P2 =

0
B@

1 0 1
0 2 0
1 0 0

1
CA , o�u P2 =

0
B@

0 0 1
0 1 0
1 1 0

1
CA

(d) On additionne �1 (= 2) fois la ligne 1 �a la ligne 3 de A2 et similairement
pour les colonnes. On fait de même sur P2. On obtient

A3 = P T
3 A

h�;�i
B P3 =

0
B@

1 0 0
0 2 0
0 0 2

1
CA , o�u P3 =

0
B@

0 0 1
0 1 0
1 1 2

1
CA

On a ainsi trouv�e une matrice

P = P3 =

0
B@

0 0 1
0 1 0
1 1 2

1
CA

telle que

P TA
h�;�i
B P = A3 =

0
B@

1 0 0
0 2 0
0 0 2

1
CA
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Une base orthogonale de V est donc donn�ee par les vecteurs

u1 = v3; u2 = v2 + v3; u3 = v1 + 2v3

o�u on a utilis�e le premier point de cet exercice.

Exercice 3. Soit h�; �i : Z2
2 � Z2

2 ! Z2 la forme bilin�eaire sym�etrique

hx; yi = x⊺

 
0 1
1 0

!
y:

Montrer que Z2
2 ne poss�ede pas de base orthogonale.

Solution. On note

C =

 
0 1
1 0

!

Soit v1 = (a; b)T et v2 = (c; d)T deux vecteurs non nuls orthogonaux, i.e. tels
que

vT1 Cv2 = (a; b)C

 
c
d

!
= ad+ bc = 0:

Si un des coe�cients est nul, par exemple (et sans perte de g�en�eralit�e) si a = 0:

a = 0 ) b 6= 0 ) c = 0 ) d 6= 0;

o�u la 1-�ere et 3-�ere implications decoulent de l'hypoth�ese que les vecteurs sont non
nuls. Par cons�equent, les vecteurs sont lin�eairement d�ependants. D'autre part, si
tous les coe�cients sont non nuls, on sait que ad = bc parce que le corps est de
caract�eristique 2. Or,

ad = bc) ab�1 = cd�1 )

 
a
b

!
= b

 
ab�1

1

!
= b

 
cd�1

1

!
= bd�1

 
c
d

!
;

ce qui montre que les vecteurs sont de nouveau lin�eairement d�ependants. On
conclut que si v1, v2 sont orthogonaux, alors les vecteurs ne sont pas libres. En
particulier, il n'existe pas de base orthogonale de Z2

2 muni de h�; �i.

Preuve alternative : l'�egalit�e ad + bc = 0 est �equivalente �a ad � bc = 0 en
caract�eristique 2. On reconnâ�t l�a le d�eterminant de la matrice

 
a c
b d

!
=
�
v1 v2

�
:

Celui-ci �etant nul, la matrice n'est pas inversible et les vecteurs v1 et v2 ne peuvent
former une base de Z2

2.
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Exercice 4. Soient V un espace vectoriel muni d'un produit scalaire h�; �i et fv1; : : : ; vng �
V un ensemble de vecteurs deux �a deux orthogonaux.

1. Montrer le th�eor�eme de Pythagore g�en�eralis�e :

kv1 + : : :+ vnk
2 = kv1k

2 + : : :+ kvnk
2:

2. Montrer que fv1; : : : ; vng est un ensemble libre si pour tout i, hvi; vii 6= 0.

Solution. 1. On va montrer que kv1+: : :+vnk
2 = kv1k

2+: : :+kvnk
2. Par d�e�nition,

kv1 + : : :+ vnk
2 = hv1 + : : :+ vn; v1 + : : :+ vni

=
X

1�i;j�n

hvi; vji

=
X

1�i=j�n

hvi; vji

=
nX
i=1

kvik
2

o�u dans la 3�eme ligne, on a utilis�e le fait que les vecteurs sont deux �a deux
orthogonaux.

2. Supposons que l'ensemble fv1 : : : ; vng ne soit pas libre. Alors il existe des
coe�cients c1; : : : ; cn 2 R, non tous nuls, tels que c1v1 + : : : + cnvn = 0. Soit
ci 6= 0 pour un certain i 2 f1; � � � ; ng. Alors

0 = h0; vii

= hc1v1 + : : :+ cnvn; vii

=
nX
j=1

cjhvj; vii

= cihvi; vii 6= 0

parce que ci 6= 0 et hvi; vii 6= 0, donc on arrive �a une contradiction. Alors
fv1; : : : ; vng est un ensemble libre.

Exercice 5. Soit V un espace euclidien de dimension �nie avec une base orthonormale
B = fv1; : : : ; vng.

1. Montrer que pour tout v 2 V on a

v =
nX
i=1

hv; viivi:

2. Pour f; g 2 V , montrer l'identit�e de Parseval :

hf; gi =
nX
i=1

hf; viihvi; gi:
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Solution. 1. Soit v 2 V avec v =
Pn

k=1 �kvk pour quelques �k 2 R. Alors,

hv; vki = h
nX
i=1

�ivi; vki

=
nX
i=1

�ihvi; vki

= �k:

Cela implique que

v =
nX

k=1

�kvk =
nX

k=1

hv; vkivk:

2. On utilise 1::

hf; gi =

*
nX

k=1

hf; vkivk;
nX

k=1

hg; vkivk

+
(1)

=
nX

k=1

*
hf; vkivk;

nX
i=1

hg; viivi

+
(2)

=
nX

k=1

nX
i=1

hhf; vkivk; hg; viivii (3)

=
nX

k=1

hhf; vkivk; hg; vkivki (4)

=
nX

k=1

hf; vkihg; vki: (5)

Dans (2) et (3), nous avons utilis�e le fait qu'une forme bilin�eaire est lin�eaire
par rapport �a un �el�ement. Dans (4) et (5), nous avons utilis�e l'orthonormalit�e.

Exercice 6. 1. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur R, et h�; �i un produit
scalaire. Montrer que V = W �W? est satisfait pour tout sous-espace W � V .
Conclure que dimV = dimW + dimW?.

2. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur R, et soient f; g 2 V � n f0g deux
fonctionnelles lin�eairement ind�ependantes. Montrer que

dim(ker f \ ker g) = n� 2:

Rappel : Si V est un espace vectoriel sur un corps K, son espace dual V � est
l'ensemble des applications lin�eaires � : V �! K, muni de l'addition et de la
multiplication scalaire usuelles.

Solution. 1. Il s'agit de montrer que V = W +W? et que la d�ecomposition est
unique.

Soit d'abord une base orthonormale de W : fb1; : : : ; bkg, qu'on obtient en
appliquant Gram-Schmidt �a n'importe quelle base de W . Posons �(v) =
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Pk
i=1hbi; vibi la projection orthogonale de v sur W . On peut alors d�ecomposer

v de la mani�ere suivante.

v = �(v) + (v � �(v)) :

On v�eri�e bien sûr que �(v) 2 W et que v � �(v) 2 W?, ce qui montre que
V = W +W?.

L'unicit�e de la d�ecomposition d�ecoule de l'intersection trivialle des deux en-
sembles. En e�et, si v 2 W \W?, alors kvk2 = 0 et v = 0 car le produit
scalaire est d�e�ni positif.

2. f et g sont des applications lin�eaires de Rn vers R, et sont donc repr�esentables
dans la base canonique par des matrices F et G de R1�n. Comme les deux
fonctionnelles sont ind�ependantes, F T et GT sont ind�ependants en tant que

vecteurs. De plus, ker(f) \ ker(g) = ker

 
F
G

!
. Cette matrice est de rang 2 et

son noyau doit donc être de dimension n� 2.

Exercice 7. Soit K un corps, V un K-espace vectoriel et soit f : V ! V une application
lin�eaire suppos�ee diagonalisable.

Définition : un sous-espace vectoriel W � V est dit invariant par f si f(W ) �W .

Soit W un sous-espace de V invariant par f . Montrer que la restriction de f �a W ,
fjW : W !W , est �egalement diagonalisable. 1

Solution. Il est d'abord clair que
L

� (E� \W ) est bien une somme directe car
L

�E�

en est une.
De plus, l'inclusion

L
� (E� \W ) � W est �egalement imm�ediate. Montrons

donc l'inclusion inverse.
Soit w 2W . D�ecomposons w comme somme de vecteur propres

w =
X
�

v�;

o�u v� 2 E�. Nous cherchons �a d�emontrer que v� 2W pour chaque �.
Indexons les valeurs propres (toutes distinctes) �i avec i = 1; : : : ; k. Remar-

quons que l'expression

f(w)� �kw =
k�1X
i=1

(�i � �k)vi 2W

car W est invariant par f .
La somme comprend d�esormais un vecteur de moins qu'avant, et les coe�-

cients devant ceux-ci sont tous non nuls.

1Remarquez que V =
L

�
E�, o�u les E� sont les di��erents espaces propres. Montrez que W =L

�
(E� \W ).
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On peut d�esormais r�eappliquer f � �k�1id (id est l'application identit�e) pour
faire disparâ�tre vk�1. En fait, en r�ep�etant le processus,

0
@ kY
j=2

(f � �jid)

1
A (w) =

kY
j=2

(�1 � �j)v1 2W:

Il suit que v1 2W . Plus g�en�eralement, on peut consid�erer l'application

0
@Y
j 6=i

(f � �jid)

�i � �j

1
A (w) = vi;

qui implique que vi 2W 8i.
Une d�emonstration par r�ecurrence sur le nombre de vecteurs de la d�ecomposition

de w peut �egalement être faite.

Exercice 8. Soient K un corps, V un K-espace vectoriel et f; g deux endomorphismes
sur V .

Définition : Deux applications lin�eaires f; g sont simultan�ement diagonalisables s'il
existe une base commune de vecteurs propres de f et g.

Montrer que si f et g sont simultan�ement diagonalisables, alors f et g commutent.

Solution. Dans la base commune B = fb1; : : : ; bng de vecteurs propres de f et g,
associ�es aux valeurs �i et �i respectivement pour chaque i, on a simplement

(f � g)(
nX
i=1

�ibi) = f(
nX
i=1

�i�ibi);

=
nX
i=1

�i�i�ibi;

= (g � f)(
nX
i=1

�ibi):

Exercice 9. (*) Montrer la contrapos�ee de l'exercice 8 : si f et g sont diagonalisables et
commutent, alors f et g sont simultan�ement diagonalisables.

Solution.
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