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Série 4 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit V un espace vectoriel sur un corpsK de dimension �nie et f : V ! V
un endomorphisme. Soit p : V ! V un automorphisme (c'est-�a-dire un endomorphisme
inversible). Montrer que � 2 K est une valeur propre de f si et seulement si � est une
valeur propre de l'endomorphisme p�1 � f � p.
Solution. ): Soit � une valeur propre de f . On montre que c'est une valeur

propre de p�1 � f � p. En e�et, soit v 6= 0 un vecteur propre de f de valeur
propre �. On consid�ere w = p�1(v). Alors w 6= 0 par injectivit�e de p�1 et

p�1 � f � p(w) = p�1 � f(v) = p�1(�v) = �p�1(v) = �w

o�u on a utilis�e la lin�earit�e de p�1 pour sortir �.

(: Soit � une valeur propre de p�1�f �p. On montre que c'est une valeur propre
de f . En e�et, soit w 6= 0 un vecteur propre de p�1 � f � p de valeur propre
�. On consid�ere v = p(w). Alors v 6= 0 par injectivit�e de p et

f(v) = f � p(w) = p � p�1 � f � p(w) = p(�w) = �p(w) = �v

o�u on a utilis�e la lin�earit�e de p pour sortir �.

Exercice 2. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension �nie et G un groupe d'auto-
morphismes lin�eaires de V . Supposons que les seuls sous-espaces G-invariants sont V
et f0g.
Montrer qu'un endomorphisme non-nul f : V ! V qui commute avec tous les �el�ements
de G est inversible.
En d�eduire que f est de la forme � � id.
Solution. On montre que ker(f) est G-invariant. En e�et pour x 2 ker(f) et g 2 G
on a

f(g(x)) = g(f(x)) = g(0) = 0:

Ainsi ker(f) est G-invariant et comme ker(f) 6= V on observe que f et inversible.
Soit � 2 C une valeur propre de f alors on a que f � � � id commute avec tous

les �el�ements de G. Si f�� �id est non-nulle alors par la premi�ere partie on obtient
une contradiction. Ainsi f � � � id = 0 et on a gagn�e.
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Exercice 3. D�eterminer si les matrices suivantes sont diagonalisables.

A =

0
B@
2 4 1
0 i 2
0 0 �1

1
CA 2 C3�3; B =

0
B@

5 �1 �1
�1 5 �1
�1 �1 5

1
CA 2 R3�3; C =

0
B@
0 0 �1
1 0 1
0 1 1

1
CA 2 C3�3:

Solution. i) La matrice A est triangulaire sup�erieure. On sait que les valeurs
propres sont les �el�ements diagonaux : �1 = 2, �2 = i, �3 = �1. Les valeurs
propres sont toutes distinctes les unes des autres, donc la matrice A est di-
agonalisable.

ii) Les valeurs propres de B sont les z�eros du polynôme caract�eristique

pB(t) = det(tI3 �B) = det

0
B@
t� 5 1 1
1 t� 5 1
1 1 t� 5

1
CA

= (t� 5)3 + 1 + 1� (t� 5)(1 + 1 + 1)

= t3 � 15t2 + 72t� 108:

On voit que la matrice 6I3 � B a tous ses �el�ements �egaux �a 1, elle est donc
singuli�ere. Ainsi, 6 est une racine de pB. On peut alors factoriser pB et
obtenir

pB(t) = (t� 6)(t2 � 9t+ 18) = (t� 3)(t� 6)(t� 6):

Les valeurs propres de B sont alors �1 = 3, �2 = �3 = 6. On a malg(3) = 1 et
malg(6) = 2. D'o�ce on a mgeom(3) = 1, mais nous devons encore calculer la
dimension de E6(B) a�n de savoir si on a mgeom(6) = 2 ou mgeom(6) = 1. On
a

E6(B) = ker(6 I3 �B) = ker

0
B@
1 1 1
1 1 1
1 1 1

1
CA :

On voit que rank(6I3 � B) = 1. Donc la dimension du noyau est 2, et ainsi
mgeom(6) = 2. On obtient que malg(�) = mgeom(�) pour toutes les valeurs
propres � et donc B est diagonalisable.

iii) La matrice C a pour polynôme caract�eristique

pC(t) = t3 � t2 � t+ 1 = (t+ 1)(t� 1)(t� 1):

Ses valeurs propres sont donc �1 et 1. On obtient malg(�1) = 1 = mgeom(�1)
et malg(1) = 2. Par ailleurs,

E1(C) = ker(I3 � C) = ker

0
B@

1 0 1
�1 1 �1
0 �1 0

1
CA = ker

0
B@
1 0 1
0 0 0
0 �1 0

1
CA :

On voit que dimE1(C) = 1, et on obtient mgeom(1) = 1. Comme mgeom(1) =
1 6= 2 = malg(1), la matrice C n'est pas diagonalisable.
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Exercice 4. Soit � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng bijective (c'est-�a-dire une permutation).
On d�e�nit f� : Rn ! Rn par f�((x1; x2; : : : ; xn)

T ) = (x�(1); x�(2); : : : ; x�(n))
T .

Calculer toutes les valeurs propres r�eelles de f� et les espaces propres associ�es.

Solution. Pour un vecteur propre v avec valeur propre �, on a j�jkvk = k�vk =
kf�(v)k = kvk. Ceci implique que les seules valeurs propres r�eelles possibles sont
�1 = 1 et �2 = �1.

Soit v un vecteur propre pour �1 = 1. Ceci est �equivalent �a la condition

8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = (f�(v))i = v�(i) et v 6= 0:

Ainsi, l'espace propre est donn�e par

E1 = fv 2 Rn j 8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = v�(i)g:

On montre que dim(E1) > 0. C'est vrai car f�((1; : : : ; 1)
T ) = (1; : : : ; 1)T implique

(1; : : : ; 1)T 2 E1.
On consid�ere �2 = �1. Comme � est bijective sur l'ensemble �ni f1; : : : ; ng,

pour chaque i 2 f1; : : : ; ng, il y a un entier minimal 0 < ni � n tel que �ni(i) = i.
Soit v un vecteur propre pour �2 = �1. Ceci est �equivalent �a la condition

8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = �(f�(v))i = �v�(i) et v 6= 0: (1)

Mais si ni � 1 mod 2 pour tout i, �ca implique vi = �vi pour tout i, et le seul
vecteur qui satisfait les conditions est (0; : : : ; 0)T . Donc �1 n'est pas une valeur
propre dans ce cas.

S'il existe un k 2 f1; : : : ; ng avec nk � 0 mod 2, nous obtenons une s�erie

vk = �v�(k) = v�2(k) = �v�3(k) = � � � = v�nk (k) = vk;

avec �i(k) 6= �j(k) pour i 6= j (car nk est minimal). Le vecteur v 6= 0 donn�e par

vi =

8>><
>>:
1 i = �j(k) pour j � 0 mod 2

�1 i = �j(k) pour j � 1 mod 2

0 i 6= �j(k) pour chaque j 2 f0; : : : ; n� 1g

remplit la condition (1). Ainsi, s'il existe un nk � 0 mod 2, �1 est une valeur
propre et l'espace propre est donn�e par

E�1 = fv 2 Rn j 8i 2 f1; : : : ; ng on a vi = �v�(i)g:

Exercice 5. Calculer les valeurs propres et les espaces propres des matrices suivantes sur
R et sur C (avec ' 2 [0; 2�) � R dans le cas ii).

i)A1 =

 
0 1
1 0

!
; ii)A2 =

 
cos(') sin(')
� sin(') cos(')

!
; iii)A3 =

0
B@
3 1 1
1 5 1
1 1 3

1
CA :
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Solution. i) Le polynôme charact�eristique est det(A1��I) = �2�1 = (�+1)(��1).
Pour �1 = 1, on a A1x = x , x1 = x2, et pour �2 = �1, on a A2x =

�x , x2 = �x1. Les espaces propres sont alors E1 = span

( 
1
1

!)
pour �1, et

E2 = span

( 
1
�1
!)

pour �2. Les cas K = R et K = C sont identiques.

ii) det(A2 � �I) = (cos(') � �)2 + sin2(') = �2 � 2� cos(') + 1. Pour K = R
et ' =2 f�t j t 2 Zg, ce terme n'a pas de racine r�eelle, c'est-�a-dire nous
n'avons pas de valeur propre dans R. En e�et, le discriminant du polynôme
caract�eristique est � = (�2 cos('))2 � 4 = 4(cos(')2 � 1) < 0. Pour K = R et
' 2 f�t j t 2 Zg, nous avons A2 = I et tous les vecteurs non �egaux �a 0 sont
vecteurs propres.

Pour K = C, on a �1;2 = cos(')� i sin('). La valeur propre �1 est associ�ee �a
l'espace propre

sin(')

 �i 1
�1 �i

!
v1 = 0 ) E1 = span

( 
1
i

!)
:

Avec un calcul similaire on d�etermine l'espace propre E2 associ�e �a la valeur
propre �2.

iii) On a

det(A3 � �I) = (3� �)2(5� �) + 2� 2(3� �)� (5� �)

= ��3 + 11�2 � 36�+ 36

= (6� �)(3� �)(2� �)

Ainsi �1 = 6, �2 = 3, �3 = 2 et

E1 = span

8><
>:
0
B@
1
2
1

1
CA
9>=
>; ; E2 = span

8><
>:
0
B@

1
�1
1

1
CA
9>=
>; ; E3 = span

8><
>:
0
B@

1
0
�1

1
CA
9>=
>; :

Exercice 6. Consid�erons la suite de Fibonacci fFngn�0 d�e�nie r�ecursivement par

8>><
>>:
F0 = 0;

F1 = 1;

Fn+1 = Fn + Fn�1 (n � 1):

Soit Xn :=

 
Fn
Fn+1

!
pour n � 0.

i) Trouver la matrice A 2 R2 telle que Xn+1 = AXn.

ii) Diagonaliser A = PDP�1 en explicitant P et D.
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iii) En d�eduire de la relation Xn = AnX0 une expression fonctionnelle pour Fn en
fonction de n.

Solution. i) On trouve A =

 
0 1
1 1

!
.

ii) Pour diagonaliser A on calcule le polynôme caract�eristique pA.

pA(�) = (�1)2�2 + (�1)1Tr(A)�+ det(A) = �2 � �� 1:

Ses racines sont �� = 1�
p
5

2
, le nombre d'or et son conjugu�e. Des vecteurs

propres associ�es sont par exemple v� =

 
1
��

!
.

On a alors P =
�
v+ v�

�
et D =

 
�+ 0
0 ��

!
qui v�eri�ent A = PDP�1.

iii) Par cons�equent, Xn = AnX0 = PDnP�1
 
0
1

!
. On ne s'int�eresse donc qu'�a la

premi�ere coordonn�ee de la deuxi�eme colonne de PDnP�1. Ceci donne

Fn =
�n+ � �n�p

5
:

Exercice 7. Cet exercice aborde le th�eor�eme de Cayley-Hamilton.

i) V�eri�er ce th�eor�eme sur la matrice

A =

0
B@

1 1 0
�1 0 1
�2 1 0

1
CA 2 R3�3:

ii) Soient K un corps, et A 2 K2�2. Soit pA(t) = t2 + a1t+ a0 avec a0 6= 0.
D�emontrer que A est inversible et exprimer son inverse comme combinaison K-
lin�eaire de I et A.

iii) Consid�erer le Th�eor�eme de Cayley{Hamilton. On pourrait penser qu'il est possible
d'utiliser l'argument pA(A) = det(A � In � A) = 0 pour montrer le th�eor�eme.
Montrer que ce raisonnement est faux.

Solution. i) On calcule le polynôme caract�eristique de A, on trouve

pA(t) = det(tI3 � A) = t3 � t2 + 3:
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Si on �evalue pA en A on trouve

pA(A) = A3 � A2 + 3I3 =

0
B@

1 1 0
�1 0 1
�2 1 0

1
CA
3

�
0
B@

1 1 0
�1 0 1
�2 1 0

1
CA
2

+ 3

0
B@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
CA

=

0
B@
�3 1 1
�3 �3 0
�3 �2 �2

1
CA�

0
B@

0 1 1
�3 0 0
�3 �2 1

1
CA+

0
B@
3 0 0
0 3 0
0 0 3

1
CA

=

0
B@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1
CA ;

et donc le th�eor�eme est v�eri��e.

ii) det(A) = pA(0) = a0 6= 0, donc A est bien inversible. Par le th�eor�eme de
Cayley{Hamilton on a A2 + a1A+ a0I2 = 02. En appliquant A�1 �a gauche on
a A+ a1I2 + a0A

�1 = 02, ce qui donne A�1 = �(A+ a1I2)=a0.

iii) Soit R un anneau commutatif et n > 1. L'expression det(A � In � A) ne peut
pas être �egale �a l'�evaluation du polynôme pA en A, car la premi�ere est un
�el�ement de l'anneau R, tandis que la seconde est un �el�ement de Rn�n.

Exercice 8. (*) Soient K un corps, et �1; : : : ; �r 2 K les valeurs propres d'une matrice
A 2 Kn�n et m1; : : : ;mr leurs multiplicit�es alg�ebriques. Soit m1 + � � �+mr = n.
Rappelez-vous que la trace de A est d�e�nie par Tr(A) :=

Pn
i=1 aii.

D�emontrer les assertions suivantes:

i) det(A) =
Qr
i=1 �

mi

i ,

ii) si pA(�) = �n�
n + �n�1�n�1 + � � �+ �1�+ �0 alors �n�1 = (�1)n�1Tr(A),

iii) Tr(A) =
Pr

i=1mi�i.

Solution.
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