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Série 2 - Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit K un corps et f(x) 2 K[x] un polynôme de degr�e 3. Montrer que
f(x) est irr�eductible si et seulement si f(x) n'a pas de racines dans K.

Solution. ()) Si le polynôme f(x) poss�ede une racine � dans K, alors f(x) est
divisible par x� � et donc r�eductible.

(() Si f(x) est r�eductible, il admet alors un facteur de degr�e 1 sur K, c'est-�a-
dire que (�x+ 
)jf(x). Mais vu qu'on travaille sur un corps K, cela implique que
l'�el�ement �
=� est une racine de f(x), ce qui contredit notre hypoth�ese. Ainsi,
f(x) n'a pas de racines dans K.

Exercice 2. Soit f(x) = anx
n + : : : + a1x + a0 2 Z[x] tel que an; a0 6= 0. Montrer que

si une fraction irr�eductible p

q
2 Q est racine du polynôme f(x), alors p divise a0 et q

divise an.
Utiliser ce r�esultat pour trouver la factorisation des polynômes g(x) = x3�x2�10x�8
et h(x) = x3 + 6x2 + 10x+ 3 dans R[x].

Solution. On suppose que la fraction irr�eductible p

q
2 Q est racine du polynôme

f(x). Ceci nous donne l'�equation suivante (apr�es avoir multipli�e par qn):

anp
n + an�1p

n�1q + : : : a1pq
n�1 + a0q

n = 0

et par la suite
p(anp

n�1 + an�1p
n�2q + : : : a1q

n�1) = �a0q
n:

Comme p et q sont premiers entre eux, on obtient �nalement que p divise a0. La
divisibilit�e de an par q est obtenue de mani�ere similaire.

On a g(x) = (x+ 1)(x+ 2)(x� 4) et h(x) = (x+ 3)(x+ 3�
p
5

2
)(x+ 3+

p
5

2
).

Exercice 3. Soient des matrices A;B;Q;D 2 Kn�n sur un corps K. Montrer que :

i) det(I + AB) = det(I +BA) si A et B sont inversibles,
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ii) det(Q) = �1 si Q est orthonormale (QTQ = I),

iii) det(A+ zI) est un polynôme de K[z] de degr�e n,1

iv) det(Dn) = (�1)
n(n�1)

2 si D est antidiagonale d�e�nie par

(Dn)ij =

8<
:
1 si i+ j = n+ 1;

0 sinon.
:

Solution. i) Par la multiplicativit�e du d�eterminant, det(I+BA) = det(A)�1 det(I+
AB) det(A) = det(I + AB):

ii) Remarquons que 1 = det(I) = det(QTQ) = det(Q)2. En outre, les seules
racines du polynôme x2 � 1 sur K sont �1.

iii) La formule de Leibniz donne :

det(A+ zI) =
X
�2Sn

sgn(�)
nY
i=1

(A+ zI)i;�(i)

Chaque terme de la somme est un polynôme en z de degr�e �egal au nombre
de points �xes de la permutation � en question, d'o�u le r�esultat.

iv) Le d�eveloppement de Laplace du d�eterminant de D par rapport �a n'importe
quelle ligne ou colonne donne

det(Dn) = (�1)n+1 det(Dn�1);

= (�1)(n+1)+n det(Dn�2);

= : : : ;

= (�1)(n+1)+n+:::+3 det(D1);

= (�1)(n+1)+n+:::+3+2;

= (�1)
n(n+1)

2
+n = (�1)

n(n+3)
2 = (�1)

n(n�1)
2 :

Exercice 4. Soit K un corps.

i) Montrer qu'un polynôme p(x) divise chaque f(x) 2 K[x] si et seulement si p(x) = a
pour un �el�ement a 6= 0 de K.

ii) Soient f(x); g(x) 2 K[x] n f0g. On consid�ere les assertions suivantes: a) f(x) =
ag(x), a 2 K n f0g. b) f(x) et g(x) ont les mêmes racines (avec multiplicit�e).

Montrer que a) implique b). Est-ce que b) implique a)? Justi�ez votre r�eponse.

1Utiliser la formule du d�eterminant de Leibniz pour expliciter les coe�cients du polynôme.
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Solution. i) Si le polynôme p(x) divise chaque f(x) 2 K[x], alors il divise aussi
les polynômes de degr�e z�ero, ce qui implique que lui-même doit avoir degr�e
z�ero, c'est-�a-dire p(x) = a pour un �el�ement a 6= 0 de K.

Pour l'autre direction on doit montrer que si p(x) = a pour un �el�ement a 6= 0
de K, alors p(x) divise chaque f(x) 2 K[x]. Ceci est �evident car K est un
corps.

ii) On montre d'abord que a) implique b). On sait que f(x) = ag(x), avec a 2 K.
Si � est une racine de g(x) avec multiplicit�e m alors (x� �)mjg(x). Mais �ca
implique que (x��)mjag(x) = f(x), et donc que � est aussi une racine de f(x)
avec multiplicit�e aux moins m. Si on a une racine de f(x) avec multiplicit�e
m, et on veut montrer que elle est aussi racine pour g(x) avec une multiplicit�e
aux moins m, la d�emonstration est similaire.

b) n'implique pas a). Cela peut être vu, par exemple en construisant deux
polynômes p1(x) 6= p2(x) sur K de degr�e au moins 2 qui n'ont pas de racines.
Les polynômes x � p1(x) 6= x � p2(x) ont seulement une racine, notamment 0
avec multiplicit�e 1.

Par exemple un peut choisir K = Q, p1(x) = x2 � 2 et p3(x) = x2 � 3 sur Q.
(Ce sont des polynômes irr�eductibles parce qu'ils n'ont pas de racines et sont
de degr�e 2.) Mais x � p1(x) 6= a � x � p2(x) pour chaque a 2 K.

Exercice 5. Cet exercice concerne le th�eor�eme 1.12 des notes du cours. Soient f et g
deux polynômes sur K non tous deux nuls et soit

I = fu � f + v � g : u; v 2 K[x]g:

Montrer que I est un sous-groupe de (K[x];+) et que pour tout h 2 I et tout w 2 K[x],
h � w 2 I. On appelle I l'id�eal de K[x] g�en�er�e par f et g.

Solution. Pour montrer que I est un sous-groupe, on v�eri�e d'abord que l'�el�ement
neutre 0 appartienne bien �a I. On montre ensuite la stabilit�e de la loi de compo-
sition + dans I, c'est-�a-dire : f + g 2 I et �f 2 I pour tout f; g 2 I.

Pour la stabilit�e par multiplication externe, soit h 2 I et w 2 K[x]. Alors

h = u � f + v � g;

et donc
w � h = (w � u)f + (w � v)g 2 I:

Exercice 6. Le but de cet exercice est de montrer le r�esultat suivant:

Soit R un anneau commutatif, int�egre et �ni alors R est un corps.

Soit donc r 2 R n f0Rg, on veut montrer que r admet un inverse dans R. Pour cela on
consid�ere la suite d'�el�ements de R, donn�ee pour tout entier i � 0 par

ai := ri = r � : : : � r (i fois)

avec a0 = 1R.
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i) Montrer qu'il existe deux entiers 0 � m < n tels que rn = rm.

ii) En deduire qu'il existe un entier k � 1 tel que rk � 1R = 0R.

iii) Conclure la preuve.

Solution. i) On consid�ere la suite (ai)i2N. Comme l'anneau R est �ni et ai 2 R
pour tout i, cette suite ne peut avoir qu'un nombre �ni d'�el�ements distincts.
Ceci implique qu'on peut trouver deux entiers 0 � m < n tels que rn = rm.

ii) En utilisant le point pr�ec�edent, on a

rn = rm () rn � rm = 0() rm(rn�m � 1R) = 0

Comme R est int�egre, soit rm = 0R, soit r
n�m � 1R = 0R. Or, comme r 6= 0R

on a aussi rm 6= 0R, de nouveau car R est int�egre. Ainsi rn�m � 1R = 0R et
on peut donc poser k = n�m � 1 a�n d'obtenir rk � 1R = 0R.

iii) Comme rk � 1R = 0R et k � 1 on a

rk = 1R () r � rk�1 = rk�1 � r = 1R

L'inverse de l'�el�ement arbitraire r existe et est donn�e par rk�1. Ainsi tous les
�el�ements de R n f0Rg sont inversibles et comme R est d�ej�a un anneau, c'est
un corps.

Exercice 7. (*) Soit K un corps, et A 2 Kn�n une matrice inversible. Posons eA :=
(comA)T , la transpos�ee de la comatrice de A.2

i) Montrer que det(A) 6= 0.

ii) Montrer que A�1 = det(A)�1 eA.
iii) Montrer que pour toute matrice A 2 Zn�n, il existe B 2 Zn�n telle que AB = I si

et seulement si det(A) = �1.

Solution.

2Rappel :
(comA)i;j = (�1)i+j det(Ai;j);

o�u Ai;j est la matrice obtenue en supprimant la i-�eme ligne et la j-�eme colonne de A.
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