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1 Rappel des notions fondamentales

On se rappelle de la notion d’un espace vectoriel V sur un corps K. Pendant notre
cours, on travaille presque exclusivement avec des espaces vectoriels de dimension fini,
dim(V) =n € N=4{0,1,2,...}. Dans ce cas il existe une base finie

B={v1,...,vn}.

On considére cette base B comme ordonnée. Alors il y a un premier élément de cet
ensemble B un deuxiéme etc.
Tout élément v € V posseéde une représentation unique comme combinaison linéaire

V=a1V1 + -+ QpUy,
ol a; € K pour ¢ =1,...,n. Le vecteur

(03]
=] : | €K
On
est appelé les coordonnées de v relatif ¢ la base B. Si B’ est une autre base de V

on peut obtenir les coordonnées de v relatif a4 la base B’ a 'aide de la matrice de
changement de base Pgg € K™*™. Pour tout v € V on a

[’U]B/ = -PBB’ [’U]B.

Exemple 1.1. Supposons dim(V) = 3 et B = {v1,v2,v3} et B’ = {v], v}, v} sont deux
bases de V. Les v; sont représentées comme combinaisons linéaires des v; comme suivant.

v; = 2v1 +v2 — U3
!

Uy = v1+3v2+ U3
!

U3 = U1+ Uz — Us.

La matrice de changement de base Pg/p est

2
Pgip = 1
-1

=W

-1
On vérifie par exemple

[v1]p: = e1 et [v;]p = Ppip - [v1,]8' = PpiB - €1.



1 Rappel des notions fondamentales

Ici, pour 2 = 1,...,n, e; € K™ est le vecteur dont la ¢-iéme composante est 1 et les
autres sont tous égaux a 0. La matrice de changement de base Pgp/ est

—1
Pgp = Pgl, =

= O =
WS G [0 1=
B O [N -

1.1 Applications linéaires et matrices

Soient V' et W deux espaces vectoriels sur un corps XK. Une application linéaire est une
fonction f: V — W tel que
(1.1) Pour tous u,v € V on a f(u +v) = f(u) + f(v).

(1.2) Pour tout u € Vet o € K on a f(au) = af(u).

Si By = {v1,...,vn} est une base de V et By = {ws,...,Wn} est une base de W et si
f(v;) = agjwi + -+ + amjwm

alors pour tout v € V' on vérifie facilement

a1 @12 -+ Gl
[f('u)]BW = ['U]BV' (1~1)

Aml1 Am2 - Qmn
Exemple 1.2. Soient V' et W deux espaces vectoriels sur Zz, By = {vi,v2,v3,vs} et

By = {u1, uz, us, us} bases de V et W respectivement. Soit f: V' — W une application
linéaire et les images des v; comme suivant.

flv1) = 1l ur+2-u2+2-uz+2- ug
flo2) = 2-ur+1-us+1-uz+1- -ug
f3) = 0-ur+2-up+0-u3+2-us
flva) = 1-ur +2-up+2-u3+2-ug
flus) = 2 ur+2-up+1l-u3+2 u
Alors la matrice
1 2 0 1 2
. 21 2 2 2 4x5
A=151 021 |€%
21 2 2 2

nous donne pour tout v € V
[f('u)]BW =A- ['U]BV'



1.2 L’élimination de Gauss

Par exemple on observe

flor+2vs+1vs) = 1-(1-ur+2 -ux+2-u3+2-us)
+2-(0-up +2-us+0-u3s+2-us)
+1-(2-up+2-us+1-us+2-uq)

= 0-u1+2-u+0-us+2-us

et

A-[’u1+2v3+1v5]Bv = A-

R O N OB

~~ N O N O

1.2 L’élimination de Gauss

Rappelons ’élimination de Gauss. Etant donné une matrice A € K™*", cette algorithme
transforme A en A’ en forme échelonée. C'est & dire que :

i) Si A’ posséde 7 lignes non nuls (# 07), ces lignes sont les premiers r lignes de A'.

ii) Il existe une suite 1 < p; < p2 < -+ < pr < n les indices piwot t.q. pour tout
i€{l,...,r},a;, #0et pour tout 1 <j <p;onaa;, =0.

On peut facilement prouver que l'algorithme est correcte. Tout d’abord, ’algorithme

n’effectue que des opérations élémentaires sur les lignes de la forme

i) échanger deux lignes
ii) additionner un multiple (scalaire) d’une ligne a une autre ligne.

L’opération , si les lignes % et 7 sont échangées, correspond a la multiplication
A =T, A,

ol T; ; € K™*™ est obtenue & partir de la matrice identité I € K™*™ en échangeant la
1-éme et la 7-&me ligne.
L’opération , si on additionne a fois la ligne ¢ sur la ligne 7, correspond a la multi-
plication
AI = Li’j(a) . A/,
ol L; ;(a) € K™*™ est obtenue a partir de la matrice identité 7 € K™*™ en addition-
nant a fois la t-&me sur la j-éme ligne de I.



1 Rappel des notions fondamentales

Algorithme 1 Elimination de Gauss

Entrée : A € K™*"
Sortie : A’ € K™*™ sous forme échelonnée telle qu'il existe une matrice inversible
Q € K™ ™ vérifiant Q- A = A'.
A=A
1:=1
tant que (2 < m)
trouver le plus petit 1 <3 < n tel qu'il existe k > ¢ avec a;j #0
Si un tel élément n’existe pas, alors arréter
échanger les lignes 7 et k dans A’
pour k=1:+1,...,m
soustraire (aj;/a;;) fois la ligne ¢ de la ligne k dans A’
1:=1+1
retourner : A’

Exemple 1.3. En Q*** on a

00 1 0 10 0 0
0100 01 -5 0
Tiz=11 9 0 of ¢ Is2(=8=17 4 1 o
000 1 00 1

La matrice résultante A’ peut étre obtenue via

A=Q- A
avec une matrice Q) € K™*™ non singuliére. En fait, si les opérations sont effectuées en
multipliant A’ avec les matrices élémentaires P, ..., P, a gauche, Q est le produit
Q=PFP, - Pr.

Par ailleurs, nous avons 'invariant suivant.

Apres chaque itération de la boucle tant que, la matrice H obtenue a partir
des 7 premieres colonnes de A’ est sous forme échelonnée et les lignes 7,7 +
1,...,m de H sont entierement nulles, voir la figure

Combien d’opérations arithmétiques 1’élimination de Gauss effectue-t-elle ? Soustraire
un multiple d’une ligne a une autre ligne dans A’ peut se faire en O(n) opérations
arithmétique du corps K. Ainsi, le nombre total d’opérations effectuées dans la boucle
tant que est O(m -n). Il y a O(m) itérations de la boucle tant que. Au total, cela montre
que l'élimination de Gauss effectue O(m? - n) opérations.

Exemple 1.4 (Exemple continué). On laisse I'algorithme de Gauss s’exécuter sur

10



1.2 L’élimination de Gauss

YoN-Ee¢RO

—C .

FIGURE 1.1 — Elimination de Gauss : la matrice A’ avant la 7-&me itération de la boucle
tant que.

I'entrée

E Z%XS,

NN DN
= = =N
N O N O
NN DN =
N = NN

et en calcule la matrice @ € Z§X4 telle que @ - A est en forme échelonnée. Au début
A= Aet Q:= I,. On effectue les opérations suivantes sur A’ et Q :

ligne(2) := ligne(2) — 2 - ligne(1)
ligne(3) := ligne(3) — 2 - ligne(1)
ligne(4) := ligne(4) — 2 - ligne(1).

Aprés nous avons

1 2 01 2 1 000
, oo 201 1100
A=lo o000 0 tC=11010
0 0 2 01 1 0 0 1
Enfin, aprés I'opération suivante sur A’ et Q
ligne(4) := ligne(4) — 1 - ligne(2)
on obtient
1 2 01 2 1 0 00
, oo 201 1100
A=lo o000 0 =110 10
00 00O 0 2 01

La matrice A’ est en forme échelonnée et on vérifie

Q A=A

11



1 Rappel des notions fondamentales

1.3 L’image et le noyaux d’une application linéaire

Soient encore V et W deux espaces vectoriels sur K de dimension finiet f: V — W
une application linéaire. On se rappelle de la définition de I'image de f

im(f) = {f(v): v € V} C W,
L’image im(f) est un sous espace vectoriel de W. Le noyaux de f est défini comme
ker(f)={veV: flv)y=0}CV.

le noyaux ker(f) est un sous espace vectoriel de V. On se rappelle du théoréme suivant
du premier semestre [Mic26].

Théoreme 1.1. Soient V et W deux espaces vectoriels sur K de dimension fini et
f:V — W une application linéaire. Alors

dim(V) = dim(im(f)) + dim(ker(f)).

Comment calculer des bases des espaces vectoriels im(f) et ker(f)? Si A’ € K™*"
est en forme échelonnée avec des indices de pivot 1 < p; < ps < --- < pr < n et si les

colonnes de A’ sont al,...,a),, € K™, alors les vecteurs
py, -, 0p, sont linéairement indépendants. (1.2)
Aussi pour tout 7 € {1,...,n}\ {p1, - , Dk}, le vecteur a;- € K™ est une combinaison
linéaire des colonnes ay,,,-..,a,, ol £ est maximal tq. 7 > p.
_ @) (7)
a; =0y ap +---+a;a,,

Alors tous vecteurs

ej —(@Vep +---+aPe,) jefl,...,n}\{p1, - ,mx} (1.3)

sont dans le noyaux de A’ et alors dans le noyaux de A. Cet ensemble de vecteurs est
libre. Parce que le nombre total de vecteurs (1.2) et (1.3) est n, alors ([1.2)) est une base
de I'image de A’ et ([1.3)) est une base du noyau de A’ (aussi de A respectivement).

Exemple 1.5 (Exemple continué). On continue avec la matrice

A =

O O O M
O O O N
o O N O
o O O
O O = N

Alors {e;, e3} est une base de 'image de A’ (et de A) et

{1-’11,1—|—2-U2—|—2~U3+2-’U,4,0-’U,1+2'U2—|—0'U3—|—2'U4}

12



1.3 L’image et le noyaux d’une application linéaire

est une base de im(f). L’ensemble

{e2+e1,ea+2e1,e5 +e3+e1}
est une base de ker(A’) = ker(A) et alors

{va+v1,va 4+ 2v1,v5 + v3 +v1}

est une base de noyau ker(f).

1.3.1 Endomorphismes, matrices semblables

Un endomorphisme est une application linéaire
f:V—YV,

olt V est un espace vectoriel sur K. Dans le cas ot V est de dimension n € N+E] et B
est une base V' on dénote la matrice décrite en (1.1) Ag € K™*". Pour tour v € V on a

[f(v)]5 = AL - [v]s.

Pour une base B’ et la matrice changement de base Pg/p et son inverse Pg,ﬁg = Pgpr,
alors
[f(v)]5' = PgigApPr5 - [V]5
5 = Ps5ABPpB. (1.4)

Définition 1.1. Deux matrices A, B € K™*™ sont semblables, s'il existe une matrice in-
versible P € K™*™ tel que A= P! - B - P. On écrit A~ B.

L’équation montre que, pour B et B’ deux bases de V, les matrices Ap et
Ap d'un endomorphisme f: V — V sont semblables. La relation ~ est une relation
d’équivalence [Mic26].

Le théme principal de ce cours est la diagonalisation. Une matrice A € K™*" est
diagonalisable si A est similaire & une matrice diagonale

A1
A~
An

En endomorphisme f est diagonalisable si Ap est diagonalisable ce qui est équivalent au
fait que V posséde une base de vecteurs propres de f. Quand est-ce que un endomor-
phisme est diagonalisable? La réponse a cette question révele des relations profondes
entre des concepts fondamentaux de l'algébre, tels que les polyndémes, les plus grands
communs diviseurs et leur factorisation. Un résultat qui illustre ces liens est le suivant
(Theoréme [8.18)).

1. Ny ={1,2,3,...}

13



1 Rappel des notions fondamentales

Théoreme 1.2. Une matrice A € K™*" est diagonalisable, si et seulement si le po-
lyndme minimal p(z) € K[z] de A factorise en termes linéaires distinctes, c.d.d.

p(z) = (z — A1) - (2 — M)
oU A1, ..., A\ € K sont les valeurs propres distinctes de A.

Pour y parvenir, nous commengons par un traitement approfondi des sujets relatifs
aux polyndmes.

Exercices

1. Complétez les omissions marquées avec (*) pour que ’algorithme de Gauss calcule
aussi la matrice de transition @ € K™*™ t.q. Q- A = A’ en forme échelonnée.

Entrée : A €¢ K™*"
Sortie : A’ € K™*™ sous forme échelonnée et Q@ € K™*™ inversible
vérifiant Q- A = A'.

A=A
Q:=1In
1:=1

tant que = (2 < m)
trouver le plus petit 1 < 7 < n tel qu'il existe k > 1 avec %j #0
Si un tel élément n’existe pas, alors arréter
échanger les lignes 7 et k dans A’
(*)
pourk=:4+1,...,m
soustraire (aj;/a;;) fois la ligne ¢ de la ligne k dans A’
(+)
1:=1+1
retourner : A’ et Q
2. a) Quel est I'inverse de la matrice T ; € K™*", 4,7 € {1,...,n}, 1 #737
b) Quel est l'inverse de la matrice L;;j(a) € K™*", 1,7 € {1,...,n}, ¢ # j et
aceK?
c) Décrire en mots ’effet de la multiplication de ces matrices a droite, c.a.d. étant
donnée A € K™*"™ décrire

A-T;; e A Li,j(a).

3. a) Une matrice N € K™*" est appelée nilpotente s'il existe un k € N, t.q. N* = 0.
Montrez que pour une telle matrice nilpotente

(I+N)'=I-N++N? - N34 ... 4 (-1)F INFL

b) Basé sur [3a)), donner une formule pour l'inverse R~! dune matrice R € K™*"
triangulaire supérieure avec 1 sur la diagonale.

14



1.3 L’image et le noyaux d’une application linéaire

¢) Trouver une formule pour l'inverse R~ ! dune matrice R € K™*™ triangulaire
supérieure avec des éléments diagonales non nuls.

. Montrer que tout matrice A € K™*™ peut étre factorisée comme

_(Ix ©
U-A-V= ( 0 O) ,
olt I est lerang de Aet U € K™ ™ et V € K™*" sont des matrices inversibles.
Indication : Commencer avec la forme échelonnée.

. Soient V' et W deux espaces vectoriels sur Zz, By = {v1,v2,v3,vs} et By

{u1,u2, us, us} bases de V' et W respectivement. Soit f: V — W une application
linéaire et les images des v; comme suivant.

~
~~ N N N

<

w
—
N P O N -

Calculer bases du ker(f) et im(f).

-u1 +0-
~up+1-
U+ 2-
U+ 2-
Uy +2-

Ug + 2 -
Us + 2 -
Us + 0 -
Uy +1-
Uy +1-

U3+ 2
us+ 1-
Uz + 2 -
Uz + 2 -
us +1-

Ug
Ug
Ug

Ug

Ugq.

15






2 Polyndomes

2.1 Notions fondamentales

Soit R un anneau. On se souvient que cela signifie que R est un ensemble, muni des
opérations binaires +: R x R — Ret - : R X R — R telles que :

R1) a+b=>b+ a pour tout a,b € R.
a+(b+c)=(a+0b)+c, pour tout a,b,c € R.
Il existe un élément 0 € R tel que 0 + a = a pour chaque a € R.

(
(R2)
(R3)
(R4) Pour chaque a € R il existe un élément —a € R tel que a + (—a) = 0.
(R5) a(bc) = (ab)c , pour tout a,b,c € R.

(R6) Il existe un élément 1 € R tel que a-1=1-a = a pour chaque a € R.
(

Si, de plus, on a

(R8) ab = ba pour tous a,b€ R .

alors I'anneau R est appelé anneau commutatif. Le centre de R est ’ensemble Z(R) =
{r € R: ra = ar pour tout a € R}. Un élément a # 0 de R est un dwiseur de zéro s'il
existe un b £ 0 tel que ab = 0 ou ba = 0. Un anneau commutatif sans diviseurs de zéro
et 1 # 0 est appelé anneau intégre.

Exercice 2.1. Soit R un anneau, alors 1’élément 1 est unique.

Exemple 2.1. i) Les nombres entiers Z avec l’addition et la multiplication standard
forment un anneau commutatif sans diviseurs de zéro. Aussi 1 # 0. Z est donc un
anneau intégre.

ii) 5-Z = {bz: z € Z} avec 'addition et la multiplication standard n’est pas un anneau.
L’axiome (R[] n’est pas satisfait.

iii) L’ensemble des matrices Z?*? avec 1'addition et multiplication des matrices est un
anneau non commutatif avec des diviseurs de zéro.

96 - ()
£96Y - ¢
£968 - 6

17



2 Polynémes

Un élément 7 € R est inversible s'il existe un élément 7% € R tel que
r-r =71 " -r=1.

On dénote ’ensemble des éléments inversibles par R*. On se rappelle que (R*,-) est un
groupe, le groupe des éléments inversibles. Un anneau intégre tel que R\ {0} = R* est
un corps.

Exercice 2.2. Soit R un anneau et r € R*. Alors r n'est pas un diviseur de zéro.

Exercice 2.3. Soit R un anneau et R™*™ ’anneau des matrices n x n sur R. Montrer que
le centre de R™*™ est Z(R™*™) = {al,: a € Z(R)}.

Le théoréme suivant est trouvé dans les notes de cours du premier semestre [Mic26].

Théoreme 2.1. Soit R un anneau et S C R. Si les deux conditions suwwantes sont
vérifiées
a) 1S
b) Pour s,t € S alorss-te€Sets—tesS.
alors S est aussi un anneau.
Le théoréme suivant est démontré dans le cours anneauz et corps. Il nous donne une

maniére formelle d’introduire le concept d’une indéterminée (ou variable) qui n’est
autre que ledit élément z € S\ R.

Théoreme 2.2. Soit R un anneau, alors il existe un anneau R' O R (R est un sous-
anneau de R') satisfaisant 1gr = 1 et qui posséde un élément z € R\ R tel que

(1) az = za pour chaque a € R.

(1) Siao+aiz+---+a,z™ =0 et a; € R pour tout i, alors a; = 0 pour tout ¢.

Définition 2.1. Un polynéme sur R est une expression de la forme p(z) = ap + a1z +
-+ apz™, oun €N, a; € R pour tout 7. L’élément a; est le i-eme coefficient de p(z).
L’ensemble des polyndmes sur R est dénoté par R[z].

Exemple 2.2. i) p(z) = 3 + 22 + 5z* € Z[z].
i) p(z) = (19) + (§1)a® € 22?[a].

Proposition 2.3. Deuz polyndmes
p(z) =ao + a1z + asz? +--- et g(z) = bo + b1z + boz? + - - - (2.1)

sont égaux st et seulement st a;, = b; pour tout + € N. Dans ce cas, on écrit

p(z) = q(z).
Exercice 2.4. Démontrez la proposition

18



2.1 Notions fondamentales

Théoreme 2.4. R[z| est un anneau. S1 R est commutatsf, alors R[z] est commutatif.
St R est anneau sans dwiseur de zéro alors R[z] est un anneau sans diviseur de
zéro.

Démonstration. Pour montrer que R[z] est un anneau on invoque Theoréme Clai-
rement 1 € R[z] ce qui implique [a). Pour b)) il faut montrer que pour deux polyndmes
f(z)=apg+a1z+---+az" et g(z) =bo+ b1z +---+bpz™ sur R,on a:

i) f—g€ Rlz]et

ii) f-g € Rjz].
La somme s’écrit comme

max{m,n} '
f(@)+g(x)= > (ai+b)z' € Rz, (2.2)
=0

oll a; =0 pour 2 >n et b; = 0 pour 2 > m. Alorson a f — g € R[z].

Le produit de f et g s’écrit comme

p(z) - g(z) = apby + (agb1 + a1bg)z + (agb2 + a1b1 + a2b0)$2 + - (2.3)
Bref, on a la formule

m—+n

f(z)-g(z) = > () ajbs)e’ € Ra]. (2.4)

i=0 jk—i

C’est a dire que R[z] est stable pour I’opération - de S. Alors, R|[z] est un sous-anneau
de S et donc R[z] est un anneau. La formule implique que R|[z| est commutatif, si
R est commutatif.

Finalement, si f(z) = ap + a1z + -+ # 0 et g(z) = by + b1z + --- # 0 sont deux
polyndémes non-nuls et si R est un anneau sans diviseur de zéro, il faut montrer que
f(z)-g(z) #0. Soit n = max{i: a; # 0} et m = max{i: b; # 0}. Le coefficient de z™*"
du polynéme f - g est a, - b,,. Ce coefficient n’est pas nul dés que R est un anneau sans
diviseur de zéro. O

Exemple 2.3 (Multiplication de polyndmes).

f(z) = 3z3+z+2¢ 2z
g(z) = 2z*+22%+1€7Z[z]
f(z)-g(z) = 62"+82°+4z*+52° +42° +2+2 ¢ Zfz]

Définition 2.2. Le degré de p(z) = ag + a1z + asz? + --- # 0 est
deg(p) = max{:¢: a; # 0}

et deg(0) = —oo. Si p # 0, le coefficient ageq(p) €st le coefficient dominant de p. Un
polyndme de degré zéro est une constante.
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2 Polynémes

Exemple 2.4. Soit f(z) = 2+ 3z + 5z € Z[z], alors deg(f) = 3 et le coefficient dominant
de f est 5.

Théoreme 2.5. Soit R un anneau, f,g € R[z]|\ {0} tel que le coefficient dominant de
f ou de g nest pas un diviseur de zéro. Alors, deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Démonstration. Soient f(z) = ap+---+anz™ et g(z) = bo+- - by,z™ tels que ay,, by, #
0. Le coefficient de "™ est a,, - b, # 0. Les coefficients de z*, k > n + m sont tous
nuls. ]

Un polyndme p(z) = ag+a12+---+a,z" € R[z| induit une application f, : R — R,
fo(r) = ao + a1m + --- + a,7r™. Nous écrivons aussi p(r) pour fy(r) et on parle de
I"évaluation de p sur r.

Exemple 2.5. Soit p(z) = = € R[z] et g(z) = (z + a) € Rlz], alors p(z)g(z) = 22 + az.
Quand est-ce que ’on a p(r)g(r) = (p- g)(r) ? C’est le cas si et seulement si

r2+m:r2+ar

c’est-a-dire si et seulement si ra = ar. On attire ’attention sur le fait que cet exemple
traite de 1'évaluation en r € R de polyndmes. Ici, p(r)g(r) dénote 1'évaluation de p et g
en 7 puts d’en multiplier les résultats. Tandis que (p - ¢)(r) représente la multiplication
de p et ¢ pus on évalue ce produit en r.

Théoreme 2.6. Soit R un anneau et a € Z(R) un élément du centre de R. L’applica-
tion

R

fla)

®: Rz]
f(z)

est un morphisme d’anneauz surjectif.

%
—
Exercice 2.5. Démontrer le théoréme 2.6l

2.2 Interpolation

Deux polynomes différents p et ¢ peuvent induire la méme application f, et f;, méme
g’ils sont des polyndémes sur un corps K.

Exemple 2.6. Soit K = Zs, p(z) =  + 2 et ¢(z) = 22 + 23 deux polyndmes sur K. Il est
clair que p # ¢. Mais f, : K — K et f;: K — K sont les mémes applications car pour
tout z € Z on a p(z) = ¢(z) = 0.

Par contre, si K est un corps infini, deux polyndémes différents induisent deux appli-
cations différentes. Nous allons voir les détails de ce fait maintenant.

Théoréme 2.7. Soit K un corps, ro, ..., € K des éléments distincts (c.-a-d. r; # r;
pour i #j) et yo,...,Yn € K. Il existe ezactement un seul polynéme f(z) € K|z| de
degré au plus n tel que

f(r:) = y; pour tout ¢ € {0,...,n}.
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2.2 Interpolation

Démonstration. Un polynéme f(z) = ag + a1z + - - + a,z™ satisfait f(r;) = y; pour

tout ¢ si et seulement si le coefficients ay, . .., a, satisfont
1 79 -+ 17 ag Yo
R ai Y1
1 m 7] _ |7 (2.5)
1 Tn - 7';'17' an Yn

La matrice Vy,, . », € K(MTx(n+1) 3 gauche de est connue sous le nom de
matrice de Vandermonde des éléments rg,...,7r,. Le théoréme sera prouvé une fois
que nous aurons démontré que det(Vy,, . ,.) # 0.

On démontre det(V;,,...r,) # O par récurrence sur n. Pour n = 0, le déterminant est
1. Pour n > 0, on soustrait ry fois la colonne n de la colonne n + 1. Apreés, on soustrait
7o fois la colonne n — 1 de la colonne n etc. Le résultat est la matrice

1 0 0
1 r—rg ri(ri—mo) - 7 H(re— 7o) (2.6)
1 rn—1o Tu(rn—10) -+ T2 Yr, —10)

Le déterminant de la matrice ([2.6) est celle de V... »,,. Développement du déterminant
le long de la premiére ligne donne le déterminant de la matrice

ri—7ro 7T1(r1 —7mo)--- r?_l(rl —70)
2.7)
Tn—To Tn(rn—70) -+ 77 Y, —10)

Alors
det(Vyg,..rn) = (rn —10) -+ (r1 — 7o) det(Vey, . r)

Comme les r; sont distincts, le produit (r,—7g) - - - (11 —7¢) n’est pas zéro. Par I'hypothese
de récurrence, det(V,,,  ,.) # 0 et donc det(Vyy,,,...r,) # 0. O

Le théoréme[2.7|ne contredit pas I’exemple[2.6|car le corps Z, n’admet que 2 éléments.
Il existe bel et bien un unique polynéme p € Zs[z] de degré inférieur ou égal a 1 tel que
p(0) = p(1) = 0. Une énumération des polyndmes possibles ou la résolution du systéme
linéaire donne p(z) = 0.

Exercice 2.6. Montrer que le déterminant de V,,, ., est

det(Vro,...rn) = H (r; —r3).
0<i<j<n

Exemple 2.7. On cherche le polynéme f(z) € Zs[z]| de degré au plus 3 tel que f(0) = 2,
F1) =2, f(2) =2 et £(3) = 3.
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2 Polynémes

En trouvant l'unique solution du systéme

1 0 00 ap 2
1111 |]a| |2
1 2 4 3 ar | | 2]’
1 3 4 2 as 3
on obtient

ag 2

a1 | 2

as T2

as 1

Ainsi, f(z) = 2 + 2z + 222 + 23 est le polyndme recherché.

Corollaire 2.8. Soit K un corps infini. Deuz polynémes p(z),q(z) € K[z] sont égauz,
s1 et seulement si les applications f, et fq sont les mémes.

Démonstration. Si p(z) = gq(z), alors p(r) = g(r) pour tout r € K et donc f, =
fq. D’autre part, si f, = f;, on peut supposer qu'un des deux polyndmes n’est pas
le polynéme 0 (s’ils sont tous les deux nuls, alors p = ¢). Comme p(r) = g¢(r) pour
tout » € K et le corps K est infini, les polynémes prennent les mémes valeurs sur
max{deg(p), deg(q)} + 1 éléments distincts de K. Il en résulte que p(z) = g(z) par le
Theoréme 2.7 O

2.3 Division avec reste

Soit R un anneau et K un corps pour ce chapitre. La diviston avec reste est 'opération
suivante.

Théoreme 2.9. Soient f,g € R[z], g # 0 et le coefficient dominant de g un élément
tnversible de R. Il existe g,r € R[z| uniques tels que

f(z) = q(z)g(z) + r(z)
et deg(r) < deg(g).

Démonstration. Si deg(g) = 0, alors g(z) = by € R*. Dans ce cas, on met g(z) =
f(z)- byt et r(z) =0.

Autrement, soit deg(g) > 1. La preuve se fait par récurrence sur deg(f). Si deg(f) <
deg(g), alors on pose g =0et 7 = f.

Soit alors deg(f) =n > deg(g) = m et

f(z)=ap+--+anz" et g(z) =bg+ -+ bpz™

ol @, et by, sont les coefficients dominants de f et g respectivement. Clairement

deg (f(2) — anby e ™ g(z)) < deg(f(z))
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2.3 Division avec reste

et par hypotheése de récurrence il existe go, 7 € R[z] tel que

f(2) = anbm ™ '2" " g(z) = o(2)9(2) + r(2)
et deg(r(z)) < deg(g(z)). On obtient alors
flz) = (qo(m) + anbm_lx”_m> 9(z) + r(z)
= =q(z)9(z) + r(z),

ol q(z) = qo(z) + @nbm~lZ™"™. Supposons maintenant qu'il existe deux autres po-

lyndmes ¢'(z) # q(z) et 7'(z) # r(z) tels que

f(z) =4'(z)g9(z) + r'(z)
et deg(r') < deg(g). Alors

Par le théoréme 2.5
deg(r — r') = deg(q’ — q) + deg(g) > deg(g),
ce qui contredit le fait que deg(r) < deg(g) et deg(r’) < deg(g). O
Exemple 2.8. La division avec reste du polynéme z° + 222 + 1 par 2z% + z + 1 de Z3[z]
donne
° +222 +1= (22> +2)2z> + z + 1) + (z + 2).

On peut formuler la division avec reste comme un procédé récursif comme suivant.
On suppose ici deg(g(z)) > 0.

Algorithme 2 Division avec reste
1. procedure Div(f(z), g(z) )
2: Soient n = deg(f) et m = deg(g)
if n < m then
return 0, f(z)
else
Soient a,b € R coefficients dominants de f et g respectivement
(g0(z), r(z)) < Drv(f(z) — (a/b)z™ ™"g(z), 9(z))
return (a/b)z"™ "™ + go(x), r(z))
9: end if
10: end procedure

Le Théoréme suivant est une variante du Théoréme 2.9 dans laquelle le quotient q(z)
est multiplié a droite, c.a.d. on exige

f(z) = g9(z)q(z) + ().
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2 Polynémes

Théoreme 2.10. Sotent f,g € R[z|, g # 0 et le coefficitent dominant de g un élément
tnversible de R. Il existe g,r € R[z| uniques tels que

f(z) = g(z)q(z) + r(z)
et deg(r) < deg(g).

Exercice 2.7. Modifier la démonstration du Théoréme 2.9 pour obtenir une démonstration
du Théoréme

Exemple 2.9. C’est exemple montre que les quotients et les restes peuvent étre divers
dans les cas ol le quotient est multiplié & droite et & gauche. Soit Z?*? I’anneau des
matrices 2 x 2 sur les entiers et

f@) = <; 8):1:4—1—((1) 2>€Z2X2[m]

o(z) = <é 1>m2+<é 2>EZ2X2[m]

deux polyndmes. Division avec reste (Théorgéme[2.9) nous donne f(z) = g(z)-g(z)+r(z)

avec
q(m)z(é _é>x2+<_é g) etr(m):<§ _?>

Sile quotient g(z) doit étre multiplié & g(z) a droite (Théoréme [2.10)), on obtient f(z) =
9(z) - q(z) + r(z) avec

q(a:):<(1J 8>m2+<_é 8) etr(m):<g 2)

2.4 Divisibilité et racines

Définition 2.3. Soit R un anneau commutatif. Un polyndéme ¢(z) € R|[z] divise un po-
lyndéme f(z) € R[z] sl existe un polyndme g(z) € Rz] tel que f(z) = g(z) - ¢(z). On
dit que g(z) est un diviseur de f(z) et on écrit g(z) | f(z).

Exemple 2.10. Soient g(z) = 22 + 1 € Zy[z] et f(z) = 2®+ 22 —z+ 1 € Zy[z]. On a
7(2) = g(#)(z + 1) et donc g(z) | £(a).

Définition 2.4. Soit R un anneau commutatif et p(z) € R[z] \ {0}. Un a € R tel que
fp(a) = 0 est une racine de f(z).

Exemple 2.11. Soit p(z) = z* + 23 + 22 + z + 1 € Zs(z), alors a = 1 est une racine de
p(z)-

Théoreme 2.11 (Théoreme fondamental de 1’algebre). Tout polynéme p(z) € C[z] \ {0}
non constant admet au moins une racine compleze.
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2.5 Le plus grand diviseur commun

Théoreme 2.12. Soit R un anneau commutatif et f(z) € Rlz] \ {0} un polynéme et
a € R, alors a est une racine de f si et seulement s (z — o) | f(z).

Démonstration. Si f(z) = g(z) - (z — a), alors
fla) = qa) (a—a)
= 0.
Pour 'autre sens, il existe g(z) et r(z) tels que
f(z) = q(z) - (z — @) + 7(2)
avec deg(r) < 0. Alors f(a) = 0 implique r = 0. O

Définition 2.5. Soit R un anneau commutatif. La multiplicité d’une racine a de p(z) €
R[z] \ {0} est le plus grand entier z > 1 tel que (z — a)* | p(z).

Exemple 2.12 (Suite de I’exemple 1.10). Le polynéme p(z) = z* +z3+ 22 +z+1 € Zs
est divisible par z — 1, et

p(z) = (23 + 222 + 3z + 4)(z - 1).
De plus, 1 est aussi une racine de z2 + 222 + 3z + 4. En fait
¥4zl tz4+1=(z-1)"%

alors la multiplicité de la racine 1 de p(z) est 4 parce que (z — 1)* divise p mais pas
(z — 1)%, en tant que polyndme de degré 5 (théoréme [2.5)).

2.5 Le plus grand diviseur commun

Soit K un corps dans ce chapitre.
Théoreme 2.13. Soient f(z) et g(z) deuz polynémes sur K non tous deuz nuls et soit
I={u-f+v-g:u,v e K[z]}

Il existe un polyndéme d(z) € K|z| tel que

I'={h-d: heKlz]} (2.8)
Démonstration. Remarquons que I contient des polynémes non nuls (notamment f ou
g). Soit d € I'\ {0} de degré minimal et u', v’ € K[z] tels que

u-f+v-g=d.

Soit u- f+wv-g € I. La division avec reste donne u- f +v-g = gd+r, avec deg(r) < deg(d).
Alors

r=(@u-qu) f+v-gqv)-gel
et par minimalité de d € I'\{0}, r = 0. Ainsi il existe un h € K[z] tel que h-d = u-f+v-g.
Il est clair que h - d € I pour tous les h € K|[z] et 'assertion est démontrée. O
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2 Polynémes

Définition 2.6. Un polynéme f(z) € Klz] \ {0} dont le coefficient dominant est 1 est
appelé polynéme unitaire.

Définition 2.7. Soient f,g € K[z] non tous deux nuls. Un diviseur commun de f et g est
un diviseur de f et g.
Théoreme 2.14. Soient f,g et d comme dans le théoréme|(2.13,
1) d est un diviseur commun de f et g.
1) Chaque diviseur commun de f et g est un diviseur de d.
Démonstration. L’'assertion [i) suit du fait que f,g € I et de (2.8). Soient u,v € K][z]

tels que d = u- f+v-g et soit w un diviseur commun de f et g. Alors il existe f/, ¢’ € K[z]
tels que f = f'w et g = g’w. Par conséquent

d=(u-f' +v-g")w,
ce que montre que w | d et [ii). O

Proposition 2.15. Soient f, g € K[z| non tous les deuz nul et soit d € K[z] un polynéme
satisfaisant les conditions[q) et[ir]) du Théoréme[2.14 Le polynéme d est unique d
maultiplication prés par une constante o # 0. Si d est unitaire, alors d est unique.

Démonstration. Soient d et d' deux polyndmes satisfaisant i) et . C.ad. d et d' sont
des diviseurs commun de f et g et chaque diviseur commun de f et g divise d et d'.
Les conditions impliquent d | d’' et d' | d. Alors il existe z,2’ € K[z] tel que d = d'z’ et
d' = dz. Par suite, d = d - z - z’. Le theoréme 2.5/ (d, d’ # 0) implique que z,2’' € K.

Si d et d’ sont unitaires, alors z = 2’ = 1, ce que démontre [2.15)). O

Définition 2.8. L'unique polynéme unitaire d € K|[z] satisfaisant (2.8)) est appelé le plus
grand commun diwiseur de f et g. Il est noté gcd(f, g) ou pged(f, g).

2.6 L’algorithme d’Euclide

Pour calculer le plus grand diviseur commun de f(z) et g(z) on peut utiliser ’algorithme
d’Euclide. Soient fo, f1 € K[z] et pas tous les deux nuls et deg(fo) > deg(f1). Si f1 =0,
alors

ng(f07 fl) = a’ilf01

ol a est le coefficient dominant de fy. Autrement, on applique la division avec reste

fo=aifi + fo,

ol g1, f2 € K[z] et deg(f2) < deg(f1). Un polyndéme d € K|[z] est un diviseur commun de
fo et f1 si et seulement si d est un diviseur commun de f; et f5. L’algorithme d’Euclide
est le procédé de calculer la suite fo, f1, fo,..., fe—1, fr € K[z] ot deg(fx—1) >0, fr =0
et

fici=afi+ fi1
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2.6 L’algorithme d’Euclide

est le résultat de la division avec reste de f; 1 par f;. Le procédé se termine toujours
car la suite des degrés {deg(f;)} est entiere et strictement décroissante (méthode de
descente infinie de Fermat). Le dernier reste non nul fr_; est un multiple constant de
ged(fo, f1) @ il suffit de diviser par le coefficient dominant pour le rendre unitaire.

Exemple 2.13. On calcule le plus grand diviseur commun de fo = 4z®+2%4-22%24-2 € Zs[z]
et f1 =3z*+ 23 + 222 + 2z + 2 € Zs[z].

q1 = 3z + 4z + 2, fo = 42% + 422 + 3z + 3,

g2 =2z +2, fs =322+ 1,
Q3:3.'12—|-3, f4:0.

Alors tout diviseur commun de fo et f; divise f3 = 322 + 1 et fs est aussi un diviseur
commun. On divise par 3 (ou multiplie par 2) et on obtient gcd(fo, f1) = z2 + 2.

Le calcul des suites f; et g; donne aussi une représentation ged(fo, f1) = u- fo+v- f1,

u,v € K[z|. En effet
fo ) _ (0 1) [fis
fiv1 1 —gi) \ fi
fr—1 _ 0 1 o 0 1 fo
fr 1 —gr1 1 —q1 ) \f1)
Exemple 2.14. On continue ’exemple
3z+3 z¥+42?+22\ [0 1 0 1 0 1
2 +2z+2 2z*+4z24+3 )\ 1 2z+2 1 3z+3 1 222 +z+3

et

et alors

3z2+1 | 3z+3 z*+4z?+2z 4z% + z* + 222 + 2
0/ \ z°+2z+2 2z*+42%2+3 3zt + 28 + 222 422 +2 /-

2 +2 ) z+1 2z%+3z%+4z 4z° + z* + 222 + 2
0 ) \ 22244z +4 4z*4+3z2+1 3zt + 234222 + 2242
Alors

22 + 2 = gcd(fo, f1) = (z + 1) fo + (22 + 322 + 4z) f1.
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2 Polynémes

2.7 Factorisation en irréductibles
On fixe un corps K dans ce chapitre.

Définition 2.9. Un polyndéme p(z) € K[z] \ {0} est wrréductible, si
i) deg(p) > 1 et
ii) si p(z) = f(z)g(z) alors deg(f) = 0 ou deg(g) = 0.

Exemple 2.15. 1. Chaque polynéme linéaire p(z) = az + b € KJz], a € K \ {0} est
irréductible. En effet, si p(z) = f(z)g(z) et deg(f) > 0 et deg(g) > 0, alors le
théoréme [2.5| implique que deg(p) > 1.

2. 22 + 1 € R[z] est irréductible. Autrement, il existe un polyndme linéaire f(z) =

z—a € R[z] qui divise f ce qui implique que a est une racine de 22+ 1. Cependant,
aucun nombre «a réel ne satisfait a® = —1.

Clairement, tout polynéme f(z) € K[z] \ {0} peut étre factorisé comme
fz)=a []pi(2), (2.9)

dont les p; sont irréductibles et unitaires et a € K. On va voir maintenant que cette
factorisation est unique.

Théoreme 2.16. Soit p(z) € K|[z| irréductible et supposons que p(z) divise un produst
fi(z)--- fe(z) de polynémes non nul. Alors p(z) diwvise un polyndéme fi(z).

Démonstration. Par récurrence il suffit de démontrer ’assertion pour k£ = 2. Ainsi,
supposons p | fg, f,g € K[z]\ {0}. Si p ne divise pas f, alors gcd(p, f) = 1 car les seuls
diviseurs de p sont des multiples constants de 1 et lui-méme. Soient donc u,v € K|[z]
t.q. up+vf =1. Alors upg + vfg =g, et donc p | g. O

Théoreme 2.17. La factorisation (2.9) est unique 4 l’ordre prés des p;.

Démonstration. Pour une factorisation f(z) = a[]; ¢;(z), ou les ¢; sont irréductibles et
unitaires on utilise le théoréme pour déduire qu'il existe j tel que p; | g;. Comme
p1 et g; sont irréductibles et unitaires, p; = g;. En divisant par p;, I’assertion suit par
récurrence. O

Corollaire 2.18. Soient f(z) € K[z]|\ {0} et a1,...,a; des racines de f de multiplicité

ki, ..., k¢ respectivement. Alors il eziste g(z) € K|[z] tel que
¢
f(z) = g(z)- [ (2 — a)*
i=1
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2.8 Le polynéme minimal d’une matrice

Exercices

1. Démontre le Corollaire
2. Soit K un corps fini, n = |K|.
a) Chaque a € K* satisfait a®~! = 1. Indice : Thm. de Lagrange
b) Le polynéme f(z) = 2" —z + 1 € K|[z]| ne posséde pas de racines.
c) Conclure qu'’il existent des polyndmes irréductibles en K|[z]| de degré aux moins
2. Indice : Factorisation de f(z) en irréductibles.

2.8 Le polyndme minimal d’'une matrice
Soit A € K™*™ une matrice et
f(z) =ao+ a1z + - +a,z" € K|z]
un polyndéme sur K. L’évaluation de f(z) en A est la matrice
f(A) =aoln+a1A+ -+ a,A" € K|z].

)=
Exercice 2.8. Pour f(z),g(z) € K[z] on a
(

1) (f +9)(4) = f(A) + g(4),

i) (f-9)(A4) = f(A)-g(A) et
iii) 1(A) = I..

En autres mots, 'application

¢ : Klz] — KV
f(z) — f(4)

est un homomorphisme d’anneaux.
Un polynéme f(z) € K[z] annule A, si f(A) est la matrice zéro
f(A)=0¢€ K",

Théoreme 2.19. Soit p(z) € Klz] \ {0} un polynéme de degré minimal parmi les
polyndémes qui annulent A. Alors p(z) divise chaque polynéme f(z) € K[z] tel que
f(A) =0. Le polynéme p est unique & multiplication prés par une constante o # 0.
St p est unitaire, alors p est unique.

Démonstration. Supposons que f(z) € K[z] annule A

£(A) = 0.

On effectue division avec reste

f=q-p+rou deg(r) < deg(p).
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Parce que 7(A) = 0 on a forcement r = 0. (p est de degré minimal parmi les polynémes
évaluant a zéro). Alors p | f.

Comme dans la démonstration de la Proposition [2.15] on montre que p est unique a
multiplication prés par une constante a # 0. Alors si p est unitaire, p est unique. O

Définition 2.10. Le polynéme unitaire p(z) € K[z] \ {0} du Théoréme [8.16est appelé le
polyndéme minimal de A € K™,

Comment trouver le polyndme minimal ?

Soit A € K™*™. Le théoréme de Cayley-Hamilton (Théoréme |3.11)) affirme que fa(A) =
0, ol fa € K|z] est le polyndme caractéristiqgue de A. Le degré de fa est n. Une fagon
de calculer le polynéme minimal consiste a chercher le plus petit d € N, d < n tel que

I=A%A A, ... A

soient linéairement dépendants et de trouver ag,ay,...,aq tel que
agl +a14 + a2A2 e a,dAd =0. (2.10)
Le polynéme minimal de A est p(z) = ap+a1z+- - -+a,z™. Ce d aussi bien les coefficients
ag, - ..,aq de p(z) se laissent calculé par I’algorithme de Gauss sur la matrice
B=(co,...,cn) € kP *(nt1) (2.11)
dont la colonne c; € K™ représente la matrice A* € K™*" pour k = 0,...,n. C'est &
dire, la n - ¢ + j-€me composante de ¢ est
(4%);5. (2.12)

En fait, le premier vecteur (j minimal) dans la liste de vecteurs de la base du ker(B),
comme décrit en Chapitre nous donne le degré et les coefficients du polynéme
minimal.

La complexité de I’élimination de Gauss avec m/' lignes et n’ colonnes est

Q(m'-n'-min{m',n'})

opérations arithmétique du corps K. Dans notre cas, cela équivaut a Q(n*). Cependant,
il existe un algorithme de calcul du polyndme minimal qui effectue O(n®) opérations
arithmétiques du corps K. Cet algorithme est aléatoire, c’est & dire, que cet algorithme
fais des choix basé sur des expériments de probabilité. A la fin, l'algorithme retourne
un polynéme p(z) € K[z]. Ce polynéme est probablement le polynéme minimal de
A € K™*™ En fait, la probabilité de 1’événement

p(z) n’est pas le polynéme minimal de A

est au plus 1/21%, un nombre rationnel plus petit que le réciproque du nombre de
particules élémentaires de 1'univers.

Soit v € K™\{0}. On montre de maniére similaire & la démonstration du Théoréme[2.19|
la propriété suivante.
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Théoreme 2.20. Soit p,(z) € K[z]\ {0} de degré minimal tel que
py(A)v =0 (2.13)

soit vérifiée. Ce polyndéme p,(z) divise tout polynéme h(z) € K|[z] tel que h(A)v = 0.
Le polynéme p, est unique & multiplication prés par une constante a # 0. St p est
unitaire, alors p est unique.

Le polyndme p,(z) est appelé I'A-annulateur de v.

Le démonstration est comme celle du Théoréme Soit h(z) € K|[z] un polyndéme
tel que h(A)v = 0. Si p,(z) ne divise pas h(z), alors, par division euclidienne comme
ci-dessus, on obtient

r(A) = h(A) — q(A)p,(4) € K™*"
et par conséquent r(A)v = 0, ce qui contredit la minimalité du degré de p%(z). Alors
py(z) divise tout polyndéme h(z) € K[z| tel que h(A)v = 0. Par conséquence p, est
unique a multiplication prés par une constante a # 0. Alors si p est unitaire, p est
unique.

Algorithme aléatoire

L’algorithme est le suivant. Fixons un ensemble fini S C K avec |S| = M et choisissons
v € K™ aléatoirement en sélectionnant chaque composante de v uniformément dans S.
Ensuite, calculons p,(z) en trouvant le plus petit d tel que

Tv,Av,A%v,.-- ,A*v soient linéairement dépendants.

On retourne le polynéme p,(z).
Cette fois on effectue I’Algorithme de Gauss sur la matrice

C = (Iu,Av,A%,... ,A"v) c grx(ntl), (2.14)

Le calcul de Jv, Av, A%v,--- , A™ v nécessite O(n®) opérations dans le corps. Ce sont
des produits matrice-vecteur. Aussi 1'algorithme de Gauss effectue O(n?®) opérations.
Probabilité d’'échec

Théoreme 2.21. La probabilité de l’événement p,(z) # p(z) est au plus n/|S|.

Démonstration. Soit p(z) = £1(z)® - - - Lx(z)®* la factorisation unique de p(z) en fac-
teurs irréductibles distincts. On remarque que k < deg(p(z)) < n. Si p,(z) n’est pas égal
a p(z), alors il doit exister un facteur irréductible, disons 41, tel que (p(z)/41)(A)v =0
soit vérifié. Considérons maintenant £;. Puisque (p(z)/41)(A) # 0, on a clairement

Pl(ma/t1)(A)v = 0] <1/|S].

La borne annoncée découle alors de l’application de 1'inégalité de Boole (union bound).
O
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Si I’ensemble S est de cardinalité |\S| = 2n, la probabilité de I’événement p,(z) # p(z)
est au plus 1/2. Avec une telle choix de S, si 'algorithme est répété k-fois, la probabilité
de I’événement

P[ aucun p, est égal a p] < 2.

Pour k£ = 100, par exemple, cette probabilité est inférieure aux réciproque des particules
élémentaires de 'univers et en peut argumenter que cette probabilité es négligeable.

Algorithme 3 Polynéme minimal
Entrée: Ac K" keN,,SCKtaq. |S|=2n
Sortie : p(z) € K|z]
Répetel100 fois :
Choisir v € S™ aléatoirement
Calculer p,(z)
retour : Polynéme p,(z) de degré maximal.

Théoreme 2.22. Soit A € K™*" et k € n. L’algorithme effectue O(n®) opérations
de corps. La probabilité de l’évenement que le polynéme retourné n’est pas le po-
lynéme minimal de A est au plus 27100,

Exercices

1. Soit A € K™*".
i) Montrer que 'ensemble I = {f(z) € K[z] | f(A) = 0} est un idéal de K|[z] et
qu’il est engendré par le polynéme minimal de 7.

ii) Soit v € V. Montrer que I’ensemble I = {f(z) € K[z] | f(A)v = 0} est un
idéal de K|[z] et que celui-ci est engendré par p,(z), le A-annulateur de v.

iii) Montrer que p(z) est le plus petit commun multiple (des) polynémes p,(z), v €
V.

2. Soit A € K™*™ la matrice

00 - 0 a
1 0 - 0 a

A= 01 - 0 as
00 -+ 1 ap_

i) Quel est le polynéme minimal p,, (z) € K[z] du vecteur e; € K™ ?

ii) Quel est le polyndme minimal p(z) € K[z]| de la matrice A7 Indice : Thm.
de Cayleigh-Hamailton et Théoréme [2.20.
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2.9 Construction formelle de I'anneau des polynémes

Dans cette section, nous fournirons une preuve du Théore¢me Soit R un anneau. Une
suite est une fonction ¢ : Ny — R. Nous écrirons ¢ comme

g = [ao,al,ag,...),

ol a; = o(z). Nous désignons l'ensemble de toutes les suites par S. Nous identifions
chaque élément a € R comme 1’élément

[2,0,0,...) € S.

Ensuite, nous définissons les opérations d’addition et de multiplication sur S. L’addition
est 'opération naturelle suivante

[ao,al,az,...)—i—[bo,bl,bg,...) = [a0+bo,a1+b1,a2+b2,...).

Il est simple de montrer que (S, +) est un groupe abélien, c’est-a-dire que (RI1)-(R4)
tiennent. Par exemple (R[1)) est montrée comme suit. Soient [ag, a1, a2, ... ), [bo, b1, b2,...) €
S.0na

[ao,al,az,...)+[b0,b1,b2,...) = [a0+b0,a1+b1,a2+b2,...) (215)
= [bo+a0,b1+a1,b2+a2,...) (2.16)
= [bo,bl,bg,...)+[ao,al,ag,...). (2.17)
Ici, (2.16) est & cause de (R[1) dans 'anneau R.

L’opération de multiplication est la suivante. Etant donné deux suites [ag, a1,a2,...) €
S et [bg,b1,b2,...) € S, leur produit est

[ao,al,ag,...) . [bo,bl,bg,.. ) = [Co,C1,62,.. .),

ou

C; = Z a,jbk.

k=i
I est simple de montrer que les conditions (RB)) et (R[7)) sont satisfaites. L’élément unité
1 € S est la suite
[1,0,0,...).

Cela montre que S est un anneau. L’élément z € S spécifié dans le Théoreme [2.2] est la
suite
z=10,1,0,...).

Clairement, pour chaque a € R on a
[@,0,0,...)-z=12"[a,0,0,...),
ce qui est la condition il du Théoréme Nous observons en outre que

z=10,1,0,0,...), z*=[0,0,1,0,...), z*=10,0,0,1,0...)
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2 Polynémes

De cela, on peut conclure que, si
agt+aiz+---+a,z" =0,

chaque a; est de la forme [a;,0,0,---) avec a; € R, alors chaque a; doit étre nul. Ceci
conclut la preuve du Théoréme [2.2
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3.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 3.1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et f: V — V un endomor-
phisme. Un vecteur propre de f associé a la valeur propre A € K est un vecteur v #0
de V tel que f(v) = Av.

Exemple 3.1. Soit f: V — V, I'endomorphisme f(v) = 0 pour tous v € V. Alors tous
0 #v € V est un vecteur propre associé a A = 0.

Lemme 3.1. Soit B = {v1,...,v,} une base de V et A € K™*" la matrice de l’endo-
morphisme f:V — V relatif @ B. La matrice A est une matrice diagonale, c’est
d dire A est de la forme
A1
A= Tl )
An

st et seulement s1 v; est un vecteur propre associé a la valeur propre A; pour tout
1=1,...,n.

Démonstration. Pour v € V soit [v]p € K™ le vecteur des coordonnées de v relatif & B.
L’application ¢ : V. — K™, ¢(z) = [z]p est un isomorphisme. On a [f(v;)]s = A[vi|B
pour z = 1,...,n. Supposons que {v1,...,V,} est une base de vecteurs propres. Des que
[vi|B = e;, et f(v;) = A\;v; alors

Ni-e; =Ae;, pourt € {1,...,n},

c.a.d. que A est une matrice diagonale.
La direction d’'inverse est analogue. O

Définition 3.2. Un endomorphisme f: V — V pour lequel existe une base de V composée
de vecteurs propres est diagonalisable.

Définition 3.3. Soit A € K™*™ une matrice. Un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A € K est un vecteur propre de ’endormophisme f(z) = Az de K.

10

Exemple 3.2. 1. Soit A = < 0 0

> € R2%2, Alors

— U = < é est un vecteur propre associé a la valeur propre A\; = 1,
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— Uy = < (1) ) est un vecteur propre associé a la valeur propre As = 0,

1
— U3 = ( 1 > n’est pas un vecteur propre.

cos¢ sing

: _ 2x2
2. Soit A = _sing cosg € R“*“ pour ¢ € R.
— Si ¢ # km, k €N, alors A n’a pas de valeur propre (réelle).
— Si¢g=(2k+ 1) k €N, alors A = < _01 1 > a une valeur propre A = —1

et tous les vecteurs non-nuls z € R? sont des vecteurs propres associés a .
. 1
—Sl¢:2k7r,kEN,alorsA:<O 1
tous les vecteurs non-nuls z € R? sont des vecteurs propres associés a .
On va voir que si on considére A comme une matrice complexe, alors on a toujours
les valeurs propres cos ¢ +isin ¢ et cos¢ —isin ¢.

> a une valeur propre A = 1 et encore

Lemme 3.2. Un vecteur v € V' \ {0} est un vecteur propre de f: V — V associé a la
valeur propre A € K st et seulement st v € ker(f — A-Id).

Rappel : L’endomophisme Id: V' — V défini comme Id(v) = v pour tous v € V est
appelé 1'edentité.

Définition 3.4. Soit A une valeur propre de '’endomorphisme f: V — V. Le sous espace
E) de V, défini comme
E) =ker(f —X-1d)

est ’espace propre de f associé a A. La dimension de E, est la multiplicité géométrique
de .

Lemme 3.3. Soient vy,...,v, € V des vecteurs propres, associés auz valeurs propres
AL, ..., A distinctes (c’est a dire A\; # A; pour © # j), alors {vi,...,v,} est un
ensemble libre.

Démonstration. Supposons que le théoréme soit faux et soit 7 > 1 minimal, tel qu'il
existent des vecteurs propres vi,...,v, € V associés aux valeurs propres Ai,..., A, qui
sont linéairement dépendants. Des que v; # 0 alors r > 1. Considérons une combinaison
linéaire non triviale

a1v1 + -+ opv, = 0. (3.1)

Puisque ([3.1)) est un contre exemple minimal, on a a; # 0 pour tous :. Nous pouvons
supposer que A, # 0. Autrement, on réarrange ([3.1)).
Si on applique f a l’expression (3.1)) on obtient

Ao+ + Aapu, =0

et en divisant par A,
(A/Ar)arvi + -+ ayv, = 0. (3.2)
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On soustrait (3.2)) de ( et on obtient

(1 — )\1/}\n)a1’l)1 + -+ (1 — }\771/)\7)617711),,1

Ceci est en contradiction avec la minimalité de r. O

Corollaire 3.4. Soit f: V — V un endomorphisme d’un espace vectoriel V sur K de

dimension n € N et sotent A1,..., A, les valeurs propres différentes de f et soient
ni,...,Nn, leurs multiplicités geometmques respectives. Soient B; = {'vl), . ’l)sh)}
des bases de E, respectivement, pour 1 =1,...,7r. Alors

{,Ugl), v 71)‘57-11)7 1)&2)7 ety v‘$122)1 U 71)&7‘)1 ’Ug;)}

est un ensemble libre. L’application f est diagonalisable st et seulement si
ni+---+n, =n.

Démonstration. Soit la combinaison linéaire

> > ey =0

i=1j—1

Remarquons que les vecteurs E L 05 y) appartiennent a E,, pour tout ¢ respec-

tivement. Le lemme garantlt donc que tous ses vecteurs soient nuls. Par suite,

Yy aijv?) et les a;; sont tous égaux a zéro car les v{”,... v} sont linéairement

indépendants. Ca démontre que

P I R CINC) () o

...,'Unl,'ul I 'U‘n,z,"‘,’ul )

est un ensemble libre. En plus, si n1 + --- + n, = n, f est diagonalisable par définition
car l'ensemble forme une base de K.

A Pinverse, si f est diagonalisable, et si m; dénote le nombre vecteurs propres en Fj,
dans la base consistant de vecteurs propres, alors m; < n;, et on a

n=mi+--+m, <ny+--+n, <n,
et doncny +---+n, =n. O

Voici une marche a suivre afin de déterminer si f: V' — V est diagonalisable ou non.
1. Déterminer les différentes Ay,..., A, € K tel que ker(f — AId) # {0}

2. Pour chaque A; calculer une base {vgi), e ,vffi)} de Ej,.

3. f est diagonalisable si et seulement si n1 + - + n, = n.
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Exercices

1. Une matrice A € K™*" est appelée diagonalisable, si endomorphisme ¢: K™ —
K™ défini comme ¢(z) = Az est diagonalisable. Démontrer que A est diagona-
lisable, si et seulement s’il existe U € K™*" inversible tel que U *AU est une
matrice diagonale.

3.2 Le polyndme caractéristique

Durant ce chapitre nous allons étudier les endomorphismes f: V — V d’un espace
vectoriel de dimension fini n € N. Si B = {vy,...,v,} est une base de V, on a

f(z) = ¢5' (Apds(x)),

ol ¢p est I'ismomorphisme ¢p: V — K", ¢p(z) = [z]p sont les coordonnées de z par
rapport & la base B. On a le diagramme suivant

v v

l¢B l‘ﬁB

K A%, gn
Les colonnes de la matrice Ap sont les coordonnées de f(v1),..., f(v,) dans la base B.
Si B’ est une autre base de V on a

[z]p' = Ppp[z]B,
oll Pgp/ est la matrice de changement de base de B en B’. Comme on a

[f(v)]p = Ap'[v]p = Ap'Pep/[v]B
et
[f ()]s = Pee[f(v)]B,

on trouve
[f(v)]s = Pgé,AB/PBB/ [v]g pour tous v € V.
Et ¢a implique
Ap = PgpAp Ppp (3.3)
En particulier,
det(AB/) = det(AB)

ce qui laisse nous définir le déterminant d’un endomorphisme f comme det(f) =
det(A B)-

Clairement, A est une valeur propre de f si et seulement si A est une valeur propre de
Apg et c’est le cas si et seulement si

det(Ap — AIL,) = 0. (3.4)
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3.2 Le polyndme caractéristique

Rappelons la formule de Leibniz pour le déterminant d’une matrice B € K™*"

det(B) = Z sgn () H bir(i) (3.5)
i=1

Wesn

et si on regroupe les puissances de A, on a
det(Ap — ML) = anA™ + an A" 1+ +a1X +ag (3.6)
oll an,...,ap € K.

Définition 3.5. Le polyndéme det(Ap — Al,) € K[A] est le polynéme caractéristique de
f.

Remarquons que det(Ap) = det(A—0-1,), d’olt ag = det(Ap). L’expression (3.6) est
un polyndme avec indéterminée A\ et comme polyndme formel, est défini par la formule
de Leibniz

n

pa(A) =det(A—2Al) = > sgn(m) [[(A = An)inge)-
TESn =1
En tant que somme des polynomes sgn(7) [172;(A — Al ); x(:), son degré est au plus n.
Considérons la permutation triviale 7 = Id donnant le produit de degré n

n

(A= ALn)iwag) = [ [(Ai — A),
=1 =1

=

sgn(Id)

et en remarquons que toutes les autres permutations aboutissent a un produit au degré
inférieur a n — 2. Cela signifie en particulier que a, = (—1)", et donc que le polynéme
caractéristique est de degré n.

Lemme 3.5. Soit pa(A) = ag + a1 A + -+ + a, A" le polynéme caractéristique de la
matrice A € K™*". Alors, ag = det(4) et ap = (—1)".

Corollaire 3.6. Soit V' # {0} un espace vectoriel de dimension fini sur K = C, et
f:V =V un endomorphisme. Alors f posséde une valeur propre.

Démonstration. Soit f(A) € C[)] le polyndme caractéristique de f et n la dimension
de V. Le degré de f est égal a n > 1, et donc f(z) posséde une racine A\* € C (théoréme
fondamental de l’algébre). Cette racine A\* est une valeur propre de f. O

Remarque 3.7. Pour deux bases B et B’, comme on a Ag = Pg}B,AB/PBB/, alors

det(Ag — Al,) = det(Pgp ApPpp — APgpIn.Psp)
= det(Pgp/)det(Ap — A,) det(Pgs:)
= det(Ap — AL).

La définition [3.5| ne dépend ainsi pas de la base choisie et a donc un sens.
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Définition 3.6. Soit A € K une valeur propre de '’endomorphisme f : V — V. La
multiplicité algébrique de X est la multiplicité de A comme racine de det(f — zId) €
Klz].

Proposition 3.8. Soit f: V — V un endomorphisme et soit A € K une valeur propre
de f. La multiplicité géométrique de A\ est au plus la multiplicité algébrique de M.

Démonstration. Soit m la multiplicité géométrique de A et soit {vy,...,vm} une base
de E,. On la compléte en une base

B={v1,...,Um, W1, ., Wn_m}

de V.
La matrice Ap de 'endomorphisme f dans la base B est alors de la forme

M, C

ot C € Km*n—m et D ¢ K(n—m)x(n—m) En effet, on a par définition Aglvi|s = [f(v)]B,
et par conséquent Age; = Ae;, oll e; est le i-éme vecteur canonique de dimension n.

Lorsqu’on développe le déterminant d'une matrice en blocs comme Ap grace a la
formule de Leibniz, seules les permutations envoyant {1,...,m} et {m + 1,...,n} sur
eux-méme donnent un produit non nul. On peut alors diviser la somme en deux pour
obtenir que le déterminant est exactement le produit des déterminants des blocs diago-
naux. Le polynéme caractéristique p(z) € K[z] de f est alors

pla) = det <(A—O:n)fm D_wcjnm>

= A—z)"det (D —zln_m).
La multiplicité algébrique de A est donc au moins m. O

Théoreme 3.9 (Théoréme de diagonalisation). Soit V' un espace vectoriel sur K de
dimensionn, f:V — V un endomorphisme et Ay,..., A, € K les valeurs propres
distinctes de f. Alors f est diagonalisable si et seulement st

1) le polynéme caractéristique ps(z) de f décompose en facteurs linéaires, c’est-
a-dire,
”,

ps(z) = ()" [ (= — 2™

=1
ot a; est la multiplicité algébrique de A; € K pour tous 1.

1) dim(Ey,) = a;, pour tous i =1,...,r. C’est d dire, les multiplicités algébriques
et géométriques sont les mémes.
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Démonstration. Supposons f diagonalisable. Soit B une base composée de vecteurs
propres de f et A la matrice de f associée a la base B. Le lemme implique que A
est diagonale et alors ps(z) = det(A — zId) = (—1)"[[;—,(z — X;)**. La dimension de
E,, est celle du noyau ker(A — A;I,,). Clairement dim(ker(A — X;I,)) = a;, et on a alors

montré fi) et [il).

Supposons maintenant que E[) et [ii) tiennent. Soient g; les multiplicités géométriques
des valeurs propres A;, 2 =1,...,r. Comme on a

r

deg((—1)" [ [(z — X)) =mn,
=1

alors g1 + -+ + g» = n et f est diagonalisable grace au corollaire [3.4 O

Exemple 3.3. Le polynoéme caractéristique de la matrice

-t

est (z — 1)2. La multiplicité géométrique de A = 1 est 1 et la multiplicité algébrique est
2. La matrice n’est pas diagonalisable.

Exemple 3.4. Soit f: R® — R3 donnée par

0 -1 1
f(z)=Az, o A=|-3 -2 3
-2 -2 3

Pour la base canonique B = {ey, e2,e3} de R®, on a Ag = A. Le polyndme caractéristique
de f est
pz)= -z +2i+z-1=—(z-1)>%(z+1)

Les valeurs propres de f sont A1 =1et Ay = —1 et
1 0 1
0,1 et 3
1 2

1 1
B={lol,|1],
1/ \1) \2

on a
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et .
1 0 1\
Pgpr=1(0 1 3
1 1 2
On peut vérifier qu’on a bien
Ap = Pgp Ap Pgp. (3.7)

Exercices

1. Donner un exemple d’un corps fini X et deux polynomes p(z) # g(z) € K[z] tel
que fp = fq.

3.3 Spectre de matrices semblables

Définition 3.7. L’ensemble des valeurs propres d’'une matrice A € K™*™ (resp. d'un en-
domorphisme f: V — V') est appelé le spectre de A (resp. de f), noté spec(A) (resp.

spec(f)).

Théoréeme 3.10. Soit A € K™*™ une matrice et P € K™*™ une matrice inversible.
1) Le spectre de A et celui de P~AP sont les mémes.

i) v € K™ est un vecteur propre de A si et seulement si P~'v est un vecteur
propre de P~LAP.

12) Les polyndmes caractéristiques pa(z) et pp-14p(z) sont identiques.

3.4 Théoreme de Hamilton-Cayley

Soit A € K™*" et p(z) = apg + a1 + -+ + anz™ € K[z] \ {0} un polynéme. On peut
évaluer le polyndme en la matrice A comme suit :

p(A)y=ao-In+a1A+ - +a, A" € K"

Maintenant, soit pa(z) le polyndéme caractéristique de A et v un vecteur propre de A
associé a la valeur propre A. On voit

pa(A)-v=apv+ a1 Av+---+apA"v=pa(A)v=0-v=0.

Dans le cas oit A est diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres {vi,...,v,}.
On a alors pa(A) - v; = 0 pour tous ¢, et donc pa(A) = 0.

Théoreme 3.11 (Hamilton-Cayley). Soit A € K™*™ et pa()) le polyndme caractéristique
de A, alors

pa(A) = 0.
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3.4 Théoréme de Hamilton-Cayley
Démonstration. On écrit
det(A — AL,,) I, = cof(A — AI,)T (A — AI,),

ol cof(A — AI,) est la comatrice de (A — AI,).
En regroupant les coefficients de A\* dans cof(A — AI,,)T on obtient

n—1
cof(A — AL,)" = > X'B;
1=0

avec certaines matrices B; € K™*™. Alors

n—1

aoln + a1Aln + -+ anA" I, = BoA+ Y A(B;A— Bi—1) — \"By_1,
1=1
ol pa(A) =ap+ -+ apA™. Ceci implique
apl, = DBjA
a;I, = BiA—B; jpourte{l,...,n—1} (3.8)
anlp, = —Bnp 1

ce que sont des équations de matrices en K™*™. Si on multiplie les matrices indicées
par ¢ a droite par A* et qu’on somme les équations, on obtient p4(A) a gauche du signe
d’égalité. A droite, on obtient une somme téléscopique égale a la matrice nulle. O

Exemple 3.5. Le polyndme caractéristique de A = ( é ; > est pa(t) = (1 —t)(2 —¢t).
Onmn a
pa(A) = (I, - A)(2I,—-A)=0

Pour la matrices A = 3 g , on a bien siir que pa(A4) = 0 pour pa(t) = (2 — ¢)%.

Cependant, il existe un polyndéme unitaire de degré strictement inférieur tel que g(A) =
0, a savoir g(t) =t — 2.

Définition 3.8. Le polyndéme unitaire de degré minimal parmi ceux qui annulent A est
appelé polynéme minimal de A.

Les résultats suivants donnent des utilisations typiques du théoréme (3.11

Corollaire 3.12. Soit A €¢ K™*",

(1) Toute puissance A* avec k € N peut s’écrire comme une combinaison linéaire
des puissances I, A, A%, ... A" 1,

(1) Si A est inversible, alors l'inverse A™! peut s’écrire comme une combinaison
linéaire des puissances I, A, A%, ... A" L.
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3 Valeurs propres

Démonstration. (i). Trivialement, l'assertion est vraie pour £ = 0,1,...,n — 1. On
montre le cas k = n. Par le théoréme [3.11]:

0=pa(A) =apl+a1A - +a, A" 1+ A" = A= -yl —a1A---—a, A"

De fagon similaire, on montre le cas k > n par récurrence, utilisant 0 = A* "p4(4).
(ii). Si A est inversible alors o = det(A) est inversible. De 0 = p4(A) on obtient que

I:_ﬂA..._@An—l_iAn:A<_ﬂ[..._@An—2_iAn_l)

Qo Qg ag ag o o

et donc A=t = —&]... _ 2nlgn=2_ 1 gn-1 -
0 oo oo
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4 Formes bilinéaires

Dans le Chapitre nous avons vu le concept de similarité de deux matrices A, B € K™*™,
Les matrices A et B sont semblables, s'il existe une matrice inversible P € K™*™ tel que

A=P'.B.P

Le Théoréme explique, quand une matrice A € K™*" est semblable 4 une matrice
diagonale. C’est la cas si et seulement si le polyndéme caractéristique de A décompose en
facteurs linéaires et le multiplicités algébriques et géométriques de ces racines sont les
mémes.

Dans ce chapitre on ce concentre sur une autre relation d’équivalence. Deux matrices
A, B € K™ ™ gont dites congruentes s'il existe une matrice P € K™*™ inversible telle
que

A= PTBP.

Nous écrivons dans ce cas A = B et on se demande quand est-ce que une matrice
A € K™*™ est congruente a une matrice diagonale. A = diag(as,...,a,). Dans ce cas,
on a certainement

AT = 4,

c.a.d. que A est une matrice symétrique.
Considérons un exemple. Soit A € Z7*" la matrice

A:<g ;).

L’effet de la multiplication de A avec

10

a droite est que la nouvelle premiére colonne de A est la somme des deux colonnes.
L'effet de la multiplication de A avec PT A gauche est que la nouvelle premiere ligne de
A est la somme des deux lignes. Alors on obtient

2 1
PTAP = <1 0).

D’ici on peut additionner la premiére colonne de A sur la deuxiéme et additionner la
premieére ligne de A sur la deuxiéme et on obtient avec

11
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4 Formes bilinéaires

2 0
(PLP)T AP, P, = <o 1).

Maintenant, si A € Z7*™ est encore la matrice
01

01
PT AP, = (1 0).

En fait, on peut montrer que, sur Z,, la matrice A n'est pas congruente a une matrice
diagonale.

Dans ce chapitre, nous allons voir que toute matrice symétrique A € K™*™ est
congruente a une matrice diagonale si 1 + 1x # 0.

on observe que

4.1 Formes bililnéaires : Définition et propriétés de base

Définition 4.1. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K. Une forme bilinéaire sur V est
une correspondance qui a tout couple (v, w) d’éléments de V associe un scalaire, noté
(v,w) € K, satisfaisant aux deux propriétés suivantes :

BL 1 Siu,v et w sont des éléments de V, et a € K est un scalaire,
(u,v+w) = (u,v) + (u,w) et (u,a -w)=a-(u,w).
BL 2 Si u,v et w sont des éléments de V, et a € K est un scalaire,
(v+w,u) = (v,u) + (w,u) et (o u,w)=a- (u,w).
La forme bilinéaire est dite symétrique si pour tout v,w € V
(v, w) = (w, v).

On dit que la forme bilinéaire est non dégénérée & gauche (respectivement ¢ droite)
si la condition suivante est vérifiée :

Siv eV, etsi(v,w) =0 pour tout w € V, alors v = 0.
Si la forme bilinéaire est non dégénérée a gauche et a droite, on dit qu’elle est non
dégénérée.
Exemple 4.1. Soit V' = K™, 'application

(): VxV — K
(u,v) — >0 uv;
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4.1 Formes bililnéaires : Définition et propriétés de base

est une forme bilinéaire. Vérifions (BL [1)). Pour tous u,v,w € K" et a € K :

n
(w,v+w) = > u(vi+ws)
=1

n

= > (ug; + wiw;)

=1
n n
= > wvi+ )y uw
= (u,v) + (u, w)
et
n n
(u, - w) = Zuiawi =« Zuiwi = alu, w).

1=1 =1

On appelle cette forme bilinéaire la forme bilinéaire standard de K™. On vérifie aussi
trés facilement que la forme bilinéaire standard est symétrique et non dégénérée.

Exemple 4.2. Soit V = R3 et

(u,v) = u¥

= N

01
0 2|vpour u,vE]R{3,
10

est une forme bilinéaire non-symmetrique, dégénérée a droite et a gauche.

Exemple 4.3. Soit V l’espace des fonctions continues a valeurs réelles, définies sur l’inter-
valle [0,2-]. Si f,g € V on pose

to)= [ f@o@)d.

Clairement, (,) est une forme bilinéaire symétrique sur V non dégénérée.

Exercice 4.1. Montrer que les formes bilinéaires des exemples[4.1]et [4.3]sont non dégénérées.

La matrice d’une forme bilinéaire relatif a une base

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et B = {v1,...,v,} une base de V. Pour
une forme bilinéaire f: V xV — Ket z =37, av; et y =32, fjv; on a

flz,y) = f(Zai’Ui,Z,Bj'Uj>
=1 =1

= > oif (Uz‘,Zﬁjvg)
=1 7=1

= > aifif(vi, ;)

1,5=1
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4 Formes bilinéaires

alors pour la matrice Aé € K™*", ayant comme composantes f(v;,v;), on a

f(z,9) = [e]} AL [Y]e. (4.)
Proposition 4.1. Soit B € K™*" tel que pour tous ¢,y € V
f(z,y) = [z]E By,
alors B = AfB.
Démonstration. C’est immédiat, parce que pour tous ¢,5 € {1,...,n}
fvi,v5) = (b)s;.
O

Exemple 4.4. Soit V' = {p(z) : p € Rz], deg(p) < 2} I'espace vectoriel des polyndémes
réelles de degré au plus 2 et B = {1,z,z%} une base de V et f(p,q) = folp(:z:) - gq(z)dz.

Il est facile de vérifier que f est une forme bilinéaire sur V. La matrice Af; est

1 1/2 1/3
AL=11/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

Pour p(z) =2+ 3z — 522 et g(z) = 2z + 322 on obtient

1 1 1/2 1/3\ /0
/Of(a:)p(a:)da::(2 3 -5)|1/2 1/3 1/4] |2

1/3 1/4 1/5 3
Changement de base

Pour mémoire, pour deux bases B, B’ et étant donné [z]g/, on trouve les coordonnées
de z dans la base B, [z]p, a ’aide de la matrice de changement de base Pg'p comme

[:B]B = PBIB[IE]BI.
Cette formule nous montre que
AL, = PL ;AL Ppig. (4.2)

Définition 4.2. Deux matrices A, B € K™*™ sont dites congruentes s'il existe une matrice
P € K™ ™ inversible telle que
A= PTBP.

Nous écrivons dans ce cas A = B.

Exemple 4.5. Si V est de dimension finie et B, B’ sont deux bases de V, la relation (4.2])
montre que AEF}) = Ag,.
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4.2 Orthogonalité

Lemme 4.2. La relation = est une relation d’équivalence.
Démonstration. Voir exercice. O

Exercice 4.2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base de V. Une
forme bilinéaire f : V x V — K est symétrique si et seulement si Ag est symétrique.

Proposition 4.3. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie, B = {b1,...,b,}
une base de V et f : V xV — K une forme bilinéaire. Les conditions suivantes
sont équivalentes.
1) rang(Aé) =n
1) f est non dégénérée & gauche, t.e. stv €V, et st (v,w) =0 pour tout w € V,
alors v =20
111) f est non dégénérée da droite, i.e. stv € V, et s1 (w,v) = 0 pour tout w € V,
alors v=20

Démonstration. Nous montrons E[) et sont équivalentes. De la méme maniere, on
démontre aussi quefi) et fiil) sont équivalentes.
= [ii) : Supposons que rang(Aé) =netsoitveV,v#0. PourweV ona

f(v,w) = V)5 AL[w]s.

Dés que [v]p # 0, on a [v]5AL # 07 (car noyau(4%) = {0} < rang(4L) = n).
Supposons que la i-eéme composante de ['v]gAfB n’est pas égale a 0. Alors [v]gAéei #0
ol toutes les composantes de e; sont 0 sauf la :-éme composante, qui est égale a 1. Alors
f(v,b;) #0. Donc f est non dégénérée a gauche.

:>|ﬂ) : Si f est non dégénérée a gauche, alors :ETA{_-,, # 0 pour tout £ € K™ tel
que z # 0 (sinon, on aurait trouvé un z tel que :I:TAéy = 0 pour tout y € K™). Ceci
implique que les lignes de Aj; sont linéairement indépendantes. Alors rang(Aé) =n. O

4.2 Orthogonalité

Pour ce paragraphe s’il n’est pas spécifié autrement, V' est toujours un espace
vectoriel sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique (,).

Définition 4.3. Deux éléments u, v € V sont orthogonauz ou perpendiculaires si (u,v) =
0, et l'on écrit u L v.

Proposition 4.4. Soit E C V une partie de V, alors E- ={v € V: v L e pour tout e €
E} est un sous-espace vectoriel de V.
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4 Formes bilinéaires

Démonstration. Pour mémoire : § # W C V est un sous-espace si les conditions sui-
vantes sont vérifiées.

i) Siu,veWonau+veW.
ii) Sice KetueWonac-ueW.
Des que 0 € E-, on a que B~ # 0. Si u,v € E alors pour tout e € E
(e,u+v) =(e,u) + (e,v) =0+ 0=0,

et pource K
(e,c-v) =cle,v) =c-0=0.

d

Exercice 4.3. Soit £ C V et E* le sous-espace de V engendré par les éléments de E.
Montrer B+ = E**.

Exemple 4.6. Soient K un corps et (a;;) € K™*™ une matrice & m lignes et n colonnes.
Le systéme homogéne linéaire
AX =0, (4.3)

peut s'écrire sous la forme
(Al)X> = O)"'7<A‘m7X> =0,

ol les A; sont les vecteurs lignes de la matrice A et (,) dénote la forme bilinéaire standard
de K™. Soit W le sous-espace de K™ engendré par les A; et U le sous-espace de K™ des
solutions du systéme (4.3). Alors on a U = W+ et dim(W+) = dim(U) = n —rang(4) =
dim(noyau(4)).

Définition 4.4. La caractéristique d’'un anneau (unitaire) R, Char(R) est l'ordre de 1g
comme élément du groupe abélien (R, +). En d’autres mots, c’est le nombre

Si cet ordre est infini, la caractéristique de R est 0.

Notation. Pour » € N, I’anneau des classes des restes est dénoté comme 7Z/nZ ou plus
brievement Z, (parfois aussi noté F,). Ceci est un corps si et seulement si n est un
nombre premier.

Exemple 4.7. Soit n € N, . Alors la caractéristique de Z, est n. La caractéristique de
Q, R et C est zéro.

Lemme 4.5. Soit Char(K) # 2. Si (u,u) =0 pour tout u € V alors
(u,v) = 0 pour tous u,v €V

On dit que la forme bilinéaire symétrigque (,) est nulle.
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4.2 Orthogonalité

Démonstration. Soient u,v € V. On peut écrire
2. (’U,,'U> = <’U,—|-’U,’LL—|-’U> - (u,u) - <U)U>
et comme 2 # 0 on a (u,v) = 0. O

Définition 4.5. Une base {v1,...,v,} de I’espace vectoriel V' est une base orthogonale si
(vs,v;) = 0 pour 7 # j.

Remarque 4.6. Pour une forme bilinéaire symétrique (,) et une base B = {v1,...,v,}.
On se rappelle que

(vi, v) = (A¥)is
Alors B est une base orthogonale, si et seulement si, Aé}) est une matrice diagonale.

Théoreme 4.7. Soit Char(K) # 2 et supposons que V est de dimension finie. Alors V
posséde une base orthogonale.

Démonstration. On montre le théoréme par induction. Si dim(V') = 1 alors toute base
contient seulement un élément et alors est orthogonale.

Soit dim(V) > 1. Si (u,u) = 0 pour tout u, le lemme implique que la forme
bilinéaire symétrique est nulle et toute base de V' est orthogonale. Autrement, soit u € V
tel que (u,u) # 0 et soit V1 = span{u}. Pour z € V' le vecteur

z — (z,u)/{u,u) - u € VlL

et alors V = V; + V;-. Cette somme est directe parce que chaque élément de V3 N Vi*
s’écrit comme S - u pour B € K. Et (u, fu) = B{u,u) = 0 implique g = 0.

Alors dim(V;") < dim(V'), et par induction, V;- posséde une base orthogonale {vs, ..., v,}.
Alors {u,vs,...,v,} est une base orthogonale de V. O

Exemple 4.8. Soit V =72 et (,): Z2 x Z2 — Zs défini comme
o

0 1
A= 2 4
1 0

B O N

Le but est de trouver une base orthogonale de Z2. On va trouver une matrice inversible
Pc ZEX?’ tel que PT AP est une matrice diagonale. Si p;, p2, p3 sont les colonnes de P,
alors

{p11p27p3}

est une base de Z$ et c’est une base orthogonale, des que

(pi,p;) =0sis#7,1<14,5<3.
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4 Formes bilinéaires

Nous allons additionner la 2-éme colonne de A sur la 1-ére colonne et la 2-éme ligne de
A sur la 1-ére ligne de A. C’est & dire on calcule

4 20
PTAP=1| 2 0 4
0 40
ol
1 00
P=|110
0 0 1

Apres on va additionner 2- la 1-ére colonne sur la deuxieme, et 'opération correspondante
de lignes et on obtient

4 0 0
PTaAp=1| 0 4 4
0 40
ol
1 20
P=|1 30
0 01

Aprés on va additionner 4- la 2-ére colonne sur la 3-éme, et I'opération correspondante
de lignes et on obtient

S

PTAP =

o
o B O

0
0
1

3
P=11 2 .
0 01

Nous avons trouvé une base orthogonale
1 2 3
1(,13],]2];-
0 0 1

1. Soit K un corps. Si la caractéristique de K est différente de zéro, alors elle est un
nombre premier.

o

ou

—_
w N

Exercices

2. Soit K un corps fini. Montrer que | K| = ¢* pour un nombre premier g et un nombre
naturel £ € N. Indication : K est un espace vectoriel de dimension finte sur
Zq pour un q premaier.
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4.3 Matrices congruentes a une matrice diagonale

3. On consideére les vecteurs

v = , Vg = , et vz = EZ%.

O O -
O Lk O
= = O O

Est-ce que span{vi, vz, v3} posséde une base orthogonale par rapport a la forme
bilinéaire symétrique standard de l’exemple [4.1]?

4. En considérant le forme bilinéaire symétrique standard de I’exemple trouver
une base orthogonale du sous-espace de Z$ engendré par

U1 = Uz = , et vg3 = EZ%.

O L B -
R = P O
== O =

4.3 Matrices congruentes a une matrice diagonale
Le relation entre = et le concept de 'orthogonalité est précisée dans le lemme suivant.

Lemme 4.8. Soit V un espace vectoriel de dimension finie et B = {v1,...,V,} une
base quelconque. Alors V posséde une base orthogonale si et seulement s’il existe
une matrice diagonale D telle que Ag =D.

Démonstration. Si B’ est une base orthogonale de V, alors Ag, est une matrice diago-

nale. Gréce a la relation (4.2)), A§3é> est congruente a une matrice diagonale.

Si Ag = D o D € K™ est une matrice diagonale, alors il existe une matrice
P ¢ K™*™ inversible, telle que

PTAYP =D,
La base B' = {w,...,w,} donnée par les colonnes de P (en tant que coordonées dans
la base B) :
Py n
[wj]B: < ijZpijvi, vVi=1,...,n,
nj 1=1
est donc une base orthogonale. O

Corollaire 4.9. Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Toute matrice
symétriqgue A € K™*™ est congruente d une matrice diagonale.

Démonstration. Ceci est un corollaire du lemme [4.7] et du théoréme [4.8 parce que K"
muni de la forme bilinéaire symétrique (u,v) = uT Av posséde une base orthogonale. [J
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4 Formes bilinéaires

Cet algorithme trouve une matrice diagonale congruente a la matrice symétrique A €
K™ ™ oti K est un corps tel que Char(K) # 2. L'algorithme procéde en n itérations.
Apres la (¢ — 1)-éme itération, ¢+ > 1, (aussi apres la 0-éme itération) ’algorithme a
transformé A en une matrice congruente

C1
Ca

Ci_1 (4.4)

ol les composantes des premiéres (¢—1) lignes et colonnes sont nulles sauf éventuellement
sur la diagonale.

Pour 1 <1 < n, la t-éme ttération procéde comme suit.
— Soit k£ un indice tel que k > 2 et bgr # 0. On échange la 7-éme ligne et la k-&me ligne
puis la ¢-éme colonne et la k-eme colonne. Ceci permet (entre autres) d’échanger
les coefficients b;; et by de la diagonale, s’assurant ainsi d’avoir un coefficient non

nul.
— Silindice k de ’étape précédente n’existe pas (tous les coefficients diagonaux apres
¢;—1 sont nuls), soit 7 € { +1,...,n} un indice vérifiant b;; # 0. On ajoute la

j-&me ligne a la :-&me ligne puis la j-éme colonne a la :-€me colonne. Le -éme
coefficient de la diagonale devient alors 2b;; + b;; = 2b;; # 0.
— Si, a son tour, un tel indice 7 n’existe pas, on peut procéder a la ¢+ 1-&éme itération
car la matrice est déja de la forme (avec 7 + 1 a la place de 7).
— Pour chaque 7 € {1+ 1,...,n} : on additionne —b;;/b;; fois la i-éme ligne sur la
j-eme ligne et on additionne —b;;/b;; fois la i-éme colonne sur la j-éme colonne.
Ceci permet d’annuler les coefficients a droite et sous le coefficient b;;. On peut
alors poursuivre a l'étape 7 + 1.
Remarquons que chaque opération est faite a la fois sur les lignes et sur les colonnes.
Ceci garantit que la matrice résultante reste symétrique. De plus, les opérations sont
faites sur les lignes et colonnes d’indices 7 > %, laissant intacte la forme de la matrice

ED).
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4.4 Un algorithme

4.4 Un algorithme

Maintenant, nous allons formaliser la procédé appliquée dans example

Exemple 4.9. Soit V une espace vectoriel sur Q de dimension 3 muni d’une forme bilinéaire
symétrique (,). Soit B = {v1, v2,v3} une base de V' et

1
AY=1lo
2

S W o
O BN

Le but est de trouver une base orthogonale de V.
En utilisant notre algorithme on trouve

10 -2

_ 4

P=|0 1 -}

00 1

telle que

10 0
PT.AY.P=0 3 o0
00 -2

3
Alors B' = {v1,v2, —2v1 — (4/3)v2 + v3} est une base orthogonale de V.

Théoreme 4.10 (Supplémentaire orthogonal). Sotent V' un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur corps K et W un sous-espace de V. Soit (.) une forme bilinéaire
symétrique tel que, st restreint sur W x W, elle est non dégénérée. Alors V =
Wew-t.

Exercices

1. Soit
_ (0 1 2%2

Trouver une matrice P € Z2*2 inversible tel que P-A-PT est une matrice diagonale.
Est-ce que A est diagonalisable ?

2. Démontrer Théoréme
3. Montrer que = est une relation d’équivalence sur ’ensemble des matrices K™*™.

4. Est-ce que la matrice

€ 733

O = O

1
0
1

o - O

est congruente & une matrice diagonale? Indice : voir l’ezercice [3 de la sec-

tion[{.2
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4 Formes bilinéaires

5. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K de dimension finie muni d’une forme

bilinéaire symétrique (.). Soit B = {v1,...,v,} une base de V. Montrer que Ag €

K™*™ est congruente a une matrice diagonale si et seulement si V' posséde une
base orthogonale.

6. Soit K un corps de caractéristique 2 et soit V un espace vectoriel sur X de dimen-
sion finie muni d’une forme bilinéaire symétrique non-nulle. Soit

cz(g ;).

a) Soit dim(V) = 2. Montrer que V ne posséde pas de base orthogonale si et
seulement s’il existe une base B de V telle que Ag =C.

b) Soit dim(V) = m. Montrer que V ne posséde pas de base orthogonale si et
seulement s’il existe une base B de V telle que

dy
d>

AY = dy

C

et di,...,dx =0, et le nombre de C n’est pas égal a zéro.

7. Modifier 'algorithme [4.4]tel qu'il soit aussi correct pour des corps de caractéristique
2. Soit l'algorithme découvre que la matrice symétrique A € K™*™ n’est pas
congruente a une matrice diagonale, soit ’algorithme calcule une matrice diagonale
congruente a A.

8. Comment peut-on déterminer si un espace vectoriel de dimension finie muni d’une
forme bilinéaire symétrique posséde une base orthogonale ? Décrire treés brievement
une méthode.

9. Soit V un espace euclidien de dimension n. Montrer que V posséde une base B
telle que pour tout z,y € V

(z,y) = [z]5 - [y]B,

ou [z]g - [y] B dénote la forme bilinéaire standard de R™ entre [z]5 et [y]5 -

4.5 Le théoreme de Sylvester

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, Char(K) # 2, muni
d’une forme bilinéaire symétrique. Nous avons vu (théoréme que V posséde une
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4.5 Le théoréme de Sylvester

base orthogonale. Supposons que cette base est B = {v1,...,v,} et considérons z =
Y040 €Vety=>3.6v; € V. La forme bilinéaire s’écrit

(z,y) = ) aif;(vi,v5)

4,7
= > oifi(vi, ;)
7

C1

= [:r:]g [yl5
Cn

ol ¢; = (v;,v;) pour tout 7. Si K = R on peut ordonner la base afin d’avoir ¢y,...,¢, > 0,
Crgly---,Cs <0ebcsypr,...,cn =0.

Maintenant soit K = R et A € R™*" symétrique. Le Corollaire implique qu'’il
existe une matrice inversible P € R™*" tel que PTAP = D ot D est une matrice
diagonale. Si on échange deux colonnes de P et note P’ la nouvelle matrice obtenue,
alors PTAP' = D', ol D' est obtenue de D en échangeant les éléments diagonaux
correspondants. Alors on peut trouver une matrice inversible P € R™*"™ telle que

C1
PTAP = . (4.5)
Cn
ol les ¢; sont ordonnés de sorte que ci,...,¢» > 0, Cpy1,...,¢5 < 0 €t Csq1,...,Cn =
0. En multipliant les premiéres s colonnes de P par 1//|c;| on obtient en fait une

factorisation (4.5)) telle que ¢1,...,¢, =1, ¢ri1,...,6s = —1 €t cs41,...,6n = 0.
Alors on trouve P € R™*"™ inversible telle que

1

PTAP = . (4.6)

0

Définition 4.6. Pour un espace vectoriel sur R de dimension finie, on appelle une base B
de V telle que Ag a la forme décrite en (4.6)) une base de Sylvester.

Nous allons maintenant démontrer, que les nombres r et s sont invariants par rapport
au choix de la base B de V.
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4 Formes bilinéaires

Définition 4.7. Le sous espace Vo = {v € V: (v,z) = 0 pour tout z € V} est appelé
I’espace de nullité de la forme bilinéaire symétrique (.).

Théoreme 4.11. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K de
caractéristique % 2 et soit V. munt d’une forme bilinéaire symétrique. Soit B =
{v1,...,v,} une base orthogonale de V. La dimension dim(Vy) est égale au nombre
d’indices © tel que (v;,v;) = 0.

Démonstration. Nous utilisons la notation d’au-dessus et écrivons
C1

(v, ) = [v]5 [z]5-

Cn

Cette expression est égale & zéro pour tout z € V si et seulement si ([v]g), = 0 pour
tout ¢ tel que ¢; # 0. Ceci démontre que {v;: (v;,v;) = 0} est une base de l'espace de
nullité. 0

Définition 4.8. La dimension de ’espace de nullité dim(V}) est appelé l'indice de nullité
de la forme bilinéaire symétrique.

Théoreme 4.12 (Théoreme de Sylvester). Soit V' un espace vectoriel de dimension finie
sur R munt d’une forme bilinéaire symétrique. Il existe un nombre entier r > 0 tel
que, pour chaque base orthogonale B = {v1,...,v,} de V, ezactement r des indices
1 satisfont (v;,v;) > 0.

Démonstration. Soient {vi,...,v,} et {wi,...,w,} des bases orthogonales de V or-
données telles que (v;,v;) > 0811 <¢ <7 (v,v) <0sir+1<i<set(v,v;) =0
sis+1<¢<n. Deméme (w;,w;) >0s811<2<7r, (w,w;) <0sir'+1<i<s et
(wi,w;) =0s8is+1<i<n.

On démontre que v1,...,Vr, Wpi41,... W, est linéairement indépendant. Ca implique
que 7 +n—1' < n et alors r < 7. Parce que l'argument est symétrique on peut conclure
quer =1,

Sivi,...,Up,Wpip1,... W, est linéairement dépendant, il existe des scalaires z1, ...z,
et Yr41,...Yn respectivement non tous égaux a zéro tels que

11 + .o+ TV = Yp/' 41 Weri41 —+ .. Yn Wy,
et ca implique, car les v; et respectivement les w; sont orthogonaux entre eux,
2 2 9 5
T(v1,v1) + -+ Tp{Un, Ur) = Ypr o (Werg, Wi 1) + 0 Y (W, Wa)

Les (v;,v;) & gauche sont strictement positifs. Les (w;, w;) a droite sont négatifs ou nuls.
Il suit que z; = 0,...,z, = 0 et, comme les w; sont linéairement indépendants, on a
également y,».1 =0,...,y, =0. O

Définition 4.9. L’entier » du théoréme de Sylvester est appelé 1'indice de positivité de la
forme bilinéaire symétrique.
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4.5 Le théoréme de Sylvester

Exemple 4.10. Trouver une base de Sylvester de R* et les indices de nullité et de positivité
de la forme bilinéaire symétrique z7 Ay ot

A=

D BN
w R R

6
3
1

On utilise des transformations élémentaires sur les colonnes et les mémes sur les lignes
tour a tour en alternant.
Les transformations élémentaires sur les colonnes sont représentées par

1 -2 -3
P=10 1 0
0 O 1
et transforment la matrice A en
2 4 6 1 -2 -3 2 0 0
4 4 3110 1 0|l =14 -4 -9
6 3 1 0 O 1 6 —9 -—17
Alors
2 0 0
PT.A.P=|0 -4 -9
0o -9 -—17
Avec
1 0 O
P=10 1 -2
0 0 1
on obtient
2 0 0
PTPTAPP,= |0 -4 0
o o 18

4
L'indice de nullité est zéro et 'indice de positivité est 2. Le produit P, - P, est égal a

1
p-P={0 1 -2
0

En divisant les colonnes de P par /2,14 et /13/4 respectivement, on obtient une
1
transformation P telle que PTAP = 1
-1

Les colonnes de P sont une base de Sylvester.
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4 Formes bilinéaires

Exercices

1. Démontrer, a 1'aide des théorémes et [4.12) que l'indice de négativité (I'entier
s de I'équation (4.5))) ne dépend lui aussi pas de la base choisie.

2. Déterminer I'indice de nullité et 'indice de positivité des formes bilinéaire symétriques
définies par les matrices suivantes

1 2 11 2 42
2 —1)'\1 1)’ 431
2 11
3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur R et soit (.) une forme bilinéaire
symétrique sur V. Montrer que V' admet une décomposition en somme directe
VodVteVv™
ou V; est ’espace de nullité et V' et V— sont des sous-espaces tels que
(v,v) > 0 pour tout v € V' \ {0}

et
(v,v) < 0 pour tout v € V™~ \ {0}.
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5 Produits scalaires et hermitiens

Définition 5.1. Soit V un espace vectoriel sur R muni d’une forme bilinéaire symétrique.
La forme bilinéaire symétrique est définie positive si (v,v) > 0 pour tout v € V, et si
(v,v) > 0 lorsque v # 0. Une forme bilinéaire symétrique définie positive est un produit
scalazre.

Pour ce chapitre [5] sauf pour Chapitre V' est toujours un espace vectoriel sur R
muni d’'un produit scalaire. On appelle un espace vectoriel sur R muni d’un produit
scalaire un espace euclidien.

Exemple 5.1. Soit V' = R"™. La forme bilinéaire symétrique

n
<u7 ’U> = Z UV
=1

est un produit scalaire, appelé le produit scalaire ordinaire. Aussi, la forme bilinéaire
de I'exemple [4.3] est un produit scalaire.

Définition 5.2. Soit (,) un produit scalaire. La longueur ou la norme d’'un élément v € V

est le nombre
lv]] = 4/{v, ).

Un élément v € V est un vecteur unitaire si ||v|| = 1.

Proposition 5.1. Pourv eV eta € R on a
lav]| = |af [[v]].
Démonstration.

lav|| = (av,av)

Proposition 5.2 (Théoréme de Pythagore). St v et w sont perpendiculaires

lv +wll? = [v]l* + [|wl]*.
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5 Produits scalaires et hermitiens

Démonstration.

lv+wl]? = (v+w,v+w)

= (v, v+w)+ (w,v+w)
(v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
|

[l + []?

Proposition 5.3 (Regle du parallélogramme). Pour tous v et w, on a
v+ w||? + |lv — w|® = 2|[v]|* + 2[|w|]*.

Soit V' un espace vectoriel sur un corps X muni d’un produit scalaire (,). Si w # 0 est
un élément de V, alors (w, w) > 0. Pour tout v € V, il existe un élément unique a € K
tel que (w,v —aw) = 0.

En fait,

(w,v — aw) = (w,v) — a{w, w).
Alors (w,v — aw) = 0 si et seulement si & = (v, w)/(w, w).

Définition 5.3. Soit V' un espace euclidien. Soit w € V' \ {0}. Pour v € V, soit a =
(v,w)/(w,w). Le nombre a est la composante de v sur w, ou le coefficient de Fourier
de v relativement d w. Le vecteur aw s’appelle la projection de v sur w.

Exemple 5.2. Soit V' I’espace vectoriel de l’exemple 4 3l et f(z) = sinkz, ot k € Nyg.

Alors
Il = /(. ) = \/ sin ke dz = +/7

Si g est une fonction quelconque, continue sur [0,2 7], le coefficient de Fourier de g
relativement a f est

1 2 )
(fLra)/(f, f) = ;/0 g(z) sinkz dz.
Théoreme 5.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous v,w € V, on a
(v, w)| < |v]| [|w]].

Démonstration. Si w = 0, les deux termes de cette inégalité sont nuls et elle devient
évidente. Supposons maintenant que w # 0. Si @ = (v, w)/{w,w) est la composante
de v sur w, v — aw est perpendiculaire a w, donc aussi a aw. D’aprés le théoréme de
Pythagore, on trouve

loll* = llv—ow|® + [law|?
> o?|luwl?

= (,w?/llu)?
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Cela implique
(v, w)| < lv[l][w]l.

O
Théoréme 5.5 (Inégalité triangulaire). Sz v,w € V.
lv +wl| < [[v]] + [Jwll.
Démonstration.
lv+w|® = [Jv]* +2(v, w) + [Jw||?
< ol + 2l {[w]] + |lw]®
= (lloll + [[wlD?,
en recourant a I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
Lemme 5.6. Soit V un espace euclidien et soient vi,...,v, des éléments de V, deuz
¢ deuz orthogonauz, tels que v; # 0 pour tout ¢, et soit a1,...,a, € R. Le vecteur
V—Qa1V1 — - — QpUn
est perpendiculaire & tous les vy,...,v, st et seulement si a; est la composante de

v sur v;, c’est-d-dire a; = (v,v;)/(v;, vi) pour tout 7.

Démonstration. Pour le vérifier, il suffit d’en faire le produit scalaire avec v; pour tout
j. Tous les termes (v;,v;) donnent zéro si ¢ # j. Le reste

(v,v5) — a;{v;v;)

s’annule si et seulement si a; = (v, v;)/(v;v;). O
Notation. Soient V' un espace vectoriel et v1,...,v, € V. Le sous-espace engendré par
v1,..., VU, est dénoté par span{vi,...,vn}.

Théoréme 5.7 (Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). Sotent V' un espace
euclidien et {vi,...,v,} C V un ensemble libre. Il existe un ensemble libre ortho-
gonal {u1,...,un} de V tel que pour tout i, {vi,...,v;} et {u1,...,u;} engendrent

le méme sous-espace de V.

Démonstration. On montre le théoréme par induction. On met u; = v; et on suppose

qu’on a construit {us,...,u; 1} pour ¢ > 2. L'ensemble {uy,...,u;_1,v;} est libre et
une base du sous-espace engendré par {v1,...,v;}. On met
Ui = Vi — Q1UL — =00 = 1,7l

ol les a;,; sont les composantes de v; sur u;. Comme ga

Span{u17 SRR u’b} = Span{ul7 ceey Ui, ’Ui}
= span{vy,...,v;}.
Surtout {u1,...,u;} est un ensemble orthogonal. O
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5 Produits scalaires et hermitiens

Exercice 5.1. Est-ce qu’il faut vraiment supposer que le produit scalaire (.) soit réel et
défini positif et sur R pour ce procédé? Peux-tu imaginer une condition plus faible et
satisfaite par la forme bilinéaire symétrique qui permet le procédé de Gram-Schmidt ?

Définition 5.4. Une base {uj,...,u,} d’'un espace euclidien est orthonormale si elle est
orthogonale et se compose de vecteurs tous unitaires.

Corollaire 5.8. Soit V' un espace euclidien de dimension finte. Supposons V # {0}. V
posséde alors une base orthonormale.

Démonstration. Soient {v1,...,v,} unebasede V et {u1,...,u,} lerésultat du procédé
Gram-Schmidt appliqué & {v1,...,vn}. Alors {ui/||u1ll,-..,un/||un||} est une base or-
thonormale de V. O

Exemple 5.3. Trouver une base orthonormale de l'espace vectoriel engendré par

1 1 1
1] [ =2 0
ol o | |1
1 0 2

Notons A, B et C les vecteurs. Soit A’ = A et

A'-B

B=B-a?
On trouve
4
1|-5
!
B = 0
1
On calcule ) /
A.C B'.C
C/:C_A’-A"AI_ B’-B'.B/
et on trouve
—4
1( -2
I _ —
¢ = 77
6
La base orthonormale est
1 4 —4
1 (|1 1 —5 1 -2
A4 = —= ,B'/|B|| = — et C'/||IC|| = ———
/1A 3|0 /1B VAR /1| Jios | -7
1 1 6
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Corollaire 5.9. Soit A € R™*™ une matrice de rang (colonne) plein. On peut factoriser

A comme
A=A R

ou les colonnes de A* € R™*™ sont deuz & deuzx orthomormales et R € R™ " est
une matrice triangulaire supérieure dont les valeurs diagonales sont positives.

Démonstration. Comme rang(A) = n, les colonnes de A sont libres; dés lors on peut
appliquer le procédé de Gram-Schmidt a {a1,...,a,} ol a; désigne la j-iéme colonne de
A. On obtient alors une base orthogonale B = {a,...,a,} avec la relation :

7—1
_ ! - ol !
a1 =0y , G5 = Z a; a; + a;
=1

pour tout 5 € {2,...,n}, et ol ; ; est le coefficient de Fourier de a; relativement a a!.
Gréce a ce procédé, on a pu écrire a; comme une combinaison linéaire de {al,...,a,}.
On peut représenter cela avec un produit matrice-vecteur :

al)j
Qaz,j
s
! / 7 17.7
a’]_(a’l a’n) 1
0
0
En posant
1 a1p ais -+ Qinp-1  Qip
1 oag3 -+ asp-1 Qon
_ : " : nxn
S = . . . R ,
0 - ... 0 1 On 1m
0 0  er ... 0 1

on a, par les propriétés du produit matriciel,
A=A'S,

ou A" = (af...al,). Il nous faut encore normaliser les colonnes de la matrice A’. Pour
cela, on définit les deux matrices diagonales suivantes :

1/llat |l la ]
D= , D—1: D,D—leRan

1/]lan | [lax |
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5 Produits scalaires et hermitiens

En posant A* = A’D et R = D~1S on obtient :

A=A'R
ot A* € R™*™ et R € R™ "™ sont des matrices qui vérifient les propriétés de I’énoncé. [
Exemple 5.4. Trouver une factorisation @, R du Corollaire de la matrice
1 1 1
1 -2 0
0 0 -1
1 0 2
On trouve . .
1 1 1 1z ==
5 It -3 1
1 -2 et T 4 B PP
0 0 -1 0 o -1 0 0 I
1 6
1 0 2 1 & ¢
et alors
1 1 1 L wE i
S TG i W EVEREE TR
L -2 01 _|va "va "Vvis| |, va2 v&
0 0 -l 0 0 5 SO
1 0 2 1 1 24/105 0 0 7
V3 Va2 35
Théoréme 5.10 (Inégalité de Bessel). St v1,...,v, sont des vecteurs unitaires deuz d
deuz orthogonauz et st o; = (v,v;) sont les coefficients de Fourier de v relativement
a v; alors
n
Yool < vl?.
i=1
Démonstration.
0 < ’U—ZOL’U“ Zcxvz
= —2- Z a;{v,v;) + Z a;
= (v,v)— Zai
O
Exercices
1. Soit V un espace vectoriel sur R de dimension fini, muni d’une forme bilinéaire (.).
Soit B = {by,...,b,} une base orthogonale et U = span{b; : : = 1,...,mn, (b;,b;) >

0}. Montrer que (.) restreint & U est un produit scalaire du sous-espace U.
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. Soient V' un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique (.) et {v1,...,vn} C
V un ensemble de vecteurs deux a deux orthogonaux.

a) Montrer que {v1,...,v,} est un ensemble libre si pour tout i, (v;,v;) # 0.
b) Donner un contre-exemple ou une démonstration de la réciproque.
. Considérant 1'exemple montrer que ’ensemble

{1,sinz, cos z, sin(2z), cos(2z), sin(3z), cos(3z), ... }

est un ensemble de vecteurs deux a deux orthogonaux.
. Trouver la factorisation Q) - R du Corollaire de la matrice

0 0

= O O K
O O = =

1
1
0

=)

Trouver la factorisation de la matrice n x n

1 1 0 O .-+ 0
0o 1 1 o0 ---0
0 -+ --- 0 1 1
1 0 -+ --- 0 1

. Trouver une forme bilinéaire symétrique de R” telle qu'il existe des vecteurs u,v €
R™ avec (u,u) <0 et (v,v) > 0.

. Soit V un espace vectoriel sur R muni d’une forme bilinéaire symétrique. S’il existe
des vecteurs u,v € V tels que (u,u) < 0 et (v,v) > 0, il existe un vecteur w # 0
tel que (w,w) = 0.

. Montrer que I'inégalité de Bessel (Théoréme [5.10)) est une égalité si v est dans le
sous-espace engendré par les vy,...,Un.

. On considére I’espace euclidien des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1] muni
de la forme bilinéaire symétrique

1,9)= [ f@o@)ds.

i) Soit V' le sous-espace engendré par f(z) = z et g(z) = z2. Trouver une base
orthonormale de V.

ii) Soit V le sous-espace engendré par {1,z, z2}. Trouver une base orthonormale
de V.

9. Soient V un espace euclidien, {ui,...,un} un ensemble orthonormal et f,g €

span{ui,...,u,}. Montrer I'2dentité de Parseval

7

67



5 Produits scalaires et hermitiens

5.1 La méthode des moindres carrées
Soient A € R™*™ et b € R™ et supposons que le systéme des équations linéaires
Az =b (5.1)

n’a pas de solution. Dans beaucoup d’applications, on cherche un z € R” tel que la dis-
tance entre Az et b est minimale. On aimerait alors résoudre le probléme d’optimisation
suivant

in || Az — b||. 5.2
min [|[Az — b (5.2)
Ici la norme || - || est par rapport au produit scalaire standard de R™.

Lemme 5.11. Soit V wun espace euclidien, H CV un sous espace deV,beV eth € H
tel que b—h € H', alors
16— R'l| > (1o — R

pour tout h' € H, h # h'. En particuliére h est unique.

Démonstration. Soit h' # h € H. Puisque h — b’ € H, Pythagore implique

b—R? = lb—h+(h 1)
= o= Al + (k- &)
> ||b— Al
O
Maintenant nous pouvons décrire un algorithme pour résoudre le probléme suivant.
Soient b,aq,...,a, € V, trouver h € H = span{ay,...,a,} tel que la distance
[b— Al

est minimale.
i) Trouver une base orthonormale {u1,...,u;} du sous-espace H = span{ai,...,an}

avec le procédé de Gram-Schmidt.

ii) Retourner h = 3%, (b, u;)u;.

Pour b € R™ et a1,...,a, € R™ étant les colonnes des A € R™*" en (5.1]), une solution
z* € R™ de
Az =h (5.3)

est une solution optimale de (5.2]). Une procédé plus simple est comme suivant.
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5.1 La méthode des moindres carrées

Théoreme 5.12. Soient A € R™*™ et b € R™. Les solutions du systéme
AT Az = ATb. (5.4)

sont les solutions optimales du probléme (5.2) (ow l’on considére la norme eucli-
dienne sur R™, qui est la norme induite par le produit scalaire ordinaire)

Démonstration. Soit H = span{aj,...,an}. Soit z* € R™ et h = Az*. Le vecteur b—h
est orthogonal a tout les colonnes de A (et alors & H) si et seulement si 0 = AT(b—h) =
ATbh — AT Az*.

L’assertion est donc une conséquence du Lemme [5.11 ]

Remarque 5.13. Pour une norme ||-|| quelconque engendrée par un produit scalaire (-, -)),
une preuve similaire montre que les solutions du systéme

AT Az = ATFO)p

sont les solutions optimales du probléme (j5.2), ou F() est la matrice du produit scalaire
(,-) selon la base canonique (i.e. (F¢);; = (e:,€5)).

Exemple 5.5. Trouver une solution de moindre carrées sur les données

4 0 2
A=1|0 2| etb=1]0
11 11

r, (17 1 . (19
AA_<1 5] et ATo=( 1]
17 1\ (z) (19
1 5)\zy) ~ \11)°

La solution du systéme

est ¥ = (1,2)7.

Exercices

1. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie, f : V — K une forme linéaire et
B, B’ des bases de V. Soit

f(z) = a’[z]B
ol a € K™. Décrire f(z) en termes de Pp/p et [z]p'.

2. Soient V un espace vectoriel de dimension finie, f : V x V — K une forme
bilinéaire et B, B’ des bases de V. Soit

f(z,y) = [y]5AL Y5

Décrire f(z,y) en termes de Pg/p, [z]5, €t [y]5'.
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5 Produits scalaires et hermitiens

3. On consideére les vecteurs

v = et v9 = EZ%

O O = =
O R =k O

et la forme bilinéaire standard. Trouver une base du span{v;,v>}*. Est-ce que
Z5 = span{v1, v2} @ span{vy, v2}+ 7

4. Soit V' C R[z] I’espace euclidien des polyndmes de degré au plus n muni du produit

scalaire (p,q) = folp(x)q(m) dz. Décrire la matrice Ag pour B={1,z,...,z"}.

5. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soient f,g € V*\ {0} linéairement
indépendants. Montrer que
ker f Nkerg

est de dimension n — 2.

6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit (.) une forme
bilinéaire symétrique. Exprimez (W1 + Wa)* et (W1 NW2)* en fonction de Wit et
Wt

7. Donner un exemple d’un espace vectoriel V' muni d’un produit scalaire dégénéré
et d'un sous-espace W C V tel que V n'est pas la somme directe de W et W.

5.2 Formes sesquilinéaires et produits hermitiens

Maintenant nous considérons le cas X = C. Il faut un peu modifier la définition d’un
produit scalaire pour obtenir des résultats similaires a ceux des sections précédentes. Le
carré de la longueur d’un vecteur

ar+1-b
v = : eC”
an+1-b,

olt a;,b; € R, est égal a

Z(af + b?) = Z(a@ +1b;) - (a; — 1b;) = Z’l/,’ -,

7 7
ot v; = a; +1-b; et 7; est la conjugaison de v;. Ceci suggeére la définition suivante.
Définition 5.5. Soit V' un espace vectoriel sur un corps C et

(:VxV —C

une correspondance qui a tout couple (v, w) d’éléments de V' associe un nombre com-
plexe, noté (v, w). En considérant les propriétés suivantes :
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5.2 Formes sesquilinéaires et produits hermitiens

PH 1 On a (v,w) = (w,v) pour tout v,w € V.

PH 2 Si u,v et w sont des éléments de V,
(u,v+w) = (u,v) + (u,w) et (v+w,u) = (v,u) + (w,u)
PH3 SizeCetu,veV,
(z-u,v) =z(u,v) et (u,z-v) =7 (u,v).

on dit que (,) est

i) une forme sesquilinéaire, si {,) satisfait PH 2 et PH

i) une forme hermaitienne, si (,) satisfait PH [l PH 2 et PH
iii) un produit hermitien, si (,) satisfait PH[1, PH[2 et PH [3| et

(v,v) > 0, pour tout v € V' \ {0}.

Une forme sesquilinéaire est non dégénérée ¢ gauche si la condition suivante est
vérifiée.
Siv eV etsi(v,w)=0 pour tout w € V, alors v = 0.

Remarque 5.14. Si (,) est une forme hermitienne, pour tout v € V, on a (v,v) € R deés
que {(v,v) = (v,v) par PH |1l On dit que la forme hermitienne est définie positif si
(v,v) > 0 pour tout v € V' \ {0}. Alors un produit hermitien est une forme hermitienne
définie positif.

Exemple 5.6. Le produit hermitien standard de C™
(’U,, ’U> = Z U5
i

satisfait les condition PH [I}3| et est défini positif.

Les notions d’orthogonalité, de perpendicularité, de base orthogonale et de supplémentaire
orthogonal sont définies comme avant. Aussi les coefficients de Fourier sont les mémes.
Soit w eV, w#0et veV. On cherche a € C satisfaisant

(w,v — aw) =0.

On trouve & = (w, v) /(w, w). Puisque (w,w) € R et (w,v) = (v, w), alors
a = (v,w)/{w,w).

Exemple 5.7. Soit V' ’espace vectoriel des fonctions f: R — C continues sur 'intervalle
[0, 27]. Pour f,g € V on pose

27

(f,9) f(z)g(z) dz.

0
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5 Produits scalaires et hermitiens

C’est un produit hermitien défini positif. Les fonctions f,(z) = e*® pour n € Z sont
orthogonales dés que

Ful@) () = " ™% = cos((n — m)z) + 4 - sin((n — m)z)

et alors

2T
(s f) :/0 1dg = 2

et pour n #m

2m 2m
(fr, fm) = / cos((n —m)z)dz + - / sin((n — m)z)dz = 0.
0 0
Pour f € V la composante de f sur f,, ou le coefficient de Fourier de f relativement a
fn, est
1 2 .
(f:fn> - . f(x)ef’bn:l: da:
(fn: fn> 2 Jo
Soient V' un espace vectoriel sur C de dimension finie et f : V X V — C une forme
sesquilinéaire. Pour une base B = {v1,...,v,tde Vetz =3, a;v;ety=),Fv; ona

<$) y> = Z aiij(Uii ’Uj)
4]

et avec la matrice AL = (f(vi, v5))1<i,5<n alors

(z,y) = [z]5ALY]E (5.5)

ol pour un vecteur v € C" le vecteur v est tel que (v); = (v;) pour tout 7. Pour une
matrice A € C™*™, A ¢ C™*™ est la matrice telle que (Z) = (4;;) pour out 1, .
ij

Définition 5.6. Une matrice A € C™*™ est appelée hermitienne si on a
A=AT,

Proposition 5.15. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension finie et soit B une
base de V. Une forme sesquilinéaire f est une forme hermitienne si et seulement
st Aé est hermitienne.

Définition 5.7. Deux matrices A, B € C™*" sont congruentes complezes s'il existe une
matrice inversible P € C"*™ telle que A = PT . B - P. Nous écrivons A =¢ B.

¢ est aussi une relation d’équivalence. On peut aussi modifier 1'algorithme tel
qu’il calcule une matrice diagonale congruente complexe par rapport a une matrice
hermitienne A € C™*", voir 'exercice [l Alors on a le théoréme suivant.

Théoréeme 5.16. Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finte, munt d’une
forme hermitienne. Alors V posséde une base orthogonale.
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5.2 Formes sesquilinéaires et produits hermitiens

Démonstration. Soit B = {vy,...,v,} une base de V. Pour z,y € V on a
(zy) = [FAY s

Soit P € C™*™ inversible telle que

C1
PTAYP =
Cn
La base orthogonale est wy, ..., w, dont [w;]p est la j-¢me colonne de P,
P1j
[wile=1| : |,
Dnj
alors w; = POV DisV;.
O
Exemple 5.8. On considére la matrice hermitienne
0 —1 3+4
A= 7 -2 12

3—41 12 5
et le but est de trouver une matrice inversible P € C3*3 telle que
pT.A.-P

est une matrice diagonale. Nous échangeons la premiére et la deuxiéme colonne ainsi
que la premiere et la deuxiéme ligne et obtenons

—2 1 12

—1 0 3441

12 3-—4: 5

Aprés on transforme

1 0 0 -2 1 12 1 052 6 -2 0 0
—05: 1 0 |—1 0 3+47]-10 1 0|=1|0 05 3-2
6 01 12 3—4: 5 0 0 1 0 3+2: 77
La prochaine transformation est
1 0 0 -2 0 0 10 0 -2 0 0
0 1 0]-(0 05 3—-2|-/0 1 —-6+4f=|0 05 0
0 —6—-41 1 0 342z 77 00 1 0 0 51
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5 Produits scalaires et hermitiens

Pour
0 1 0 1 —-052 6 1 0 0
P=11 0 0 0 1 0|-0 1 —6-—42
0 0 1 0 0 1 0 0 1
on obtient
-2 0 0
pT.A.P=|0 05 0
0 0 b1
Exercices

74

1. Soit V un espace vectoriel sur C et f: V x V — C une application satisfaisant

les axiomes

i) On a f(v,w) = f(w,v) pour tout v,w € V.
ii) Si u,v et w sont des éléments de V,

flu,v+w) = f(u,v) + f(u,w)

iii) SizeCetu,veV,
f(z-u,v) =zf(u,v).

Montrer que f est une forme hermitienne.

. Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finie et f : V x V — C une forme

sesquilinéaire. Pour une base B = {v1,...,v,tde Vetz =), a;,v; et y=>, Biv;
montrer en détail que
(2,y) = [s]5AR[y]s

avec la matrice Ag = (f(v:,7;))1<i,5<n- Indiquez l'application des axiomes PH
et PH [3) dans les pas correspondants.

3. Démontrer la proposition [5.15

4. Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension n et soit (.) une forme sesquilinéaire.

Montrer que (.) est non dégénéré si et seulement si rang(Ag) = n pour chaque
base B de V.

. Montrer que =¢ est une relation d’équivalence.

. Modifier I'algorithme afin qu'il calcule une matrice diagonale congruente com-

plexe par rapport a une matrice hermitienne A € C**".

. Soient V' un espace vectoriel sur C et dim(V') = 3 et B = {v1,v2,v3} une base

de V. Avec les matrices A; € C3*3 décrites en bas et les applications f;(z,y) =

[z]Z A;[y] B, cocher ce qui s’applique.

A | Ay | A3

forme sesquilinéaire
forme hermitienne




5.3 Espaces hermitiens

2 1 3 2 1414 3 2 1+2-4 3—4
Ai=|10 2|,4=|1 0 2|,A=|1-22 0 2-i
320 3 2 0 3—4  244% 0

5.3 Espaces hermitiens

Pour le reste de ce paragraphe, s’il n’est pas spécifié autrement, V' est toujours un
espace vectoriel sur C muni d’un produit hermitien. Alors V est un espace hermitien.

Définition 5.8. Soit (,) un produit hermitien. La longueur ou la norme d’un élément
v € V est le nombre

o]l = /(v v).
Un élément v € V' est un vecteur unitaire si ||v|| = 1.

Aussi, l'inégalité de Cauchy-Schwarz est démontrée comme avant :
[(w, v)| < Jull||v]]- (5.6)

Les propriétés suivantes sont facilement vérifiées :

i) Pour tout v € V, ||u|| > 0 et ||v|| = O si et seulement si v = 0.
iil) Pourae CetveVonal|a- v =|af-]|v|.
iii) Pour chaque u,v € V ||u + v|| < ||u]| + ||v]|.

Aussi, nous avons le théoréme de Pythagore, 'inégalité de Bessel et la régle du pa-
rallélogramme. L’équivalent du procédé de Gram-Schmidt pour les espaces hermitiens
est comme suit.

Théoreme 5.17 (Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soit V' un espace
hermitien et {vi,...,vn} CV un ensemble libre. Il existe un ensemble libre ortho-
gonal {u1,...,u,} de V tel que pour tout i, {vi,...,v;} et {u1,...,u;} engendrent
le méme sous-espace de V.

Comme avant, une base orthonormale est une base orthogonale consistant de vecteurs
unitaires et le procédé de Gram-Schmidt nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 5.18. Soit V' un espace hermitien de dimension finie. V posséde alors une
base orthonormale.
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5 Produits scalaires et hermitiens

Exercices

1. (Composante de u sur v; indépendance de la direction) Soient u,v € V tel que
(v,v) # 0. Montrer qu’il existe un seul a € C tel que

(u—a-v,v)=0.

Pour ce ¢ on a
(v,u —a-v)=0.
2. Montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
3. Montrer I'inégalité triangulaire fiii).

4. Montrer qu'un espace hermitien de dimension finie posséde une base B telle que
(z,y) = [z]B - [¥]B, OU - est le produit hermitien standard.
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6 Le théoreme spectral et la décomposition en
valeurs singulieres

. . —T

Pour A € C™*"™ nous allons écrire A~ comme
—

A* = A"

Alors une matrice A € C™*™ est une matrice hermitienne si A* = A. Aussi, une matrice
réelle A € R™*™ est symétrique, si A* = A. On observe pour A € C™*" et B € C"**

(AB)* = B*A*.

6.1 Le Théoréme spectral

Lemme 6.1. Soit A € C**™ une matrice hermitienne. Les valeurs propres de A sont
réelles.

Démonstration. Soient A € C une valeur propre et v # 0 son vecteur propre. Alors
AvT7 = 0T AT5 = vTAv = X077,
O

Corollaire 6.2. Une matrice hermitienne A € C™*™ posséde une valeur propre réelle
AeR.

Démonstration. Le polyndme caractéristique p(z) = det(A — z - I,,) a une racine com-
plexe selon le théoréme fondamental de ’algébre (Théoréme 2.11)). Les valeurs propres
de A sont les racines de p(z). Mais toutes ces racines sont réelles selon Lemme O

Remarque 6.3. La méme preuve, par le théoreme fondamental de 1’algébre, montre en fait
que le polynéme caractéristique de A est scindé sur R, i.e. A posséde n valeurs propres
réelles (en comptant les multiplicités algébriques).

Lemme 6.4. Sotent A € C™*™ une matrice hermitienne (A* = A) et u,v € C*\ {0}
deuz vecteurs propres dont leurs valeurs propres sont différentes, alors u*v = 0.

Démonstration. Soient A # 7 € R les valeurs propres correspondant aux vecteurs
propres u,v € C™ \ {0} respectivement. On a

Aty = (Au)*v = w* A = u* Av = yutv

et alors u*v = 0. O
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Définition 6.1. Une matrice inversible U € R™*" est orthogonale si U~ = UT. Une
matrice inversible U € C™*™ est unitaire si U1 =T .

Si U est orthogonale (unitaire), les colonnes de U sont une base orthonormale de R™
(C™), ol 'orthonormalité est entendue au sens du produit scalaire (hermitien) standard.

Théoreme 6.5 (Théoréme spectral). Soit A € K™*" une matrice symétriqgue (hermai-
tienne), alors A est diagonalisable avec une matrice orthogonale (unitaire) P €
K™*"™ telle que
A1
P* A-P= (6.1)
An

0U A1, ..., An € R sont les valeurs propres de A.

Démonstration. Soit A € R™ ™ une matrice symétrique. Le cas ot A € C™*" est
hermitienne est laissé en exercice.
Le théoréme est démontré par induction. Si n = 1, 'assertion est triviale.
Supposons le théoréme vrai jusqu’a n — 1 € N, n > 2. Montrons le pour n.
Soit A; € R une valeur propre de A et 0 # v € R™ un vecteur propre unitaire correspon-

dant & A;. Avec la méthode de Gram-Schmidt, on peut trouver une base {v, us,...,un}
dans R™ qui est orthonormale par rapport au produit scalaire ordinaire. Soit U € R**7~!
la matrice dont les colonnes sont u»,...,u,. On considére la matrice

UT CA-Uc€ Rnflxnfl'
Cette matrice est symétrique. En effet :
wT AT =vuT. AT . (uHT =vT. 4.1,

car A est symétrique. Par hypothése d’induction, cette matrice peut étre diagonalisée
avec une matrice orthogonale K € R™* 1"~ alors

Az
KT .UT . AU.-K=
An
Maintenant, soit P € R™*™ la matrice
P=(wUK)eR"™™
La matrice P est orthogonale puisque
1

vl UK
PTp= <(UK)T1; (UK)T(UK)> -
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6.1 Le Théoréme spectral

car vl v =1,UT.-U=1,_1etvl - U=0.Et
. oTA AvTo AvTUK M
PrAP= <KTUTA> (” v K) - (AlKT(vTU)T KTUTAUK> - K \

O]

Comment peut-on calculer la diagonalisation (|6.1)) ? Voici un procédé pour diagonaliser

une matrice symétrique (hermitienne) A € K™*™.

i) Trouver les racines Ay,...,Ax € R du polynéme caractéristique

p(z) =det(A—z-I).

ii) Pour tout 7 € {1,...,k}:
) b(j ) du noyau de la matrice A — A; I, par exemple avec

a) Trouver une base bgj yo by
I’algorithme de Gauss.
b) Trouver une base orthonormale p{”, . .., pgjj) du span{bgj ) ,bfijj_)}, par exemple

avec le procédé de Gram-Schmidt.

iii) P=(pf",..., 0%, 00", pY)

Exemple 6.1. Soit
3 -2 4

A=|-2 6 2| cR¥3
4 2 3

Trouver une base orthonormale qui se compose des vecteurs propres.

Le polyndéme caractéristique de A est

p(z) =det(Ap —zI) = —z® + 1222 — 21z — 98 = —(z — 7)*(z + 2)

On trouve les bases des espaces propres

1 ~1/2 -1
=700 =0,V =] 1 et Ao = —2: b2 = [ —1/2
1 0 1

Les vecteurs bgl) et bgl) ne sont pas orthogonaux. Le procédé de Gram-Schmidt produit
* *

bgl) =(-1/4,1,1/4)T. Les vecteurs bgl), bgl) ,bg2) sont une base orthogonale de vecteurs

propres. Maintenant il reste a les normaliser et on obtient

V2 _Q _2

2 3
=10, o =22 pP=]|-1
V2 V2 2

2 6 3
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Exercices

1. Soit 2z = z + 1y € C*, ol z,y € R™. Montrer que z et y sont linéairement
indépendants sur R si et seulement si z et z sont linéairement indépendants sur
C.

6.2 Formes quadratiques réelles et matrices symétriques réelles

Le lemme [6.1] et le corollaire démontrent qu'une matrice symétrique réelle posséde
une valeur propre réelle. Cette démonstration passe par les nombres complexes et utilise
le théoréme fondamental de 1’algebre. Pour le cas ot A = AT € R™*", nous allons main-
tenant démontrer I'assertion du corollaire d'une maniere géométrique. L’ensemble

§* = {z €R™: |lz] = 1}
est appelé la n-spheére.

Définition 6.2. Une forme quadratique est une fonction f: R® — R, f(z) = 2T Az ou
A € R™™™ est une matrice symétrique.

En fait, si B € R™*™ n'est pas symétrique, la matrice A = 1/2(BT + B) est symétrique
et 7Bz = 1/2(zT BTz 4 27 Bz) = 2T Az. Alors la fonction g(z) = 27 Bz est aussi une
forme quadratique.

Une forme quadratique est un polynéme de degré 2 et une fonction continue. Puisque

S™~1 est compact et f(z) est continue, f(z) posséde un maximum sur S™!. Nous
sommes préts a démontrer le lemme d’une maniére géométrique.

Lemme 6.6. Soient A € R™*™ une matrice symétrique et v € S* ! le mazimum de la
fonction f(z) = zT Az sur S 1. On a Av = Av pour un A € R. En particulier, A
posséde une valeur propre réelle.

Démonstration. Supposons qu'il n’existe pas de A € R tel que Av = Av. Alors, en
particulier, Av # 0 et on peut écrire

Av=av+ fw
ohweS" L, wlvet B#£0 Pourze[-1,1]ona
(1-z2)v+zwecS™ L

On voit facilement que ||/(1 —2z2?)v + zw| = 1 en utilisant le fait que v L w, et
v,w € S™ 1. Nous considérons la fonction g: [-1,1] - R

g(z) = ( (1—m2)v+:z:w>TA< (1—z2)v+ww).
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6.2 Formes quadratiques réelles et matrices symétriques réelles

Notons que ¢g(0) = f(v), donc si v maximise f sur la n-sphére, en particuliere £ = 0 doit
maximiser g(z) dans l'intervalle [-1,1]. Si on démontre que g'(0) # 0, nous avons déduit
une contradiction et la démonstration est faite.

Comme wT Av = vT Aw, clairement

g(z) = (1 —z2)wTAv+ (2- /(1 — 22) - 2) wT Av + z?wT Aw.
Ceci démontre que g'(0) = 2-wlAv =2- 8 £ 0.

Définition 6.3. Une matrice symétrique A € R™ ™ est

— définie positive, si 27 Az > 0 pour tout z € R™\ {0}

— définie négative, si z7 Az < 0 pour tout z € R\ {0}

— semi-définie positive, si z7 Az > 0 pour tout z € R

— semi-définie négative, si 27 Az < 0 pour tout z € R™.
La forme quadratique z7 Az correspondante est appelée définie positive, définie négative,
semi-définie positive ou semi-définie négative, en accord avec A.

Théoreme 6.7. Une matrice symétriqgue A € R™*™ est

1. définie positive, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

2. définie négative, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont strictement
négatives.

3. semi-définte positive, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont posi-
tives (ou zéro).

4. semi-définie négative, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont ne-
gatives (ou zéro).

Démonstration. D’apres le théoréme il existe une matrice orthogonale U € R™*"

telle que
AL

A=U uT. (6.2)
An

oll les A; sont les valeurs propres de A. Les colonnes %1, ..., u, de U forment une base
orthonormale de R™ de vecteurs propres de A. Soit z € R", alors £ = ), a;u; et

T Az = Z(a?))\i.
i
D’ici I'assertion suit directement. O

Le k-mineur principal d’une matrice A est le déterminant de la matrice qui est
construite en choisissant les premiéres k lignes et colonnes de A; c’est-a-dire det(Bk)
ol By € R*** telle que b;; = a4j, 1 < 4,7 < k. Soit K = {l1,...,lx} C {1,...,n} ou
Iy <ly < -+ < li. La matrice Bx € R*¥** est définie par b;; = ay,1;, pour 1 <3,7 < k. Un
k-mineur symétrigue de A est le déterminant d’une matrice By ; c’est-a-dire det(Bxk).
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Théoreme 6.8. Soit A € R™™™ une matrice symétrique.

a) A est définie positive st et seulement si tous ses mineurs principaus sont stric-
tement positifs.

b) A est semi-définie positive si et seulement si tous ses mineurs symétriques sont
positifs (ou zéro).

Ce théoréme est connu sous le nom de "critére de Sylvestre”.

Démonstration. On démontre @, tandis que @ est un exercice. Soit A une matrice
définie positive, montrons que les matrices By, 1 < k < n, sont également définies
positives : soit z; € R* non-nul, on compléte ce vecteur en un vecteur z; € R” en lui
rajoutant n — k zéros. On vérifie facilement que z7 Brzr = z7% Azp > 0. Les valeurs
propres de By sont donc toutes strictement positives en vertu du théoréme précédent.
En se servant alors du théoréme [6.5) on obtient facilement que det(By) est le produit
des valeurs propres de By, alors det(By) > 0.

Supposons maintenant que det(By) > 0 pour tout & € {1,...,n}. L’argument est par
récurrence. Le cas n = 1 est trivial.

Soit n > 1. Les matrices By k = 1,...,n — 1 sont définies positives par récurrence. Si
A elle méme n’est pas définie positive, det(A) > 0 implique qu’il existe au moins deux
valeurs propres négatives, disons p et A dans la factorisation donnée par le théoréme spec-
tral, et deux vecteurs propres orthogonaux u,v € R™ correspondants. Leurs derniéres
composantes sont pas égales a zéro, parce que A, 1 est définie positive. Alors il existe
B # 0 tel que la derniére composante de u + Sv est égale a zéro. Mais

(u+ Bv)TA(u + Bv) = p + BZA <0,
ce qui est une contradiction au fait que A, 1 est définie positive. O

Exemple 6.2. Nous pouvons alors montrer qu’'une matrice symétrique est définie positive
de deux maniéres différentes d’aprés les deux théorémes précédents : considérons la
matrice suivante
2 -1 0
A=]1-1 2 -1
0o -1 2

e Son polyndéme caractéristique est égal a det(A— X1,,) = —X3+6X2— 10X +4 dont les
racines sont 2, 2++/2 et 2—+/2. Les valeurs propres de A sont toutes les trois strictement
positives donc la matrice est définie positive.

e D’une autre fagon, det(By) = 2 > 0, det(By) = 3 > 0 et det(B3) = det(4A) =4 >0
donc la matrice est définie positive.

Théoréme 6.9. Soit A € R™ ™ une matrice symétrique et f(z) = zT Az la forme
quadratique correspondante ¢ A. On a

max f(z)=XA; et min f(z)= A, (6.3)

ZES’"’71 zES”fl

ou A1 et A, sont les valeurs propres mazimale et minimale de A respectivement.
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6.2 Formes quadratiques réelles et matrices symétriques réelles

Démonstration. Nous utilisons la factorisation

A1
A=P pPT
An

ot P € R™™ est une matrice orthogonale dont les colonnes sont p1,...,p,. Si z =

i Qi pi, alors
l|z||? = Zaf et z7 Az = Z(Aia?)
B

7

et si[|z]> =1,

A=A Y o <> (Nag) <Ay of =Ap

GCa démontre que p; et p, sont les solutions optimales des problemes d’optimisation (/6.3])

avec les valeurs optimales A; et A, respectivement.
O

Définition 6.4. Soit A € R™*™ une matrice symétrique. Pour z € R™ \ {0} le quotient
Rayleigh—Ritz est

T Az

Tz~

Pour z € R™\ {0} z/|z|| € " * et Ra(z) = (z/|=]))T - A(z/|l=])).

RA(:Z:) =

Théoréme 6.10 (Théoréme Min-Max). Soit A € R™*"™ une matrice symétrique avec les
valeurs propres A1 > --- > A,. St U dénote un sous-espace de R™ alors

Ak = dinrll(lza}%c:k a:eI{Jli\I{lo} Ra(2) (64)

et
% @1 oL P4 (5
Démonstration. Nous démontrons . La partie est un exercice. Soit {uy,...,u,}
une base orthonormale de vecteurs propres associés & A; > ... > A, respectivement. On

fixe un entier k, et un espace U de dimension k. Clairement span{ug,...,u,}NU 2 {0}.
Alors il existe un vecteur 0 # z = Y., a;u; € U. Clairement R4(z) < Ag. Pour
U = span{us, ..., U}, Mingcyn s03 Ra(z) = M. Ensemble ga démontre ((6.4)). O
Exercices

1. Une matrice réelle symétrique, différente de la matrice zéro, telle que toute com-
posante sur la diagonale est zéro ne peut pas étre semi définie positive, ni semi
définie négative.

2. Une matrice réelle symétrique, différente de la matrice zéro, dont la diagonale est
égale a zéro, posséde un 2 x 2 mineur symétrique négatif.
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

3.

9.

Soit L € R™ ™ une matrice de la forme

H| O

ott H € R¥* et 1 > 0. Soit Q € R™ ™ la matrice de la permutation (transposition)
qui échange u,v > 1. Montrer

H| O
QL=<C,hi>-Q

ot C' provient de C en échangeant les lignes u — ¢ et v — 3.

. En s’appuyant sur l'exercice [3)) montrer I’assertion suivante. Si I’algorithme

a exécuté k-itérations et dans chacune de ces k itérations, il existe un 5 > 7 tel
que b;; # 0 (avec la notation de la ¢-&me itération), alors il existe une matrice de
permutation @ telle que le résultat de ces premiéres k itérations s’écrit

RTQTAQR,

oll R est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont 1.
En autres mots, il existe une permutation si appliquée aux lignes et colonnes, 1’al-
gorithme [4.4|n’échange pas de lignes et colonnes pendant ces premiers k itérations.

. Soient A € R™*™ réelle symétrique et A’ la matrice obtenue de A en échangeant

les lignes 7 et j (A’ = QT AQ pour une matrice de permutation (transposition) Q).
Montrer que pour tout K C {1,...,n}, il existe K’ C {1, ...,n} tel que det(4x) =
det(A%) (mineurs symétriques) et inversément. En d’autres termes, montrer que
tous les mineurs symétriques de A se retrouvent dans A’ et vice versa.

. Montrer la partie b) du théoréme

Indication pour montrer < : Il eziste une matrice de permutation Q telle
que l’algorithme |4.4] n’échange pas de colonnes et lignes si confronté avec
QT - A-Q comme input et toutes itérations sont telles que by # 0 jusqu’d un
point, ou tout le reste de la matrice est 0. Il faut s’appuyer sur les exercices
et [4

Une matrice symétrique A € R™*™ est définie négative, si et seulement si det(By) #
0 et det(By) = (—1)*|det(Byg)| pour tout k.

. Une matrice symétrique A € R™ ™ est semi-définie négative, si et seulement si

det(Bx) = (—1)¥l| det(Bg)| pour tout K C {1,....,n}.
Montrer la partie (6.5) du théoréme [6.10]

Définition 6.5. Une matrice hermitienne A € C™*"™ est
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définie positive, si z7 AZ > 0 pour tout z € C™ \ {0},
définie négative, si z7 AT < 0 pour tout z € C™\ {0},
semi-définie positive, si z7 AT > 0 pour tout z € C™,
semi-définie négative, si 7 AT < 0 pour tout z € C™.



6.3 La décomposition en valeurs singuliéres

Le théoréme[6.7]trouve son analogue comme suivant. La démonstration est un exercice.

Théoréme 6.11. Une matrice hermitienne A € C**"™ est

1. définie positive, si et seulement st toutes ses valeurs propres sont (stricte-
ment) positives.

2. définie négative, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont (stricte-
ment) négatives.

3. semi-définte positive, st et seulement st toutes ses valeurs propres sont non-
négatives (donc positives ou z€ro).

4. semi-définie négative, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont non-
positives (négatives ou 2€ro).
6.3 La décomposition en valeurs singuliéres

On commence avec un théoréme qui décrit la décomposition en valeurs singuliéres et
montre qu’elle existe.

Théoréeme 6.12. Une matrice A € C™*™ peut étre décomposée comme
A=P.D.Q

ou P € C™*™ et Q € C™*™ sont unitaires et D € RT,™ est une matrice diagonale.
St A est réelle, P et @ sont réelles. -

Démonstration. La matrice A* - A est hermitienne et semi-définie positive dés que
z*A* Az = (Az)*(Az) > 0.

Alors les valeurs propres de A* A sont non-négatives (\; > 0). Soient 62 > g2--- > 02 >0

les valeurs propres olt 0; € R>g pour tous ¢ € {1,...,n} et soit {ui,...,u,} une base
orthonormale correspondante de vecteurs propres. La matrice Q@ € C™*™ est la matrice
dont les lignes sont uy,...,uy.

Soit » € Ny le nombre de o; strictement positif,
r=[{ie{l,...,n}:0,>0,}].
Nous construisons les vecteurs
v, = Au;fo;, 1 <1< r
Les v; sont orthonormaux, parce que
lvil|* = (Aui)*Aui/of = 1

et pour 1<21#£j5<nr,
v;v; = uju; = 0.
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Avec le procédé de Gram-Schmidt, nous complétons les v; tels que {v1,..., v} est une
base orthonormale de C™. Les colonnes de la matrices P sont alors v1,..., v, dans cet
ordre. La matrice D € C™*" est la matrice diagonale dont les r premiéres composantes
sur la diagonale sont o4, ...,0, dans cet ordre. Avec ces matrices P, D et Q nous avons

A=P.D-Q

ou de maniére équivalente
P*. A-Q*=D,

Nous montrons ¢a en détail. Nous avons
(P*- A Q) = v} Au, (6.6)

et c’est égal a zéro si j > r, parce que dans ce cas Au; = 0 dés que ujA*Au; = 0. Si
1> pas égale a zéro implique Au; # 0 et alors 7 < r. Mais dans ce cas, par
construction, v; est orthogonal & Au;/o; et est néanmoins zéro.

Et sil <47 <r, alors

o; sit=79
ufA*Au; o = uiu; 0o = " J
7 ) (et ]
0 autrement.

O]

Définition 6.6. En suivant la notation du théoréme [6.12] les nombres o, ...,0, sont les
valeurs singuliéres de A. La factorisation A = P - D - @ est une décomposition en
valeurs singuliéres.

Exemple 6.3. Trouver une décomposition en valeurs singuliéres de

0 —16 0.6
0 12 0.8
A= 0 O 0
0 © 0

On commence avec
0 0 O
A A=10 4 0
0 01
On obtient 01 = 2,09 = 1 et 03 = 0. Les valeurs singuliéres sont les o; > 0, i.e.,, 03 = 2

et 0o = 1. On calcule les vecteurs propres correspondant a o3 = 2,00 =1 et 03 =0. La
matrice @ est

O
Il
= O O
O O
O = O
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6.3 La décomposition en valeurs singuliéres

-0.8 0.6
0 0
1 . .
’U]_:*'A 1| = 0.6 ,’02:A 0 = 0.8
2 0 0 1 0
0 0
On complete avec vs = e3 et va = eq, alors
—-0.8 06 0 O
06 08 0 O
P = 0 0 1 0
0 0 01
et
—-0.8 06 0 O 2 00
06 08 0 0 010 gég_A
0 0 1 0 0 00 10 0 o
0 0 01 0 0O

Définition 6.7. La pseudo inverse d'une matrice

01
02

.D — U’r E Rmxn

olt o; € Ry est

.D+ — . 0_—1 c Rnxm

0

Toutes les composantes qui ne sont pas décrites sont zéro. La pseudo inverse d’une
matrice A € C™*™ avec une décomposition en valeurs singulieres A =P - D - Q est

AT =Q*DTP*.
Exemple 6.4. La pseudo inverse de la matrice A d’exemple [6.3| est
00 1 05 0 0 O _00688288
At=|1 0 0|-]0 1 00 0 O 10
0 1 0 0 0 0 O 0 0 0 1
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

Pourquoi est-ce que nous parlons de la pseudo inverse ? Parce qu’elle est unique.

Théoreme 6.13. Soit A € C™*™, alors il existe au plus une seule matrice X € C**™
telle que les quatre conditions de Penrose sont satisfaites :

i) AXA=A
i) (AX)* = AX
i) XAX = X

w) (XA)* = XA.
Démonstration. Soient X et Y deux matrices satisfaisant Alors

X = XAX

XAY AX
XAY AY AY AX

(XA (Y A)*Y (AY)*(AX)*
A*X*AXY*YY™* A*X* A*
(AXA}Y*YY*(AX A)*
A*Y*YY*A*

(YA)*Y (AY)*

Y AY AY

Y AY

= v

Il

O]

Théoréeme 6.14. La pseudo inverse d’une matrice A € C™*™ satisfait les conditions
[Hed.

Démonstration. Soit A = PDQ une décomposition en valeurs singuliéres et AT =
Q*DtP*. 11 est facile de voir que DT satisfait les conditions relatives a D. Les
conditions sont aussi vite montrées pour A et A*. Par exemple [i est montrée comme
suit :

AATA = PDQQ*D'"P*PDQ
= PDD'DQ
= PDQ
= A

Il est un exercice de vérifier les conditions O
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6.4 Encore les systémes d’équations

6.4 Encore les systemes d’équations
Nous considérons encore une fois un systéme

Az = b, (6.7)
ou AcC™"etbecCm™.

Définition 6.8. La solution minimale de (6.7)) est la solution du probléme des moindres
carrés

min || Az — b||?
zeCn

correspondant avec norme ||z|| minimale.

Théoreme 6.15. La solution minimale de (6.7) est
T =ATb,
ol AT est la pseudo inverse de A.

Démonstration. Tout d’abord on remarque que pour B € C™*™ unitaireet y € C”, ||y||> =
yTy = yT BT By = || By||*. Ainsi on a
in ||[Az - b|| = in [|[PDQz — b|| = min |P*(PDQz — b
min || Az — b min | PDQz — b|| = min || P*(PDQz — b)]|
= in [|[DQz — P*b|| = min ||Dy — P*b
min || DQz I'= min [[Dy |
= min ||[Dy—c
min Dy ¢
olt ¢ = P*b. Dés lors on peut facilement vérifier que y est une solution minimale de
Dy = ¢ & Q*y est une solution minimale de Az = b. Mais comme les solutions optimales
de Dy = csont lesy € C" telsquey; = ¢;/o; pour 1 <4 < rety,i1...Yy, sont arbitraires
alors la solution ol ¥r4+1 = -+ = Yy, = 0 est celle de norme minimale. Elle est donnée

par
y=D%e.

La solution minimale de (6.7)) est alors

T=Q%% =Q*DTP*h= ATb.

Exemple 6.5. Trouver la solution minimale du systéme

0 —16 0.6 5
0 12 o8| |7
o 0o o " |3
0 0 O —2
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

La pseudo-inverse de la matrice ci-dessus est

0 0 0 O
AT=1-04 03 0 0
06 08 0 O
et
0 0 00 ? 0
—-04 03 0 O 5 | = 0.1
06 08 0 O 9 8.6
6.5 Le meilleur sous-espace approximatif
Nous nous occupons du probléme suivant. Soient a1,...,a, € R™ des vecteurs et 1 <
k < n, trouver un sous-espace H C R™ de dimension k tel que
Z d(a’ii H)2
i
soit minimale. Ici d(a;, H) est la distance de a; a H. Si H = span{us,...,ux} ol
{u1,...,ur} est une base orthonormale de H, alors a; = Z?Zl(ai, u;)u;+d; o d; = a; —
E?Zl(ai, u;)u; est orthogonal & uy, ..., uy et alors & H. Avec le théoréme de Pythagore
(Proposition [5.2)), on a
k
dai, HY + 3 ai,u)? = |lail”
j=1

Le sous-espace H de dimension k qui minimise ; d(a;, H)? est alors celui qui maximise

k k k
> > lasup)? = | Augl)? = > u] AT Au;.
j=1

i j—1 j=1

Pour & = 1, nous connaissons déja une maniére de résoudre ce probléme. Il faut
résoudre

max ul AT Au.
uesn—l

La matrice AT A est symétrique, alors on peut la factoriser comme
A1
ATA=U uT (6.8)
An
ou U = (u1,...,un) € R**™ est orthogonale. Nous pouvons supposer que les A; sont

ordonnés comme A; > As > --- > A, > 0. Les valeurs propres sont non négatives dés
que AT A est semi-définie positive. Selon Théoréme [6.9|la solution est H = span{u;}.

La généralisation suivante du Théoréme [6.9] est un exercice.
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6.5 Le meilleur sous-espace approximatif

Théoréme 6.16. Soit A € R™ ™ une matrice symétrique et f(z) = ¥ Az la forme
quadratique correspondante ¢ A. Soit

A1
A=U- - uT
An
une factorisation de A telle que U = (u1,...,un) € R™*" est orthogonale et Ay >
o> A Pourl<é<nona
max  f(z) = A1 = min f(z) (6.9)
z:Es'n.—l z:Esn—l
zlug,...,zcluy zlugyo,...,zlun

et ugr1 est une solution optimale.

Maintenant, nous pouvons résoudre le probleme central

m

. ) 2
Din, d(a;, H)*. (6.10)
dim(H)=k *=1
Théoreme 6.17. Sotent a1,...,am € R*, A= (ay, - ,am)T et uy,..., U, les premiéres

colonnes de la matrice orthogonale U € R™ ™ de la factorisation . Le sous-
espace H = span{u1,...,ur} est une solution du probléme (/6.10).

Démonstration. Pour k = 1 nous avons déja montré 'assertion. Soit £ > 2 et W I R"
un sous espace de dimension k et soit wy,...,wy une base orthonormale de W. Nous
pouvons supposer wy, L span{us, ..., ur_1}, (voir Exercice [6]).

Par induction, nous avons

k—1 k—1
Z w?ATij < Z quTAuj.
j=1 J=1

Deés que
max zT AT Az
ZES”71
zlspan{uy,...,ur—1}
est atteint & u, nous avons
wi AT Awy, < ul AT Auy,
et alors
k k
T 4T , T AT A, .
ij A" Aw; < Z'u,jA Au;.
j=1 7=1

Définition 6.9. Soit A € R™*™.

91



6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

1) On définit la norme Frobenius de A comme le nombre

14llr = [>a%
V5

2) Pour une norme vectorielle || - || définie positive sur R”™, on définit la norme |||-|||
de A, appelée norme matricielle subordonnée a || - ||, comme le nombre
| Av||
I[A[l| = sup 5—F = sup |lAv]|.
v#£0 ||'U|| [lv]|=1

Remarque 6.18. La norme Frobenius n'est pas une norme matricielle subordonnée.

Exemple 6.6. Soit A € R™*™. On considére la norme euclidienne standard (aussi appelée
norme 2) sur R™ :

vl =4/> " (v:)>

Alors la norme matricielle subordonnée a || - |2 correspond a

A
ANl = sup 1222 = gup ju), = sup VATATAD = Vi,
w20 [Vll2 o|la=t [ola=1

ot \; est la plus grande valeur propre de AT A (ou de maniére équivalente, v/A; est la
plus grande valeur singuliére de A).

Exercice 6.1. Soient A € R™*", || - || une norme définie positive sur R", |||-||| la norme
matricielle subordonnée & || - ||. Alors pour tout v € R™, on a :

[Av]] < |[[A[l] - [[]]-

Définition 6.10. Soit A € K™*™. La trace de A est la somme de ses coefficients diagonaux,
Tr(A) = >0 1 ai.

Lemme 6.19. Pour A, B € K™*" Tr(AB) = Tr(BA).

Lemme 6.20. Pour A € R™*", ||A||% = YF ;02 o 01,...,0, sont les valeurs sin-
guliéres de A.

Démonstration. On a ||A||% = Tr(ATA) = Tr(U - diag(o?,...,02) - UT) ot U € R™*™
est orthogonale. Alors

|5 = Tr(diag(o3,...,07)) = > o7
i=1
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6.5 Le meilleur sous-espace approximatif

Maintenant nous allons résoudre le probléme suivant. Etant donnés A € R™*™ et
k € N, trouver une matrice B € R™*" de rang(B) < k tel que

|A— Bllr
soit minimale.
Si A = P.diag(o1,...,0.,0,...0)-Q est une décomposition en valeurs singuliéres ol
les colonnes de P sont vy, ..., v, et les lignes de Q sont u¥, ..., ul on peut écrire
T
A= Z ovul (6.11)
=1

et on dénote la somme des premiers k termes comme
k
T
Ak = Z o;v;U;
i=1

Le rang de Ay est au plus k.

Lemme 6.21. Les lignes de Ay sont les projections des lignes de A dans le sous-espace
Vi = span{uq,..., Uk}

Démonstration. Soit aT une ligne de A. La projection de a dans le sous-espace span{us, . ..

est
k
Z a,Tui cUs.
=1

Ecrit comme ligne (c.3.d. matrice en R1*™) c’est égal a
k
ZaT (s - ul).
1=1

Alors les projections des lignes de A dans le sous-espace Vi sont données par les lignes
de la matrice Zle Auiu;-r = Zle o*ivi'u,? = Ag. O

Théoréme 6.22. Pour une matrice B € R™*™ de rang plus petit ou égal a k, on a

|A— Agllr <||A - B||F.

Démonstration. On dénote les lignes de A par af,...,aZ et soit B une matrice de rang
au plus k. Les lignes de B sont dénotées comme b7, ...,b2 . Soit H = span{by,...,bm}

La dimension de H est rang(B) < k. On a
IA = BllE =) _llas = bill* > > d(a:, H).
=1 =1

Soit H = span{u1, ..., ur}. Nous avons démontré que
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6 Le théoréme spectral et la décomposition en valeurs singuliéres

i) H est le meilleur sous-espace approximatif des lignes de A alors Y7, d(a;, H)? >
™, d(a;, H)? et
ii) Les lignes de Ay sont les projections des lignes de A dans H.

En dénotant les lignes de Ay par a7 ,...,am", alors

IA = Bl% > das, H)? = ) llai - &@l* = || A - Aell%.

Exercices
1. BEst-ce que la décomposition en valeurs singuliéres est unique ? Est-ce que les va-
leurs singuliéres sont uniques ?
2. Dans la démonstration du théoréme [6.12] montrer que rang(A) = r.
3. Démontrer que la pseudo-inverse satisfait les conditions

4. Si Az = b a plusieurs solutions, il existe une solution unique avec une norme
minimale.

5. Montrer Théoréeme

6. Soient G, H C R™ des sous-espaces de R" et £ = dim(G) > dim(H). Montrer que
G posseéde une base orthonormale wy, ..., wy telle que wy L H.
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7 Systeémes différentiels linéaires

On considére le systéme différentiel suivant

x1(t) = anxi(t) +---+ ainxa(t)
Xlz(t) : a21X1 (t) +- agnxn(t) (71)
Xp (1) - an1x1(t) 44+ appxn(t)

ou les a;; € R. En notation matricielle, on peut écrire le systéme comme

x' = Ax
ol
a1 - Qin
A= : , x€CHR;R™M).
An1 - Gnn

On cherche des fonctions dérivables x; : R — R qui, ensemble, constituent x et qui
satisfont ([7.1)). Un tel x est une solution du systéme (7.1). Soit v € R™. Une solution
x du systéme respecte les conditions initiales données par v, si z;(0) = v; pour
1=1,...,n. On écrit x(0) = v.

Exemple 7.1. Considérons 1’équation différentielle x'(¢) = x(¢). Une solution est x(¢) = e’.
Une autre solution est x(t) = 2 - e’. Si on spécifie la condition nitiale x(0) = 1, alors
x(t) = e est 'unique solution qui satisfait cette condition initiale. Généralement, si on
spécifie x(0) = a, alors x(t) = o - e* est la solution qui satisfait la condition initiale.

Considérons x/(t) = —x(t), une solution est x(t) = e(-%). C’est aussi une solution qui
respecte la condition initiale x(0) = 1.

0

Exemple 7.2. Soit A = <1

_01>. On trouve deux solutions

cost
xa(t) = (sint)
—sint
xa(t) = < cost )
et chaque combinaison linéaire des deux

a-x1(t) + B - xa(t)
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7 Systémes différentiels linéaires

est une solution. Si on spécifie la condition initiale x(0) = (3) on cherche alors a, § € R

tel que
) e sem0- )()
(t)

On met o = 1 et § = 2, alors z1(t) = cos(t) — 2sin(t) et zo(t) = sin(¢) + 2 cos(t) est une
solution, respectant les conditions initiales x(0) = (3).

Le théoréme suivant est démontré en cours analyse 2.

Théoreme 7.1 (Cours d’analyse II). Etant donné les conditions initiales x(0) il eziste
une unique solution x du systéme (7.1)).

Nous sommes concernés par le probléme de trouver la solution x explicitement.

Exercices

1. Une fonction f : C — C est holomorphe en zy € C si

Fae) — 1 T = F(20)

z2—20 zZ — 20

existe. Soit f holomorphe sur C et g = fr la fonction f réduite a R. Montrer

i) g(z) = gr(z) + % - gs(z) est dérivable au sens de notre définition, parti-
culierement gr(z) et gs(z) sont dérivables.

i) fiz(z) = gg(z) +1- g5(2).
2. Soit {u1 +¢-wq,...,uUn + % - Wy} une base de C* ol u;,w; € R™ pour tout z.
Montrer que span{u;,w;: 1 <i <n} =R".
7.1 L’exponentielle d’'une matrice
Définition 7.1. Pour A € C™*" on définit
A_rvAriaylang
B 2! 3!

On rappelle la définition d’une série intégrable

ol .

> a;2,

=0
ol les coefficients a; € C, et qui converge sur un disque de rayon p. C’est & dire que,
si |z| < p la série converge et la fonction f: {z € C: |z| < p} — C définie par f(z) =
EJ_O a]:z:J est holomorphe avec dérivée f'(z) = EJ Oja]mj 1. Une série intégrable

importante est la série
o0

1
J
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7.1 L’exponentielle d’une matrice

qui définit la fonction holomorphe exp: C — C

e®™'b — e%(cosb + isinb), a,bcR.

On va maintenant généraliser la définition de la norme Frobenius pour les matrices

complexes. Pour A € C™*™,

1Allr = > laij|?.
\ 5

Lemme 7.2. Pour A€ C"*™ et B C™* ™ on a

|4 - Bllr < [|AllF - [|Blp-

Démonstration. Soient aT,...,al € C™ les lignes de A et by,...,b, € C™ les colonnes

de B. Avec Cauchy-Schwarz
(AB)i;|* = (a70;)(@i"b;) < las|?(lb;1?

et donc
IAB||7 =Y [(AB)i > <> llasl®- > [1bsll> = | AllZ - || Bll3-
ij i i

Lemme 7.3. Soit A € C"*". La série
ATt AL A 1Ay
N 2! 3!
converge.

Démonstration. Considérons la suite (b, ),cny € CP*™

j=0J°

On montre que cette suite et une suite Cauchy par rapport la norme Frobenius || -

Soient m > n € N, alors

lom=balle = I 3 = llr

IN
liM

I\
™

||
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7 Systémes différentiels linéaires

Le premiére inégalité au dessus est 'inégalité triangulaire (Théoréme et la deuxieéme
est Lemme Puisque la suite (an)nen € R

n
=3
=0

A7
!

es Cauchy (Analyse 1), alors pour tout € > 0 il existe N. € N tel que pour tout
m,n > N,
|am — an| < €.

Alors, pour tous m,n > N, on a
|| b, — by, || F< €.
Ceci montre que (by,) est Cauchy et alors que e# converge. O

Nous avons montré que e = Y oheo %Ak converge pour tout ¢ € R. Plus précisément

k P 4
chaque composante Yz %Ak est une série intégrable avec un rayon de convergence oo.
Nous pouvons donc dériver les termes de la somme pour obtenir

d At
— = Ae™. 2
P e (7.2)

Théoreme 7.4. La solution du probléme initial x' = Ax, x(0) = v est
x(t) = eftv.
Démonstration. Soit x(t) = etv. Alors x'(t) = Ae’tv = Ax(t). Plutét x(0) =v. [

Exemple 7.3 (Exemple continué). Soit encore A = (2 _01> et les conditions initiales

données par v = (}). On calcule

242 3A8
et =T+tAt ——+ -+

dans ce cas. Pour £ € N

A% = (—1)FT et A% = (( 0 (—1)k+1>

1)k 0
Alors, on a
S Cape & Capen
o] e s e
Z (_1) t2 +1 (_1) t2
P (2k + 1)! P! (2k)!
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7.1 L’exponentielle d’une matrice
On se souvient des formules

=) (—1)kt2k 0 )kt2k+1

cos(t) = Z k) et sin(¢ Z k1 1)

k=0 k=0

oA cos(t) —sm
sin(t)  cos(t

Pour vy = <é> alors comme avant,

_ [cos(t) —sin(t)) (1) _ (cos(t) — 2sin(t)
x= sin(t)  cos(t) 2)  \2cos(t) + sin(?)

. i L 1
est une solution respectant les conditions initiales vg = <2>

Alors

Définition 7.2. Soit X un corps. Une matrice N € K™*™ est nilpotente s’il existe un
k € N tel que N* = 0.

Nous allons montrer ce théoréme dans les prochaines cours.

Théoréeme 7.5. Chaque matrice A € C™*™ peut étre factorisée comme
A = P(diag(A1,...,A\p) + N)P !

ou N € C™*™ est nilpotente, P € C™*" est inversible, A1,..., A, € C sont les valeurs
propres de A et diag(A1,...,A,) et N commutent.

On se souvient maintenant, comment montrer que e*™Y = e*e¥ pour z,y € C. Pour
N € N, le produit des termes fozo ¢ /k! et ZkN:o y* /k! s'écrit comme

N . N . 2N .’I:i’yj
<§Jm /k!) (};]y /k!> = > > T (7.3)

ioijon 8 It
2N &k k g ad

_ ZZ() v (7.4)
k=05=0

En fait, c’est le cas pour z,y € R, ol Rest un anneau et z-y =y -z, cad. z et y
commutent. Dans ce cas, on a aussi

iear 35 (92

k=0 k=0 ;=0

Basé sur cette observation, le lemme suivant est un exercice.
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7 Systémes différentiels linéaires

Lemme 7.6. Pour A,B€ C"™, si A-B=B-A on aettB =edeB.

Comment peut-on maintenant résoudre le probléme initial x' = Az, x(0) = v expli-
citement ? Nous savons que cette solution est x = e*4 - v et nous savons que c’est une
solution réelle pour A € R™*™, Mais les premiers termes s’écrivent comme

S tA =P <Z(t diag(A1,...,An) + tN)i/z'!> pt
i=0 i=0

Maintenant,
Z(t diag()\l, o >\n) + tN)z/Z' — et~diag(>\1,...,>\n)+tN.
i=0

Puisque t - diag(A1,...,A,) et - N commutent, le théoréme [7.5| implique

et diag(AL, o An)FEN _ pt-diag(A,dn) | gtN

La solution réelle que l'on cherche est alors
x = Ppetdiagii,An)gtN p-1,
= P (diag(em,...,em) , kzlthj/j!> P
j=0
ot k € N est tel que N¥ = 0.
Exemple 7.4 (Exemple continué). La matrice

Sy

est diagonalisable sur C. En fait avec

on a
A=P-D-P 1

tA

Les premiers N termes de la série e*, sont alors

it’“Ak/k! = Ztk(P D*P7t) /k!
k=0

k=0
N
= (Zt D) /k')
k=0
N
Z —i-t)*/k! 0
= P.|k=0 N Pt
0 > (i t)* /R
k=0
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7.1 L’exponentielle d’une matrice

Puisque pour tout £t € R

> (—i-t)*/kl = cos(t) —isin(t) et > (i-t)*/k!=cos(t) + isin(t),
k=0 k=0
et
1/1 —2
-1 _ 4
Pr=3 (1 i )
on a alors

¢4 = P.-D-P!
_ [cos(t) —sin(t)
~ \sin(¢) cos(t)

La solution respectant les conditions initiales v = <;

_ [cos(t) —sin(t) 1\  (cos(t) — 2sin(t)
x= sin(t) cos(t) | \2) — \2cos(t) +sin(t) )

> est, comme avant
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8 La forme normale de Jordan

Dans ce chapitre, on va démontrer le Théoréme On va donner une forme normale
spécifique pour chaque matrice complexe, le forme normale de Jordan. Dans ce cha-
pitre, K dénote toujours un corps et V un espace vectoriel sur K. On se rappelle que
une matrice N € K™*™ est nilpotente s'il existe un k € N tel que N* = 0.

Définition 8.1. Un bloc Jordan est une matrice de la forme

Al
Al

I\ k) = R € CHx*
P
A

ol les éléments non décrits sont zéro. Le nombre & est appelé la longueur our la di-
mension du bloc Jordan.

Une matrice A € C™*" est en forme normale de Jordan si A est en forme bloc
diagonale, ot tous les blocs sur la diagonale sont des blocs Jordan, i.e. A est de la forme

J(}\l,nl)
J()\g,nz)

J()\k, nk)
ot les matrices J(A;,n;) € C" %™ sont des blocs de Jordan.

Notre but de ce chapitre est de montrer le théoréme suivant, qui est une version
spécifique du Théoréme [7.5

Théoreme 8.1. Soit A € C™*", alors il existe des matrices P,J € C"*™ telles que J
est en forme normale de Jordan, P est inversible et

A=P1JP

Définition 8.2. Soit V' = C™. Le décalage est ’application linéaire

Z2
T
T3
Ul : =
Tn 0

Le décalage plus une constante est aussi une application linéaire

U+A- 1
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8 La forme normale de Jordan

I1 est facile de voir que la matrice représentant le décalage plus A par rapport a la
base canonique de C est un seul bloc de Jordan

Al
Al

Al
A

8.1 Déterminer la forme normale der Jordan

Avant de démontrer le Théoréme [8.1] on se pose la question : Comment calculer une
forme normale de Jordan d’une matrice A € C**™ 2
On ce rappelle du fait suivant.

Soit K un corps. Si A,B € K™*™ sont similaires, alors leurs O].yIlf)IIlES
) )
caractéristiques sont les mémes.

Soit alors le polyndéme caractéristique de A,

pa(z) = (-1)"[[(z — ). (8.1)
=1
Alors Ay, ..., A, sont les éléments sur la diagonale de J.

Exemple 8.1. Soit A € C°*® la matrice

-2 5 -1 1 22

8 -7 0 —4 -32

A= 2 -4 4 1 -23
-10 13 -2 5 55

-2 3 0 1 13

Le polyndme caractéristique de A est
pa(z) = —(z — 2)*(z — 5) € Cz].

D’ici on sait alors que J a la forme

ou les x peuvent étre soit 0 ou 1. Si, par exemple, le deuxieme * est 0 et les autres sont
1, alors, J est composé de 3 blocs Jordan et totale. Si tous * sont 1, alors, J est composé
de 2 blocs Jordan.
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8.1 Déterminer la forme normale der Jordan
Maintenant A = P~1JP, oit P € C™*™ est une matrice inversible. Pour A € C on voit
k -1 k -1 k
(A= AD)F = (P7HJ = AD)P) = P}(J = AI)*P.
Un élément 2 € C" est an élément du ker (A — MI)*), si et seulement si Pz € ker ((J — AI)¥).

Alors on peut déduire le lemme suivant.

Lemme 8.2. Soit k € N, alors
dim(ker (4 — AT)*)) = dim(ker ((J = AI)*)).
Exemple 8.2 (Exemple continué). La dimension du ker(A — 2I) est 2 et J — 27 est
0 =
0 x
J—-2I = 0 x*
0
3
Alors, un des * est zéro, les autres deux sont égaux a 1.
On voit directement le lemme suivant.
Lemme 8.3. Soit A € C une valeur propre de A, la dimension de
ker(A — AI)
est le nombre de bloc Jordan de J dont A est sur la diagonale.
Exemple 8.3 (Exemple [8.1| continué). La dimension du ker(A — 2I) est 2 et J — 27 est
0 «x
0 =
J—2I= 0 =*
0
3

Alors, un des * est zéro, les autres deux sont égaux a 1.
On a deux blocs avec diagonale 2. Les possibilités (a 1'ordre pré) sont

21
2 0
21
2
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8 La forme normale de Jordan

et
2 1
2 1
J=Jy = 2 0
2
5
Maintenant
00
00
(Jy —2I)% = 00
0
9
et
001
0
(Jy —2I)2 = 00
0
9

La dimension du noyaux de (A4 — 2I)? est
dim(ker((4 — 21)?)) = 3,

alors

N

5

Lemme 8.4. Soit k € N, A € C une valeur propre de A € C**" et J une forme
normale de Jordan de A. Le nombre de bloc Jordan dont A est [’élément diagonale
et de longueur auz moins k + 1 est donné par

dim(ker ((4 — A)**1)) — dim(ker (4 — AI)*)).
Démonstration. Supposons que

B

Bs+1

By,
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8.2 Décomposition selon le polyndéme caractéristique

Ou les By,..., By sont des blocs Jordan et Bi,...,Bs ont A sur la diagonale et les
€léments sur la diagonale des B, ..., By sont différents de A. Au plus, on suppose
B; € C™*™ pour ¢ € {1,...,k}. Pour 7 € N, matrice (J — AI')? est de la forme

c!

(J = AI) = :
Cin

c

ou C; =J(0,n;) pourz=1,...,s et C’¢:J(Xi,ni) pouri=s+1,...,k olt A; # 0.
Pour jeNona

dimker(A — AI)? = dimker(J — AI)’ (8.2)
= Z dim ker(J(0, n;)’) (8.3)

=1
= Z min{n;,j}. (8.4)

i=1

Si on compare alors dim ker(A — AI)**+! avec dim ker(A — AI)¥, la somme (8.4) augmente
par 1 pour chaque bloc Jordan de longueur aux moins k£ + 1. Pour les blocs plus courts,
alors n; < k, on a min{n;, k} = n, = min{n;, k + 1}. O

Corollaire 8.5. Soit A € C**", J € C™"™ une forme normale Jordan de A et A € C
une valeur propre de A. Soit k € {1,...,n} et ny le nombre de blocs Jordan avec A
sur la diagonale de longueur k. Alors

ny, = 2 - dimker(A — AI)* — dimker(A — AI)*™! — dimker(4 — AI)F L.

Corollaire 8.6. Soit A € C**™. La forme normale de Jordan est unique a l’ordre des
blocs pré.

8.2 Décomposition selon le polyndome caractéristique

Définition 8.3. Soient V' un espace vectoriel sur un corps XK, T : V — V un endomorphisme
et f(z) = ag + -+ + a,2™ € K[z]. L'évaluation de f sur T est I’endomorphisme
f(r)y:v-v

f(T)=anT" 4+ an 1 T" 1+ +a1T + apid,

oUT"=ToTo---0oT et o dénote la composition de fonctions.
—_— ————

n fois
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8 La forme normale de Jordan

Remarque 8.7. Comme la démonstration du Théoréme [2.4] ol T joue le role de z et id le
role de 1 = z°, on démontre :

Pour f,g € K[z] et T : V — V un endomorphisme, on a

1) (f-9)(T) = f(T)og(T) et

ii) (f +9)(T) = f(T) + g(T).
Définition 8.4. Soit K un corps, f(z) = ao+---+anz" € K[z] et A € K™*". L’ évaluation
de f sur A est la matrice f(A) € K™

f(A) = anA™ +an 1 A" P -+ a1 A+ aoln.
Remarque 8.8. Pour f,g € K[z] et A € K™*" une matrice, on a
1) (f-9)(A) =F(A)-g(A) et
ii) (f +9)(4) = f(4) + g9(4).

Ici, les opérations - et + sont la multiplication et 1’addition de matrices respectivement.

Lemme 8.9. Soient p(z) € K[z] et A, B € K™*™ deuz matrices similaires. Alors p(A)
et p(B) sont similaires.

Démonstration. Soit P € K™*™ inversible et A = P~*BP. Alors pour i € Ny on a
A'=PlB'P

et alors
p(A) = P~'p(B)P.

Exemple 8.4. On considére la matrice

OO O =
or O K~k O
o = O O

Le polyndéme caractéristique de A est
fa(A) = z* —52° + 6 = (22 — 2)(z* - 3).
On vérifie le théoreme de Cayleigh-Hamilton (Théoréme :
fa(4) = (A*-2I)-(4*-3I)

—2 0 10\ /(-3 0 10
o 201 0 -3 0 1
~ |6 0 30| |6 0 20

0 -6 0 3 0 —6 0 2

0000
_|oooo
~ loooo

0000
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8.2 Décomposition selon le polyndéme caractéristique

Définition 8.5. Soient T': V' — V un endomorphisme et W C V un sous-espace de V. On
dit que W est wnvariant sous T si T'(z) € W pour tout z € W.

Soit A € K™ ™ une matrice et W C K™ un sous-espace de K". On dit que W est
invariant sous A si Az € W pour tout z € W.

Remarque 8.10. Supposons que dim(V) = n, T: V — V un endomorphisme et W C V
un sous-espace invariant sous 7'. Si

B={wi,..., Wk, V1., Un_k}

est une base de V' ol {ws,...,wr} est une base de W, alors la matrice de T associée a

la base B est de la forme
r (B C
Ap = <0 D

olt B € K*** et D ¢ K(n=*)x(n—k) i au plus, span(v; ..., v,_z) est invariant sous T,

alors
B 0
T _

Lemme 8.11. Soient f(z) € K[z| et T : V — V un endomorphisme, alors ker(f(T))
est tnvariant sous T.

Démonstration. Si v € ker(f(T)) on trouve que

F(TNT () =

— —

Il
S
—
“
—
~
SN—rt
~—~
<
N

Alors, T'(v) € kex(f(T)). O

Théoréeme 8.12. Soit T : V — V un endomorphisme et soit f(z) = fi(z) - f2(z) € K[z]
tel que

t) deg(f1) - deg(f2) # 0,
w) ged(f1, f2) =1
alors ker(f(T)) = ker(f1(T)) & ker(f=(T)).

Démonstration. Parce que gcd(f1, f2) = 1 il existe g1(z), g2(z) € K|[z] tels que

1= gi(z)f1(z) + g2(z) f2(z)

et alors
(91f1 + 92f2)(T) =id. (8.5)
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8 La forme normale de Jordan

Pour v € ker(f(T)), alors
[(91f1 + 922 )(T)](v) = .

Mais [(g1 - f1)(T)](v) € ker(f2(T)), parce que
fo(T) 0 gu(T) o fi(T) (v) = &
= 0

et d’'une maniére similaire on voit que g2(T")o fo(T') (v) € ker(f1(T")). Il reste a démontrer
que la somme est directe.
Soit alors v € ker(f1(T")) N ker(f2(T")). L'équation (8.5) montre

v = g1(T) 0 f1(T) (v) + 92(T) o fo(T) (v) = 0,
qui démontre que la somme est directe. O
Exemple 8.5 (Exemple contunué). Le noyaux ker(fa(4)) égale a C*. On a
fa(z) = (2% — 2)(z% — 3) et ged(z? — 2,22 —3) = 1.

On trouve les matrices

-2 0 10
0 -2 01
2 A2 _ 9.7, —
(z¢—2)(A)=A"—-2.14 6 0 3 0
0 -6 0 3
et
-3 0 10
0 -3 01
2— = 2— . =
(z°—3)(A)=A*-3-1, 6 0 2 0
0 -6 0 2
Leurs noyaux sont générés par
1 0 : 0
0 i 0 i
2 3
ol (Y] o
0 1 0 1
respectivement. Pour la matrice
1 1
2 )3 )
0 = 0 3
— 2 3
P 1 010
0 1 01
on trouve
0100
2 000
—1 _
P-A-P= 000 1}/
0 0 30

une matrice bloc diagonale composé de deux blocs 2 x 2 respectivement.
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8.2 Décomposition selon le polyndéme caractéristique

Le Théoréme suivant est maintenant facilement montré par récurrence.
Théoréme 8.13. Soit T : V — V un endomorphisme et soit f(z) = fi(z)--- fr(z) €
K|z] tel que
1) deg(f;) > 0 pour tout %
1) ged(fi, f;) = 1 pour tout 1 # 7
alors ker(f(T)) = ker(f1(T)) & - - - @ ker(fr(T)).
Lemme 8.14. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur C et soit T: V — V

une application linéaire. Alors V est la somme directe de sous-espaces V =V, &
---® Vi tels que

1) T(V;) CV; c.da.d. V; invariant sous T pour tout ¢ et
1) Ty,: Vi — Vi est de la forme N; + A id ou N; est nilpotente.
Démonstration. Soit dim(V) = n et p(z) = le polyndéme caractéristique de T', alors

p(T) = 0. Le coefficient dominant de p(z) est (—1)". Le théoréme fondamental de
I’algébre implique que

p(z) = (=1)"(z = A)™ - (2 = A)™

avec des ); différents. Le diviseur le plus grand de (z — A;)™ et p(z)/(z — A;)™ est 1.
En utilisant théoréme [8.13] alors

V =kerp(T) = ker(T — A1id)™ & - - - @ ker(T — A\ id)™*

et avec V; = ker(T — \;id)™ onaV =V1 & --- ® Vi et ) avec lemme
De plus,
T|Vi =(T -\ id)|Vi + A id|Vi =: N;+ X;id
et N; = (T — X;id))y, est bien nilpotente, car V; = ker(T — X;id)™: et donc N;™* =
(T = Asid) T = 0. 0

Remarque 8.15. Lemme démontre que pour tout espace vectoriel V sur C il existe
une base
B =0b1,...,b5, b3, b5, ... bE, .. b

ot b}, ..., b}, est une base de V; telle que la matrice A%, de T par rapport a la base %
est une matrice bloc diagonale

B,
By
AT =
By,

et les matrices B; € C4*% sont de la forme B; = N; + \;I ot les N; sont nilpotentes.
Des que les N; et A\;I commutent, ca démontre le Théoréme 7.5
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8 La forme normale de Jordan

Exemple 8.6. Soit

2b 34 18
A=| -14 —-19 -10
-4 -6 -1

Le polyndme caractéristique de A est pa(z) = —(z — 1)?(z — 3). Alors

ker(pa(A)) = R® = ker ((A — I)2) @ ker(A — 3I).

On a
28 28 56
(A-I2=| -16 —-16 —32
-4 -4 -8
et une base du ker ((4 — I)?) est
2 0
0|, 2
-1 -1
Et
22 34 18
A-3I=| -14 -22 -10
-4 -6 -4
avec base de noyaux
-7
4
1
Avec matrice
2 0 -7
P = 0 2 4
-1 -1 1
on a
16 25 0
PlAP=| -9 -14 0
0 0 3
et
15 25 \°
( —9 —15 ) =0
Alors
_ N +1-1 0
1 _ 1 2
piap= (MR L)

est en forme blocque diagonale, ot N1 et N» sont nilpotentes. En fait, No = 0.
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8.2 Décomposition selon le polyndéme caractéristique

8.2.1 Le polyndme minimal et la diagonalisation

Pendent cette section, V' est toujours un espace vectoriel sur le corps K, dim(V) = n et
T:V — V un endomorphisme. Soit fr(z) € K[z| le polyndme caractéristique de T'. Le
théoréme de Cayleigh-Hamilton (Théoréme (3.11)) implique fr(T') = 0.

Théoréeme 8.16. Soit p(z) € K[z]\ {0} un polyndme unitaire de degré minimal tel que
p(T) =0.
Alors p(z) est unique.

Démonstration. Supposons que g(z) € Kz] \ {0} est aussi unitaire, deg(g) = deg(p).
On effectue division avec reste

g=4gq-p+rou deg(r) < deg(p).

Parce que 7(T") = 0 on a forcement r = 0. (p est de degré minimal parmi les polynémes
unitaires évaluant a zéro). Parce que g et p sont unitaires et de méme degré, alors ¢ =1
et p=g. O

Définition 8.6. Le polyndme p(z) € K[z]\ {0} du Théoréme est appelé le polynéme
minimal de T'.

Le polynéme minimale d’une matrice A € K™*" est le polyndme minimal de ’endo-
morphisme T': K™ — K", T(z) = Az.

Remarque 8.17. Le polyndme minimal p(z) de T divise chaque polyndéme f(z) € K[z] tel
que f(T') = 0. Particuliérement p(z) divise le polyndéme caractéristique fr(z) de T

Théoreme 8.18. Une matrice A € K™*™ est diagonalisable, st et seulement si le
polynéme minimal p(z) € K[z] de A factorise en termes linéaires distinctes, c.d.d.

p(z) = (2 — A1) (2 — Ax)
0U A1, ..., x € K sont les valeurs propres distinctes de A.

Démonstration. Supposons que A est diagonalisable. Alors il existe une matrice diago-
nale D € K™*" et une matrice inversible P € K™*" tel que

A=PDP

Le polynéme minimale de A et celui de D est le méme, voir Lemme[8.9] Soient Ay,...,Ax
les éléments distinctes sur la diagonale de D. Il est facile de vérifier

0=(D—AI)--- (D= AI).

Et si un des facteurs D — A;J manque, on obtient pas 0. Alors le polynéme minimale de
Aest p(z) =(z— A1) - (z — Ag).
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8 La forme normale de Jordan

Supposons maintenant que le polynéme minimal de A est
p(z) = (2 — A1) (2 — Ax)
olt A1,..., x € K sont distinctes. Pour : # j on a
ged(z — A,z — Aj) =1,
alors avec Théoréme [8.13
K" =ker(A—\I)® - ®ker(4A— A1)

est la somme directe d’espaces propres de A. Alors A est diagonalisable.

Exercices

1. Cet exercice concerne Remarque Soient V' un espace vectoriel, T: V — V un
endomorphisme et f(z) = z(z + 1), g(z) = (z + 2)(z — 1).

i) Calculez f(z) — g(z).
ii) Vérifiez (a pied) le fait que

id:%(To(TJrid)—(T+21d)o(T—id)).

iii) Dans le Remarque Est-ce qu'il faut exiger que T" est un endomorphisme
ou est-ce que le remarque est juste pour toute fonction T :V -V 7

2. Soit V un espace vectoriel de dimension fini sur C, T': V — V un endomorphisme
et f(z) = (z — A\)™ € C[z]. Montrer que ker(f(T")) # {0} si et seulement si X est
un valeur propre de T'.

8.3 Les endomorphismes nilpotent

11 est clair, qu’il faut s’occuper maintenant des applications linéaires
Tiy,: Vi — Vi

qui sont de la forme N + AI pour une application nilpotente N. Le théoréme suivant
s’occupe des applications linéaires nilpotentes. Lia matrice de Al est toujours AI pour
chaque base. Il est alors clair que le théoréme suivant démontre le théoréme qui,
ensemble avec Lemme [8.14| nous donne Théoréme du début de ce chapitre.

Pendent ce sous-chapitre, V' est un espace vectoriel sur corps K de dimension n < co et N : V — V est un

endomorphisme nilpotent.
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8.3 Les endomorphismes nilpotent

Théoreme 8.19. Soit V' un espace vectoriel sur K de dimension finte et N: V — V
une application linéaire nilpotente. Alors V posséde une base £ de la forme

mi1—1 mao—1 mp—1
z1,Nz1,...,N™ " z1,29,Nzo,..., N"™ 25, ... ,zx,Nzg,...,N"* " x4

telle que N™iz; = 0 pour tout i.

Rappel : Si ¢z est I'ismorphisme ¢5: V — C", ot ¢5(z) = [z]g sont les coordonnées de z par rapport 4 la
base 4, on a le diagramme suivant

v - v

ld{«z l¢@

AZ -z
cr —Z°, ¢cr

Remarque 8.20. Si on inverse 'ordre de chaque orbite z;, Nz;,..., N™ 1z;, on obtient
une base %' et la matrice AY, de 'application N a la forme

J1

Jo
.A]U/\g/ —

Jk

en forme normale de Jordan, ou

Par conséquent, N + Xid est représentée par
AN — AN AL,
en forme normale de Jordan.
Définition 8.7. Pour z € V' \ {0} on appelle
me = min{i: N'z = 0}
la durée de vie de z. La séquence
z,Nz,...,N™= g

est 'orbite de = sous N.
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8 La forme normale de Jordan

Lemme 8.21. Sotent z1,...,z, € V' \ {0} et soient les orbites
€1, Nzq,..., N™ 1z, ... x4 Nz, ..., N™ g, (8.6)
linéarrement dépendant. Alors
N™ 1z, .., N™ lg,
sont déja linéarrement dépendant, ou les mq,...,my sont les durées de vie des
T1,...,Tk.
Exemple 8.7. Supposons que £ =3, m; = 2, my = 2, m3 = 3 et soit
0=0-z14+a -N(z1)+B-22+0- N(z3) +0- 23 +7- N(z3) + IN?(z3)
une combinaison non-triviale de zéro, ot a, 8,7,6 € K \ {0}. On obtient
0 = N(0)
= 0-N(z1)+a-N*(z1)+ B N(z2) +0- N*(z3) + 0 N(z3) +
7 N2(z3) + 6N (z3)
= B N(z2)+7-N(z3).

Alors N(z2), N?(z3) sont linéairement dépendant. L'idée c’est d’appliquer N jusqu’au
dernier moment, ou des éléments N*(z;), 0 < 2 < m; ont un scalaire non-zéro dans la
combinaison non-triviale de zéro.

Démonstration du Lemme[8.21. Soit
0= ﬂ&ml 4ot 1371111_le1—1$1 IS ﬂgxl 4+t ﬂfnz—lee_lxz

une combinaison non-triviale de zéro. Maintenant, nous allons appliquer ’application N
k-fois, ot k > 0 est le plus grand entier tel que les termes

BIN*tig;

ne sont pas tous égaux a zéro. Ainsi, nous avons trouvé un sous-ensemble J C {1,...,£¢}
et des v; # 0 tels que
Z’)’ijj_lzt:j =0.
jeJ
O]

Démonstration du Théoréme[8.19. En concaténant les orbites des éléments d’une base
de V nous obtiendrons un ensemble de vecteurs qui engendrent V. Supposons alors qu’au
début de 1’étape q, nous avons un ensemble z4,...,z, avec z1,...,Z; 7 0 dont les orbites

z1,Nz1,...,N™ 1z, ..., z4 Nzy, ..., N™ g, (8.7)

engendrent V' (pour la premiére étape, on prend £ = n avec des z; formant une base de
V). Ici m; est la durée de vie de z;. Si (8.7)) est linéairement dépendant, nous allons soit
supprimer un z; et son orbite (car superflus), soit remplacer un z; par un vecteur y tel
que
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8.3 Les endomorphismes nilpotent

i) Les orbites de z1,...,2Zi—1,Y, Tit1, - - ., ¢ engendrent aussi 'ensemble V,
ii) la somme des durées de vie de z1,...,Z;-1,¥, Zi11,. .., Z¢ est strictement plus petite
que la somme des durées de vie de z4, ..., Z,.

Cela prouvera le théoréme parce qu'un tel procédé doit se terminer.

Des que 1'ensemble (8.7]) est linéairement dépendant, il existe une combinaison linéaire
non triviale de (8.7)) qui est égale a 0 :

0=pB4z1+ BiNzL+ - + Py N™zy + - + Bz + BiNTy + - + BL, . N™ 'z,

Lemme implique qu'il existe un sous-ensemble J C {1,...,£} et des «y; # 0 tels que
Z’)’ijj_lzt:j =0.
jeJ
Cas 1 : Supposons qu'il existe un 7 € J tel que m; = 1. Dans ce cas, un peut supprimer
z; et les orbites des autres z;,¢ # j engendrent ensemble V' aussi.

Cas 2 : Autrement soit m = minjcym; — 1 > 1 et soit 2 € J un index ot le minimum
est atteint. Alors

0=N™ nyijf’l’ma:j =N™ ('yia:i + Z 'yijflma:j>
jed jedj#e
Maintenant, en posant

y=) GN™ Ve =i+ Yy N M
jeJ JEJj#i
Si y # 0, on remplace z; par y. Il est alors facile de voir que les orbites de

L1y 3 Ti—1, Y, Tit1,-- -5 Ty

engendrent encore V. Et la durée de vie de y est au plus m < m;.
Sinon, les orbites de

T1yeo oy @51, Tit1y -+, Be

suffisent alors a engendrer V.
On a alors démontré le théoréme. O

Exemple 8.8. On considére la matrice

0 -1 -1

-1 1 1 -1
N 1 -1 -1
0 -1 -1
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8 La forme normale de Jordan

On a

et

0 0 0
0 10

3 _

N=14¢ -1 -1 0
0 00
N*=0o.

La durée de vie de la deuxiéme colonne de N est 4.

Exercices

1.

118

Montrer que les orbites de z1,...,Z;-1,9, Tit1,-- -, Ze engendrent encore V. (Voir
démonstration du théoréme [8.19)).

. Le but de cet exercice est de faire la preuve du Théoréme [8.1|”a ’envers”.

Soit T: V — V un endomorphisme. Soit ¢ : V — C™ l'isomophisme associé
a une base B de V et a la base canonique E de C". Supposons que Ag =
([T(01)]g, ---» [T(bn)]&), la matrice de T relativement a la base B, admette une
forme normale de Jordan J avec matrice de passage P = (pi, ..., Pn)-

Montrer qu'il existe des sous-espaces V1,..., Vi de V tels que pour tout 2 :

a) V=Vi®d- - &V;

b) Vi = ¢(span(pki, "‘1pki+li)) )

¢) T(Vi) C Vi,

d) Ty, = Ni+ A, ot N;: V; =V, est nilpotente ;
e) {1, At =9{N11, - Inn}

. Le but de cet exercice est de montrer les propriétés des décompositions comme

dans le Lemme [8.14]
Soit T': V — V un endomorphisme et soit V1, ...,V une décomposition de V tel
que V=Vi& -0V, T(V;) CV; et Ty, = N;+X;I,ou N, : V; — V; est nilpotente.
Montrer que :
a) V; C ker(T — A\;I)% pour un entier a; tel que N;** = 0.
b) Les Aq,..., Ax sont des valeurs propres (pas forcément distinctes) de T'. (In-
dice : Utiliser par exemple le premier point).
c) Le polynéme f(z) = [1%_,(z — X;)* annule T'. (Indice : Montrer que f(T)v =
0 pour tout v € V en utilisant la décomposition de V et le premier point).
d) En déduire que I’ensemble {\1, ..., Ay} contient toutes les valeurs propres de
T (Indice : Siv # 0 est un vecteur propre de T de valeur propres A, exprimer
f(T)v en fonction de f, A, et v).
e) En déduire que les valeurs sur la diagonale de n’importe quelle forme normale
de Jordan de T constituent I’ensemble des valeurs propres de T'. (Indice :
Utiliser 1’exercice 2.)



8.3 Les endomorphismes nilpotent

. Comparer les polynémes caractéristiques de J et A. En déduire que les éléments
diagonaux de J contiennent exactement 1'ensemble des valeurs propres de A et le
nombre d’apparitions de chaque valeur propre sur la diagonale de J est égale a la
multiplicité algébrique de ladite valeur propre.

. Soit A € C™*™ et soient J une forme normale de Jordan de A, P la matrice de
passage associée (A = PJP1).

Le but de cet exercice est de montrer que le nombre de blocs de Jordan sur J
associé a une valeur propre A est exactement dim ker(A — AJ).

S1 0 ) une matrice blocs diagonale. Montrer que

a) 801tS:<0 S,

rang(S) = rang(S1) + rang(S2)

Généraliser pour p blocs sur la diagonale. (Indice : Considérer les lignes
linéairement indépendantes de Sy, Ss).

b) Soit B = U+ AI € C?*? un bloc de Jordan, olt U est 'application de décalage.
Montrez que la seule valeur propre de B est A et que ’espace propre associé
est engendré par e;. Déduisez dimker(B—AI) =1 et dimIm(B—AI) =g¢—1.

c) Soient By, ..., By I’ensemble des blocs de Jordan sur J associé a une valeur
propre A. Déduire de a) et b) que dimIm(J — AXI) =n — k.

d) En déduire que dimker(A—AI) = k et que ker(A—AI) = span(Pe;,, ..., Pe;, ),
ol les 7; sont les indices des premiéres lignes/colonnes des Bj, ..., By dans J.

. Déduire des exercices 4 et 5 que si A est diagonalisable, la forme normale de Jordan

J de A est diagonale.

. Soit A € C™" une matrice diagonalisable. Montrer que ker(A—AI) = ker(A—\I)*

pour toute valeur propre A de A et pour tout k¥ > 0. (Indice : Diagonaliser d’abord

(A — M) et (A — XI)* de maniére simultanée).

. Trouver deux matrices A € C™*™ et B € C™*™ qui ont le méme polyndéme ca-

ractéristique, mais qui ne sont pas similaires ( Rappel : A et B sont dites similaires

s'il existe une matrice P inversible telle que B = P~ 1AP).

. Soit J € C™*™ une matrice en forme normale de Jordan. Montrer que J et JT

sont similaires. En déduire que pour tout A € C™*", les matrices A et AT sont

similaires.
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9 Algebre linéaire sur les entiers

Quand est-ce qu’un systéme d’équations linéaires posséde une solution en nombre en-
tiers ? Etant donnés A € Z™*™ et b € Z™, on aimerait décider si

Az =b,z € Z" (9.1)

est résoluble et trouver toutes les solutions.

Une condition nécessaire pour que le systéme soit soluble est qu’il existe une
solution z € Q", et donc que rang(A) = rang(A|b). Aussi, on peut supprimer une ligne
de (A|bd) qui est dans le span des autres lignes. On peut alors supposer que A est de rang
ligne plein, c’est-a-dire que rang(A) = m.

Définition 9.1. Un nombre entier d € Z divise un nombre entier a € Z s'il existe un
nombre entier z € 7 tel que d-z = b. On note alors d | b, et si d ne divise pas b on écrit
dthb.

Définition 9.2. Un nombre d € Z est un diviseur commun de a € Z et b € Z,sid | a et
d | b. Si max{|a|, |b|} > 1, 'ensemble des diviseurs commun de a et b est un ensemble
fini. Dans ce cas, on dénote le plus grand diviseur commun de a et b par gcd(a, b).

Théoreme 9.1. Soient a,b € Z et max{|al|,|b|} > 1. On a
gcd(a,b) =min{z-a+y-b:z,y€Z,z-a+y-b>1}.

Démonstration. Soit d un diviseur commun de a et b. Alors il existe z*, y* € Z tel que
a=d-z*etb=d-y*.Siz-a+y-b> 1, ouz,vy€Z, alors

z-at+y-b=(z-z*+y-y*)d>|d.

Par conséquent, on a d < min{z-a+y-b:z,y € Z,z-a+y-b > 1}. Montrons que
min{z-a+y-b:z,y€Z,z-a+y-b> 1} est un diviseur commun de a et b. Supposons
que min 1 a. Alors la division avec reste implique ’existence de g, € Z tels que

a=¢q-min+r e 1<7r < min.
Soient z,y les entiers qui vérifient min =z - a + y - b, alors
1<r=a-g¢g-(z-a+y-b)=(1—q-z)a—qy-b.

Or r est strictement plus petit que min, ce qui est absurde. Il suit donc que min | a et,
de fagon analogue, min | b. Aussi, on a montré que pour tout diviseur commun d de a
et b min{z-a+y-b:z,y€Z,z-a+y-b>1} >det doncquemin{z-a+y-b:z,y€
Zyz-a+y-b>1} =gcd(a,b)

O
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9 Algébre linéaire sur les entiers

Corollaire 9.2. Sotent a,b € Z et max{|a|, |b|} > 1. Le gcd(a,b) est le diviseur commun
positif qui est divisé par chaque diwviseur commun de a et b.

Pour calculer le plus grand diviseur commun de a et b on peut utiliser I'algorithme
d’Euclide. Soient ag > a1 € Z pas tout les deux nuls. Si a; = 0, alors

gcd(ag, a1) = ao.
Autrement, on applique la division avec reste
ao = q101 + a2,

ol g1,a2 € Z et 0 < ay < a;. Un nombre entier d € Z est un diviseur commun de ag et
a1 si et seulement si d est un diviseur commun de a1 et a. L’algorithme d’Euclide est
le procédé de calculer la suite ag,a1,a2,...,a%x_ 1,0 € Zou a1 >0, ar =0 et

A;—1 = G38; + Q541
est le résultat de la division avec reste de a;_1 par a;.
Exemple 9.1. On calcule le plus grand diviseur commun de ag =52 et a; =22 :
52=12.224+8, 22=2.-8+6, 8=1-6+2, 6=3-2+0.
La suite est alors ap = 52,a1 = 22,a3 = 8,a4 = 6,a5 = 2,a6 = 0. Ainsi gcd(52,22) = 2.

Le calcul des suites a; et g; donne aussi une représentation gcd(ag,a1) = z-ao+y-a1,

z,y € Z. En effet
a; \ _ (0 1 ai-1
aiv1)  \1 —g; a;
Ar—1 _ 0 1 L 0 1 ap
ar 1 —qr 1 1 —q1) \a1)’

Exemple 9.2. On continue ’exemple
2 0 1 0 1 0 1 0 1 5
0 1 -3 1 -1 1 -2 1 -2 22
_ 3 -7\ (52
- —11 26 22

Alors 2 = gcd(52,22) =3-52 — 7 22.

et alors

Nous pouvons donc résoudre le probléme ({9.1)) dans le cas ou m =1 et n = 2.

Théoreme 9.3. Soient a,b € Z pas tous les deuz nuls et ¢ € Z. L’équation
z-at+y-b=cz,yc’Z (9.2)

posséde une solution si et seulement si ged(a,b) | c.
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9.1 La forme normale d’Hermite

Démonstration. Soient z',y’ € Z tel que z'a + y'b = ged(a, b). Si ged(a,d) | ¢ alors il
existe un z € Z tel que z - gcd(a,b) = c et zz'a + 2y'b = ¢ est une solution en nombre

entiers de (9.2]).

S’il existe une solution de (9.2)), alors chaque diviseur commun de a et b est aussi un
diviseur de c. 0
Exercices

1. Démontrer le Corollaire

2. Soient n > 2 et ay,...,a, € Z pas tous égaux a zéro. On définit gcd(ay,...,an)
comme étant le plus grand diviseur commun de a;,...,a,. Montrer :
i) gcd(ay,...,an) = min{zi1a1 + -+ Tpan: 101+ -+ Tpap > 1,2, €2, 1 =
1,...,n}

ii) ged(aq,...,an) = ged(ged(ay,az),as,...,a,) pour n > 3.

3. Soit ag > a1 > ... > ar = 0 la suite calculée par l'algorithme d’Euclide. Montrer
a;1 > 2-a;.1 et conclure que k& < 2-log,(ag) + 1.

9.1 La forme normale d’'Hermite
Maintenant on s’occupe du probleme (9.1) ot A € Z™*™ et b € Z™ et rang(A) = m.

Lemme 9.4. Soit A € Z™*™ une matrice inversible (sur Q), alors A~ ¢ Z™*" si et
seulement st det(A) = £1.

Démonstration. Supposons que A~ € Z™*". Alors 1 = det(I,) = det(A~!)det(A). Les
deux facteurs det(A ') et det(A) sont des nombres entiers. Les seul diviseurs de 1 en
nombre entiers sont 1 et —1.

Réciproquement, si det(4) = +1, on a

A7 = ad(4)/ det(4) € Z™<™.
ol ad(A) € Z™*™ est la matrice complémentaire de A. On se rappelle que (ad(4));; =

(—1)**7 det(4;;) ol 4j; € 7(n=1)x(n=1) est la matrice qu’on obtient de A en supprimant
la 7-éme ligne et 7-€me colonne. O

Définition 9.3. Une matrice U € Z™*" telle que det(U) = *1 est appelée unimodulazre.

Remarque 9.5. Soit U € Z™*™ une matrice unimodulaire. Un z* € Z" est une solution du
probléeme ([9.1)) si et seulement U~1z* € Z" est une solution du probléme

AUz =b,z€Z" (9.3)
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9 Algébre linéaire sur les entiers

L’idée est maintenant de trouver une matrice unimodulaire U € Z™*" telle que

A-U = [H|0] (9.4)
ol
hi1
hot  hoo
H =
A1 oor . hmm

est une matrice triangulaire. Le probléme ({9.1)) est alors soluble si et seulement si H~1b €
7",

Définition 9.4. Soit A € Z™*™ une matrice. Une opération élémentaire unimodulaire
est 'une des trois opérations suivantes

i) Multiplier une colonne par —1.

ii) Echanger deux colonnes de A.
iii) Additionner un multiple entier d’une colonne de A a une autre colonne de A.

Exemple 9.3. Une suite d'opérations élémentaire unimodulaire sur A correspond a la
multiplication A-U ol U € Z™*™ est une matrice unimodulaire. Soit

3 6 2
A_<11 5 7>'

Echanger les colonnes 1 et 2 correspond 4 la multiplication & droite de A avec la matrice
unimodulaire

O = O

1 0
00
01
010
ayefs
0 01

Additionner —3 fois la colonne 3 sur la colonne 1 est la multiplication a droite de A avec
la matrice unimodulaire

0 10
1 00
3 0 1
0 10
032>
—A- |1 00
<—16117 30 1
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9.1 La forme normale d’Hermite

Exemple 9.4. Est-ce que le systéme

3.6 2) (2 s
(8 2= (D) ez o

posséde une solution ? Soustrayons la colonne 3 a la colonne 1 :

1 6 2
1 5 10

Ensuite, on soustrait six fois la colonne 1 & la colonne 2 et deux fois la colonne 1 a la

colonne 3 :
1 0 O
1 -1 8

Puis, on additionne huit fois la colonne 2 a la colonne 3 :

1 0 O
1 -1 0/

Le systéme (9.5]) se réduit finalement a résoudre

1 0 o) 5
Q —10>y_b’yGZ

ol y = U 'z pour une matrice unimodulaire U adéquate. On conclut donc qu'il
posséde une solution entiere. En fait

36 2\ .
<n 5 m)m_hmez

est soluble pour tout b € Z2.

Lemme 9.6. Soit A € Z™*™ une matrice a coefficients entiers, alors il existe une
matrice unimudulaire U € Z™*™ telle que la premiére ligne de AU est de la forme
(d,0,---,0), ou d € Z.

Démonstration. Sila premiére ligne n'est pas de cette forme, et si elle posséde seulement
une composante qui n’est pas égale a zéro, on échange les colonnes de sorte que la matrice
résultante soit de la forme souhaitée.

Autrement, il existe deux indices de colonne j; # jo, tels que a1;, # 0 et ay;, # 0. On
peut supposer, quitte & permutter les colonnes j; et j2, que |ai;,| > |a1;,|. La division
avec reste nous donne des entiers g € Z et 0 < 7 < |ay;,| tels que

15, =4+ 014, + 7.
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9 Algébre linéaire sur les entiers

On applique l'opération unimodulaire : Soustraire ¢ fois la colonne jo d la colonne
J1, ce qui a pour effet de remplacer a;;, par r et de laisser les autres composantes de la
premiére ligne intactes. Comme

0 < [r| +lawj,| < e |+ |aiz]

ce procédé ne peut étre répété infiniment. Il existe alors une matrice unimodulaire qui
transforme A en une matrice dont la premiére ligne posséde une seule composante non
nulle. Un échange de colonnes adéquat donne la forme désirée. O

Corollaire 9.7. Soit A € Z™*™ une matrice en nombre entiers. Alors il existe une
matrice unimudulaire U € Z™*" telle que A-U est de la forme (9.4).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. Le cas m = 1 suit directement du
Lemme Soit m > 1. Le Lemme [9.6] implique qu'il existe une matrice unimodulaire

Uy € Z™*™ telle que
d 0---0
A'U]_— <a A/ >

ond € Z acZm™let A € Z(m1*(»1) Par I’hypothése de récurrence, il existe
une matrice unimudulaire U, € Z(m1Dx(n—1) telle que A'U, est de la forme désirée.

Clairement
1 0T nxn
@ @)62

1 oT
w3 5)

est de la forme (]9.4)). O

est une matrice unimodulaire et

Définition 9.5. Une matrice A € Z™*" est en forme normale d’Hermite, si elle est de la
forme (9.4)), on1 h;; > 0 pour tout 1 <2 <m et 0 < h;; < hy; pour tout 1 <5 <2< m.

Théoréme 9.8. Soit A € Z™*™ une matrice en nombre entiers. Alors il existe une
matrice unimudulaire U € Z™*" telle que A-U est en forme normale d’Hermite.

Définition 9.6. Soit A € Z™*™ et rang(A) = m. L'ensemble A(A) := {Az : ¢ € Z"} est
un réseau entier généré de A. Une matrice B € Z™*™ telle que A(A) = A(B) est
appelée base de A(A).

Remarque 9.9. Une base B € Z™*™ de A(A) est inversible comme matrice réelle. C’est
a dire det(B) € Z \ {0}.

Corollaire 9.10. Chague réseau entier posséde une base.

Théoréme 9.11. Sozient A, B € Z™*™ en forme normale d’Hermite. Alors A(A) = A(B)
st et seulement s1 A = B.
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9.1 La forme normale d’Hermite

Démonstration. Si A = B, alors A(A) = A(B).

Supposons alors que A(A) = A(B). Maintenant on montre qui si A # B alors
a11 b1
A(A) # A(B). Onnote A = et B = . Soit ¢ I'indice
am1 Amm bml bmm
minimal tel que la i-éme ligne de A et celle de B soient différentes. Alors 35 € {1,...,}
tel que a;; # b;; et sans perte de généralité on a a;; > b;;. Clairement en notant A; (
0

resp. B;) la j-éme colonne de A (resp. B), on a A; — B; = 0 € A(A) avec
ai; — bij

ai; > a5 — b; > 0.

Il existe donc un vecteur entier z € Z" tel que A; — B; = Az. On montre aisément
que les ¢ — 1 premieéres coordonées de 2 doivent étre nulles car aucun élément diagonal
de A ne l'est (ou, de maniére équivalente, car A et de rang plein). Or, en comparant la
1-eéme coordonnée, on trouve que a;; — b;; = a;;2;. Dés lors, a;;|a;; — b;; ce qui est une
contradiction. O

Remarque 9.12. Le Théorémenous permet de vérifier, pour A € Z™*™ et B € Z™*™
de rang ligne pleins, si A(A) = A(B). On calcule (H4|0) et (Hp|0) les formes normales
d’Hermite de A et B. Comme A(A) = A(Hya) et A(B) = A(Hg), on a que A(A) = A(B)
si et seulement si H4 = Hp.

4 6 10

Exemple 9.5. On va transformer A = 6 12 9

> en forme normale d’Hermite afin de

trouver toutes les solutions entiéres de

(g 162 190> T = <g> , T €73 (9.6)
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9 Algébre linéaire sur les entiers

4 6 10 100
6 12 9 0 10
0 0 1
4 2 2 1L -1 -2
6 6 —3 o0
0 O 1
2 4 2 112
6 6 —3 o
0O 0 1
-1 3 -1
(2 ° _°9> 1 -2 -1 (9.7)
0 0 1
20 0 -1 4 -1
6 3 —9 1 -1 -1
0 -1 1
29 0 0 -1 4 11
6 3 0 -1 —4
0 -1 -2
290 0 -9 4 11
0 30 3 -1 -4
2 -1 -2
L’ensemble des solutions entieres de est
—23 11
8 +|—4]| -2:2€Z
5 -2

Définition 9.7. Soit A € Z™*™. Le noyau de A sur Z est défini par kery(A) := {y € Z™, Ay = 0}.

Théoreme 9.13. Soient A, B € Z™*™ en forme normale de Hermite avec rang(A) =
rang(B) = m. Alors A(A) = A(B) & 3U € Z™*™ unimodulaire telle que B = AU.

Démonstration. Si A(A) = A(B) alors A = B- PP € 7™ ™ et B = A-Q,Q €
Z™*™_ Alors on obtient A = AQP ce qui implique QP = I,, et donc on a bien P,Q
unimodulaires.

Si B = AU,U € Z™*™ unimodulaire alors comme UZ™ = Z™ on obtient immédiatement
A(A) = A(B). O

Définition 9.8. Soient A € Z™*" avec rang(A) = m et A(A) le réseau entier de A. Le
déterminant du réseau A(A) est donné par det(A(A)) := |det(B)| ou B € Z™*™ est
une base de A(A)

Remarque 9.14. Le théoréme assure que |det(B)| ne dépend pas du choix de B et
donc que det(A(A)) a du sens.
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Exercices

1. Soit A € Z™*™ avec rang ligne plein. Le noyaux entier de A est ’ensemble
kerz(A) = {z € Z™: Az = 0}.
Soit U € Z™*™ une matrice unimodulaire telle que
A-U = (H|0)

est la forme normale d’Hermite. Montrer que kerz(A4) = {yiu1+ - -+ Yn—mUn—m: ¥i €
Z} ol u1,...,Un_m sont les derniéres n — m colonnes de U.

La forme normale de Smith

Théoreme 9.15. Soit A € Z™*™, A # 0 alors il existent U € Z™*™ et V € Z™*"
unimodulaires telle que

1

U-A-V= . . avec §; € Nxy et 6]+ |0 (9.8)
k

et les coefficients non spécifiés sont 0.

La matrice est appelée la forme normale de Smith de A.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur min{m, n}. Si min{m, n} = 1, la forme
normale de Hermite de A ou son transposé est en forme normale Smith.

Maintenant, soit min{m,n} > 1. Soient U € Z™*™ et V € Z™*™ unimodulaires telle
que la valeur absolue minimale des éléments non-zéro de la matrice U-A-V est minimale,
alors tel que

min{|(U-A-V);;|:(U-A-V);; #0,1<i<m, 1<j<n}

est minimal. Soit cette valeur minimale d. En échangeant lignes et colonnes et en multi-
pliant la par —1 si nécessaire, on peut supposer que d = (U - A-V');,1. Tous composantes
de la premiére ligne de U - AV sont des multiples de d. Autrement, si (U-A-V);; =2
ol z n'est pas un multiple de d, la division avec reste de z par d donne

z=¢q-d+7,0<r<d.

Une opération élémentaire de colonne (soustraire ¢ fois colonne 1 de colonne 7) donne
composante 3,7 égal a r. Ceci est une contradiction a d minimal. Egalement, d divise
toute composante de la premiére colonne de U - A-V. Alors on peut éliminer toute autre
composante de la premieére ligne et colonne. Alors on peut supposer que

U.A.v:<d B), ot B € ZmDx(-1) (0.9)
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9 Algébre linéaire sur les entiers

Maintenant, si b;; n'est pas un multiple de d, on peut additionner la ligne : + 1 de
U - A-V sur la premiére ligne. Comme avant on obtient le reste de la division comme
composante aprés une opération élémentaire de colonnes. Ceci démontre que d € N
divise toute composante de B.
Par récurrence, B posséde une forme normale Smith et ses composantes sont tous des
multiples de d.
O

Sous groupes de Z"

A partir de maintenant, on se donne une matrice A € Z™*" avec rang(A) = k et k n’est
pas forcément m.

Définition 9.9. Soit A € Z™*™ alors A(A) = {Az: € Z"} est le réseau entier général
de A.

Théoreme 9.16. Soit A € Z™*™ avec rang(A) = k alors 3B € Z™** tq. A(A) = A(B).
B est alors appelée une base générale de A(A).

Remarque 9.17. rang(A) = rang(B) = k.

Démonstration. Supposons que les k premiéres lignes de A sont linéairement indépendantes.
!

Deés lors on a A = <jll”> avec A' € Z¥*™ et rang(A') = k soit alors U € Z™*™ unimo-

dulaire tq.
A-U=[H|0

ou H € Z*** est en forme normale de Hermite. Alors on peut se convaincre en raisonnant

8) ol C € 7{m—k)xk Dégs lors on a

sur les rangs que AU = <g

A(4) = AzZ"

O
Théoreme 9.18. Soit G un sous groupe de Z™ alors il existe B € Z™** aquec rang(B) =
k et tg. A(B)=G
Démonstration. Soit (v1,...,v:) € G* tq. (v1,...,v:) est une base du sous espace

span(G) C R™. Alors posons B = (v;...vx) € Z™**. Si A(B) = G et c’est terminé. Si
A(B) C G alors il existe v* € G — A(B). Soit alors B* € Z™** une base générale du
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9.1 La forme normale d’Hermite

réseau général G D A(v: ... vpv*) D A(B). Alors il existe U € Z*¥** tq. B= B*U et on a
nécessairement | det(U)| € N>5. Dés lors on peut remarquer que | det(B? B)| = det(U)2 x
| det(B*" B*)| et donc | det(BT B)| < 1| det(BT B)| mais comme | det(B*" B*)| > 1 et on
peut répéter ces opérations sur B* mais ce procédé ne peut pas continuer indéfiniment.

O
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10 Groupes

Dans ce chapitre on s’'intéresse a 1’étude des groupes.

10.1 Groupes abéliens engendrés finis

Définition 10.1. Soit (G, +) un groupe alors H C G est un sous groupe si (H,+|g) est un
groupe.

Lemme 10.1. (H, x|g) est un sous groupe de (G,x) & Va, b€ H axb lcH

Définition 10.2. H < G est un sous groupe normal de G ssi Vg € G Hg = gH On note
HJG.

Définition 10.3. Soient g, ¢’ € G alors on pose Hgo Hg' := H(gg').
Théoréeme 10.2. o munit G/ := {gH, g € G} d’une structure de groupe ss1 H I G.

Définition 10.4. Soient (G, +), (G’, x) deux groupes et ¢ : G — G’ une application alors
¢ est un homomorphisme ssi Va,b € G, ¢(a +b) = ¢(a) x ¢(b).

Remarque 10.3. ker(¢) < G.

Théoreme 10.4. Si ¢ est un morphisme alors G/k:e'r(¢) = I'm(¢).

Définition 10.5. Soit (G, +) un groupe abélien. On dit que (G, +) est engendré fini si
391,...,9n € G tas. G ={z191 + - + Tngn, z; € Z}.

Définition 10.6. Soient (G1, +), (G2, x) deux groupes alors G; ® G2 := (G1 x Ga, e) avec
(91, 92), (91, 92) € G1 X G2, (91, 92) ® (91, 92) = (91 + g2, 91 X g5)-

Remarque 10.5. G; ® G» est un groupe.

Lemme 10.6. Soit ¢ : G — G un automorphisme et H 4G alors G/ = G/p(f)-

Théoreme 10.7. Soit G un groupe abélien engendré fini alors 3dy,...,dy € N>y et
leNtqgG=2Zg4 ®--~®de®Zl avec Z! .= 7.®---®Z | fois. De plus on a dy|... |d.

Démonstration. Soient g1,...,9,» € G tas. G = {191 + - + Tngn, T; € Z} alors on
peut vérifier que ¢ : Z" — G, (z1,...,Zn) — 191 + - + Tngn est un homomorphisme
surjectif. Mais alors ker(¢) < Z" et donc 3B € Z™** avec rang(B) = k et A(B) =
ker(¢$). En calculant la forme normale de Smith de B on obtient que 3U € Z"*™,V €
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dy
7Z**k unimodulaires tqs. B = U p V avec 1 < dy|...|dr et donc on a
k
0
dq
ker(¢) = U p y,y € Z* . Alors par les théorémes explicités plus haut
k
0
dy
on obtient G = Z"/) 7 y,y € ZF - Puis comme U : Z™ — Z" est un
k

0
automorphisme on arrive finalement a
G= Z"/{(dlyl, . dkYk,0,...,0),y; € Z} I1 suffit maintenant de constater que

n ~ n—k
Z/{(dlyl,...,dkyk,o,...,0),yiEZ}:Zd1®"'®de®Z . O

Lemme 10.8. Soient L, K deux groupes abéliens, M un sous groupe normal de K
f K — L un wsomorphisme. Alors K/ps = L/¢(M)-

Lemme 10.9. Sotent G, H1, Ha trois groupes abéliens avec |H;| < 0o pour i = 1,2 alors
St G=2H,QZ™ et G= Hy ® Z™ alors H, = Hy et ny = noy.

Démonstration. Soit ¢ : H1 ® Z™ — H> ® Z™* un isomorphisme. Soit A € H; alors
@¢(h,0) = (h',z) € Hy x Z™ mais comme ¢ préserve 'ordre on a nécessairement z = 0
on a ainsi ¢(Hy,0) C (H,,0) et de méme ¢ (H,,0) C (Hy,0) et donc finalement
¢(Hy,0) = (Ho,0) ce qui permet de conclure que H; = H,.

Maintenant on a d’apreés le lemme ci dessus : Z™2 =

Hy ® 2™ |, ® {0zn,} = H1 ® Z™ [H, @ {0, } = Z™. Mais alors on a nécessairement
n1 = ny. En effet et sans perte de généralité supposons n; > n, alors soient z1,...,Z,, €
Z™ des vecteurs Q linéairement indépendants alors on a forcement ¢(z1),...,d(zn1) €
7™ Q linéairement dépendants. Ainsi Jay,...,0,, € Z non tous nuls avec a;¢(z1) +
o+ p, $(Tr1) = 0 mais comme ¢ est un isomorphisme on a ¢(a1z1+ - -+ 0tp, Tp,) = 0.
Cela implique par injectivité que a1z + - -- + ap,Tn, = 0. Ceci est absurde. O

Théoreme 10.10. Sotent my,mo € N> alors Zym = Zpm, @ Zm, $St M = M1 X my €t
pgcd(my, mg) = 1.

Démonstration. Tout d’abord il s’agit de remarquer que ¢ : Zy, — Zpmy @ Ly, @
(a,a) est bien définie et est un morphisme de groupe. Ensuite on a |Zy,| = |Zm; X Zm,|
donc il suffit de montrer que ¢ est surjective. En effet soit (a,d) € Z,, ® Zp, alors on a
1 = pgcd(mi, ma) = rmi+sma,r, s € Z. Dés lors on vérifie que ¢(rmi1b+smqa) = (a, b).

En égalisant les cardinaux on a m = mimy de plus en posant d = pgcd(m1, m2) on
a 7 = ordre(d) = ordre(¢(d)) < 75 et donc 1 <d <1et doncd =1 O
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Remarque 10.11. Soit n = p$*...p3*, p; € Pa; € N> alors Z, = Ly ® - ® Zp;k.

Lemme 10.12. Sotentp e P et a; < -+ < ag,p1 < -+ < B € N>y alors Zper @ -+ ®
Lpwie = Lpps @ - @ Lysy 851 k=1 et a; = Vi €{1,...,k}.

Démonstration. Trivial.
Soit ¢ l'isomorphisme entre ces deux groupes. On a p* = ordre((0,...,1)) =

ordre(¢((0,...,1))) < pf*. De méme on obtient 1'inégalité inverse puis finalement on
trouve donc ay = f;. Ainsi on a Zpes @ -+ Q@ Zpok—1 = Zypy @ -+ - ®Zp,s,,1 puis on prouve
le théoréme par induction. O

Remarque 10.13. Soit G abélien engendré fini. Alors G = Z4, ® - ® Zg, ® 7! avec
di,...,di € N>1 tgs dyif...[dx et I € N. Alors dy = pit ... %, p; € Pya; € N>;. On

obtient ainsi di:pf‘...pf} avec0§e§ <a;. Déslorsonaque G=7Z gi®-~~®Z el ®
141 Pn
!
.“®ZPT1®“.®ZP?®Z‘
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