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7.2.1 Le polynôme minimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
7.3 Les endomorphismes nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

8 Algèbre linéaire sur les entiers 111

8.1 La forme normale d'Hermite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

9 Groupes 123

9.1 Groupes ab�eliens engendr�es �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

6



1 Polynômes

1.1 Notions fondamentales

Soit R un anneau. On se souvient que cela signi�e que R est un ensemble, muni des
op�erations binaires + : R�R! R et � : R�R! R telles que :

(R1) a+ b = b+ a pour tout a; b 2 R.
(R2) a+ (b+ c) = (a+ b) + c, pour tout a; b; c 2 R.
(R3) Il existe un �el�ement 0 2 R tel que 0 + a = a pour chaque a 2 R.
(R4) Pour chaque a 2 R il existe un �el�ement �a 2 R tel que a+ (�a) = 0.

(R5) a(bc) = (ab)c , pour tout a; b; c 2 R.
(R6) Il existe un �el�ement 1 2 R tel que a � 1 = 1 � a = a pour chaque a 2 R.
(R7) a(b+ c) = ab+ ac et (b+ c)a = ba+ ca pour tout a; b; c 2 R.
Si, de plus, on a

(R8) ab = ba pour tous a; b 2 R .

alors l'anneau R est appel�e anneau commutatif. Le centre de R est l'ensemble Z(R) =
fr 2 R : ra = ar pour tout a 2 Rg. Un �el�ement a 6= 0 de R est un diviseur de z�ero s'il
existe un b 6= 0 tel que ab = 0 ou ba = 0. Un anneau commutatif sans diviseurs de z�ero
et 1 6= 0 est appel�e anneau int�egre.

Exercice 1.1. Soit R un anneau, alors l'�el�ement 1 est unique.

Exemple 1.1. i) Les nombres entiers Z avec l'addition et la multiplication standard
forment un anneau commutatif sans diviseurs de z�ero. Z est donc un anneau int�egre.

ii) 5�Z = f5z : z 2 Zg avec l'addition et la multiplication standard n'est pas un anneau.
L'axiome (R6) n'est pas satisfait.

iii) L'ensemble des matrices Z2�2 avec l'addition et multiplication des matrices est un
anneau non commutatif avec des diviseurs de z�ero. 

1 0
1 1

! 
1 1
0 1

!
=

 
1 1
1 2

!
 
1 1
0 1

! 
1 0
1 1

!
=

 
2 1
1 1

!

 
0 0
0 1

! 
1 0
0 0

!
=

 
0 0
0 0

!
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1 Polynômes

La d�emonstration du th�eor�eme suivant est un exercice.

Théorème 1.1. Soit R un anneau et S � R. Si les deux conditions suivantes sont

v�eri��ees

a) 1 2 S
b) Pour s; t 2 S alors s � t 2 S et s� t 2 S.
alors S est aussi un anneau.

Un �el�ement r 2 R est inversible s'il existe un �el�ement r�1 2 R tel que

r � r�1 = r�1 � r = 1:

On d�enote l'ensemble des �el�ements inversibles par R�. On se rappelle que (R�; �) est un
groupe, le groupe des �el�ements inversibles. Un anneau int�egre tel que R nf0g = R� est
un corps.

Exercice 1.2. Soit R un anneau et r 2 R�. Alors r n'est pas un diviseur de z�ero.

Exercice 1.3. Soit R un anneau et Rn�n l'anneau des matrices n� n sur R. Montrer que
le centre de Rn�n est Z(Rn�n) = faIn : a 2 Z(R)g.

Théorème 1.2. Soit R un anneau, alors il existe un anneau S � R (R est un sous-

anneau de S) et un �el�ement x 2 S nR tel que

(i) ax = xa pour chaque a 2 R.
(ii) Si a0 + a1x+ � � �+ anx

n = 0 et ai 2 R pour tout i, alors ai = 0 pour tout i.

Ce th�eor�eme est d�emontr�e dans le cours anneaux et corps. Il nous donne une mani�ere
formelle d'introduire le concept d'une ind�etermin�ee (ou variable) qui n'est autre que
ledit �el�ement x 2 S nR.

Définition 1.1. Un polynôme sur R est une expression de la forme p(x) = a0 + a1x +
� � �+ anx

n, o�u n 2 N, ai 2 R pour tout i. L'�el�ement ai est le i-�eme coe�cient de p(x).
L'ensemble des polynômes sur R est d�enot�e par R[x].

Exemple 1.2. i) p(x) = 3 + x2 + 5x4 2 Z[x].
ii) p(x) =

�
1 0
1 1

�
+
�
3 3
2 1

�
x3 2 Z2�2[x].

Proposition 1.3. Deux polynômes

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + � � � et q(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + � � � (1.1)

sont �egaux si et seulement si ai = bi pour tout i 2 N. Dans ce cas, on �ecrit

p(x) = q(x).

Exercice 1.4. D�emontrez la proposition 1.3.
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1.1 Notions fondamentales

Théorème 1.4. R[x] est un anneau. Si R est commutatif, alors R[x] est commutatif.

Si R est anneau sans diviseur de z�ero alors R[x] est un anneau sans diviseur de

z�ero.

D�emonstration. Pour montrer que R[x] est un anneau on invoque Theor�eme 1.1. Clai-
rement 1 2 R[x] ce qui implique a). Pour b) il faut montrer que pour deux polynômes
f(x) = a0 + a1x+ � � �+ anx

n et g(x) = b0 + b1x+ � � �+ bmx
m sur R, on a :

i) f � g 2 R[x] et
ii) f � g 2 R[x].
La somme s'�ecrit comme

f(x) + g(x) =

maxfm;ngX
i=0

(ai + bi)x
i 2 R[x]; (1.2)

o�u ai = 0 pour i > n et bi = 0 pour i > m. Alors on a f � g 2 R[x].
Le produit de f et g s'�ecrit comme

p(x) � q(x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + � � � : (1.3)

Bref, on a la formule

f(x) � g(x) =
m+nX
i=0

(
X

j+k=i

ajbk)x
i 2 R[x]: (1.4)

C'est �a dire que R[x] est stable pour l'op�eration � de S. Alors, R[x] est un sous-anneau
de S et donc R[x] est un anneau. La formule (1.4) implique que R[x] est commutatif, si
R est commutatif.
Finalement, si f(x) = a0 + a1x + � � � 6= 0 et g(x) = b0 + b1x + � � � 6= 0 sont deux

polynômes non-nuls et si R est un anneau sans diviseur de z�ero, il faut montrer que
f(x) � g(x) 6= 0. Soit n = maxfi : ai 6= 0g et m = maxfi : bi 6= 0g. Le coe�cient de xm+n

du polynôme f � g est an � bm. Ce coe�cient n'est pas nul d�es que R est un anneau sans
diviseur de z�ero.

Exemple 1.3.

f(x) = 3x3 + x+ 2

g(x) = 2x4 + 2x2 + 1

f(x) � g(x) = 6x7 + 8x5 + 4x4 + 5x3 + 4x2 + x+ 2

Définition 1.2. Le degr�e de p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + � � � 6= 0 est

deg(p) = maxfi : ai 6= 0g
et deg(0) = �1. Si p 6= 0, le coe�cient adeg(p) est le coe�cient dominant de p. Un
polynôme de degr�e z�ero est une constante.

9



1 Polynômes

Exemple 1.4. Soit f(x) = 2+ 3x+5x3 2 Z[x], alors deg(f) = 3 et le coe�cient dominant
de f est 5.

Théorème 1.5. Soit R un anneau, f; g 2 R[x] n f0g tel que le coe�cient dominant de

f ou de g n'est pas un diviseur de z�ero. Alors, deg(f � g) = deg(f) + deg(g).

D�emonstration. Soient f(x) = a0+ � � �+anx
n et g(x) = b0+ � � � bmxm tels que an; bm 6=

0. Le coe�cient de xn+m est an � bm 6= 0. Les coe�cients de xk, k > n +m sont tous
nuls.

Un polynôme p(x) = a0+a1x+ � � �+anx
n 2 R[x] induit une application fp : R �! R,

fp(r) = a0 + a1r + � � � + anr
n. Nous �ecrivons aussi p(r) pour fp(r) et on parle de

l'�evaluation de p sur r.

Exemple 1.5. Soit p(x) = x 2 R[x] et q(x) = (x + a) 2 R[x], alors p(x)q(x) = x2 + ax.
Quand est-ce que l'on a p(r)q(r) = (p � q)(r) ? C'est le cas si et seulement si

r2 + ra = r2 + ar

c'est-�a-dire si et seulement si ra = ar. On attire l'attention sur le fait que cet exemple
traite de l'�evaluation en r 2 R de polynômes. Ici, p(r)q(r) d�enote l'�evaluation de p et q
en r puis d'en multiplier les r�esultats. Tandis que (p � q)(r) repr�esente la multiplication
de p et q puis on �evalue ce produit en r.

Théorème 1.6. Soit R un anneau et � 2 Z(R) un �el�ement du centre de R. L'applica-
tion

�: R[x] ! R
f(x) 7! f(�)

est un morphisme d'anneaux surjectif.

Exercice 1.5. D�emontrer le th�eor�eme 1.6.

1.2 Interpolation

Deux polynômes di��erents p et q peuvent induire la même application fp et fq, même
s'ils sont des polynômes sur un corps K.

Exemple 1.6. Soit K = Z2, p(x) = x+ x2 et q(x) = x2+ x3 deux polynômes sur K. Il est
clair que p 6= q. Mais fp : K ! K et fq : K ! K sont les mêmes applications car pour
tout x 2 Z2 on a p(x) = q(x) = 0.

Par contre, si K est un corps in�ni, deux polynômes di��erents induisent deux appli-
cations di��erentes. Nous allons voir les d�etails de ce fait maintenant.

Théorème 1.7. Soit K un corps, r0; : : : ; rn 2 K des �el�ements distincts (c.-�a-d. ri 6= rj
pour i 6= j) et y0; : : : ; yn 2 K. Il existe exactement un seul polynôme f(x) 2 K[x] de
degr�e au plus n tel que

f(ri) = yi pour tout i 2 f0; : : : ; ng:

10



1.2 Interpolation

D�emonstration. Un polynôme f(x) = a0 + a1x + � � � + anx
n satisfait f(ri) = yi pour

tout i si et seulement si le coe�cients a0; : : : ; an satisfont

0BBB@
1 r0 � � � rn0
1 r1 � � � rn1

� � �
1 rn � � � rnn

1CCCA
0BBBB@
a0
a1
...
an

1CCCCA =

0BBBB@
y0
y1
...
yn

1CCCCA (1.5)

La matrice Vr0;:::;rn 2 K(n+1)�(n+1) �a gauche de (1.5) est connue sous le nom de
matrice de Vandermonde des �el�ements r0; : : : ; rn. Le th�eor�eme sera prouv�e une fois
que nous aurons d�emontr�e que det(Vr0;:::;rn) 6= 0.

On d�emontre det(Vr0;:::;rn) 6= 0 par r�ecurrence sur n. Pour n = 0, le d�eterminant est
1. Pour n > 0, on soustrait r0 fois la colonne n de la colonne n+ 1. Apr�es, on soustrait
r0 fois la colonne n� 1 de la colonne n etc. Le r�esultat est la matrice0BBB@

1 0 : : : : : : : : : : : : : : : : 0

1 r1 � r0 r1(r1 � r0) � � � rn�1
1 (r1 � r0)
� � �

1 rn � r0 rn(rn � r0) � � � rn�1
n (rn � r0)

1CCCA (1.6)

Le d�eterminant de la matrice (1.6) est celle de Vr0;:::;rn . D�eveloppement du d�eterminant
le long de la premi�ere ligne donne le d�eterminant de la matrice0B@r1 � r0 r1(r1 � r0) � � � rn�1

1 (r1 � r0)
� � �

rn � r0 rn(rn � r0) � � � rn�1
n (rn � r0)

1CA (1.7)

Alors

det(Vr0;:::;rn) = (rn � r0) � � � (r1 � r0) det(Vr1;:::;rn)

Comme les ri sont distincts, le produit (rn�r0) � � � (r1�r0) n'est pas z�ero. Par l'hypoth�ese
de r�ecurrence, det(Vr1;:::;rn) 6= 0 et donc det(Vr0;r1;:::;rn) 6= 0.

Le th�eor�eme 1.7 ne contredit pas l'exemple 1.6 car le corps Z2 n'admet que 2 �el�ements.
Il existe bel et bien un unique polynôme p 2 Z2[x] de degr�e inf�erieur ou �egal �a 1 tel que
p(0) = p(1) = 0. Une �enum�eration des polynômes possibles ou la r�esolution du syst�eme
lin�eaire donne p(x) = 0.

Exercice 1.6. Montrer que le d�eterminant de Vr0;:::;rn est

det(Vr0;:::;rn) =
Y

0�i<j�n
(rj � ri):

Exemple 1.7. On cherche le polynôme f(x) 2 Z5[x] de degr�e au plus 3 tel que f(0) = 2,
f(1) = 2, f(2) = 2 et f(3) = 3.
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1 Polynômes

En trouvant l'unique solution du syst�eme0BBB@
1 0 0 0
1 1 1 1
1 2 4 3
1 3 4 2

1CCCA
0BBB@
a0
a1
a2
a3

1CCCA =

0BBB@
2
2
2
3

1CCCA ;

on obtient 0BBB@
a0
a1
a2
a3

1CCCA =

0BBB@
2
2
2
1

1CCCA :

Ainsi, f(x) = 2 + 2x+ 2x2 + x3 est le polynôme recherch�e.

Corollaire 1.8. Soit K un corps in�ni. Deux polynômes p(x); q(x) 2 K[x] sont �egaux,
si et seulement si les applications fp et fq sont les mêmes.

D�emonstration. Si p(x) = q(x), alors p(r) = q(r) pour tout r 2 K et donc fp =
fq. D'autre part, si fp = fq, on peut supposer qu'un des deux polynômes n'est pas
le polynôme 0 (s'ils sont tous les deux nuls, alors p = q). Comme p(r) = q(r) pour
tout r 2 K et le corps K est in�ni, les polynômes prennent les mêmes valeurs sur
maxfdeg(p);deg(q)g + 1 �el�ements distincts de K. Il en r�esulte que p(x) = q(x) par le
Theor�eme 1.7.

1.3 Division avec reste et racines

SoitR un anneau etK un corps pour ce chapitre. La division avec reste est l'op�eration
suivante.

Théorème 1.9. Soient f; g 2 R[x], g 6= 0 et le coe�cient dominant de g un �el�ement

inversible de R. Il existe q; r 2 R[x] uniques tels que
f(x) = q(x)g(x) + r(x)

et deg(r) < deg(g).

D�emonstration. Si deg(g) = 0, alors g(x) = b0 2 R�. Dans ce cas, on met q(x) =
f(x) � b�1

0 et r(x) = 0.
Autrement, soit deg(g) � 1. La preuve se fait par r�ecurrence sur deg(f). Si deg(f) <

deg(g), alors on pose q = 0 et r = f .
Soit alors deg(f) = n � deg(g) = m et

f(x) = a0 + � � �+ anx
n et g(x) = b0 + � � �+ bmx

m

o�u an et bm sont les coe�cients dominants de f et g respectivement. Clairement

deg

�
f(x)� an

bm
xn�mg(x)

�
< deg(f(x))
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1.3 Division avec reste et racines

et par hypoth�ese de r�ecurrence il existe q0; r 2 R[x] tel que

f(x)� an
bm

xn�mg(x) = q0(x)g(x) + r(x)

et deg(r(x)) < deg(g(x)). On obtient alors

f(x) =

�
q0(x) +

an
bm

xn�m
�
g(x) + r(x)

= = q(x)g(x) + r(x);

o�u q(x) = q0(x) +
an
bm
xn�m. Supposons maintenant qu'il existe deux autres polynômes

q0(x) 6= q(x) et r0(x) 6= r(x) tels que

f(x) = q0(x)g(x) + r0(x)

et deg(r0) < deg(g). Alors

r(x)� r0(x) = (q0(x)� q(x)) � g(x):

Par le th�eor�eme 1.5

deg(r � r0) = deg(q0 � q) + deg(g) � deg(g);

ce qui contredit le fait que deg(r) < deg(g) et deg(r0) < deg(g).

Exemple 1.8. La division avec reste du polynôme x5 + 2x2 + 1 par 2x3 + x + 1 de Z3[x]
donne

x5 + 2x2 + 1 = (2x2 + 2)(2x3 + x+ 1) + (x+ 2):

On peut formuler la division avec reste comme un proc�ed�e r�ecursif comme suivant.
On suppose ici deg(g(x)) > 0.

Algorithme 1 Division avec reste

1: procedure Div(f(x); g(x) )
2: Soient n = deg(f) et m = deg(g)
3: if n < m then

4: return 0,f(x)
5: else

6: Soient a; b 2 R coe�cients dominants de f et g respectivement
7: (q0(x); r(x)) Div(f(x)� (a=b)xn�mg(x), g(x))
8: return (a=b)xn�m + qo(x); r(x))
9: end if

10: end procedure

13



1 Polynômes

Définition 1.3. Soit R un anneau commutatif. Un polynôme q(x) 2 R[x] divise un po-
lynôme f(x) 2 R[x] s'il existe un polynôme g(x) 2 R[x] tel que f(x) = g(x) � q(x). On
dit que q(x) est un diviseur de f(x) et on �ecrit q(x) j f(x).

Exemple 1.9. Soient q(x) = x2 + 1 2 Z2[x] et f(x) = x3 + x2 � x + 1 2 Z2[x]. On a
f(x) = q(x)(x+ 1) et donc q(x) j f(x).

Définition 1.4. Soit R un anneau commutatif et p(x) 2 R[x] n f0g. Un � 2 R tel que
fp(�) = 0 est une racine de f(x).

Exemple 1.10. Soit p(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 2 Z5(x), alors � = 1 est une racine de
p(x).

Théorème 1.10 (Th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre). Tout polynôme p(x) 2 C[x] n f0g
non constant admet au moins une racine complexe.

Théorème 1.11. Soit R un anneau commutatif et f(x) 2 R[x] n f0g un polynôme et

� 2 R, alors � est une racine de f si et seulement si (x� �) j f(x).

D�emonstration. Si f(x) = q(x) � (x� �), alors

f(�) = q(�) � (�� �)

= 0:

Pour l'autre sens, il existe q(x) et r(x) tels que

f(x) = q(x) � (x� �) + r(x)

avec deg(r) � 0. Alors f(�) = 0 implique r = 0.

Définition 1.5. Soit R un anneau commutatif. La multiplicit�e d'une racine � de p(x) 2
R[x] n f0g est le plus grand entier i � 1 tel que (x� �)i j p(x). Si p(x) est le polynôme
caract�eristique d'un endomorphisme d'un espace vectoriel, on appelle la multiplicit�e de
� la multiplicit�e alg�ebrique.

Exemple 1.11 (Suite de l'exemple 1.10). Le polynôme p(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 2 Z5

est divisible par x� 1, et

p(x) = (x3 + 2x2 + 3x+ 4)(x� 1):

De plus, 1 est aussi une racine de x3 + 2x2 + 3x+ 4. En fait

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x� 1)4;

alors la multiplicit�e de la racine 1 de p(x) est 4 parce que (x � 1)4 divise p mais pas
(x� 1)5, en tant que polynôme de degr�e 5 (th�eor�eme 1.5).
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1.4 Le plus grand diviseur commun

Soit K un corps dans ce chapitre.

Théorème 1.12. Soient f(x) et g(x) deux polynômes sur K non tous deux nuls et soit

I = fu � f + v � g : u; v 2 K[x]g:

Il existe un polynôme d(x) 2 K[x] tel que

I = fh � d : h 2 K[x]g: (1.8)

D�emonstration. Remarquons que I contient des polynômes non nuls (notamment f ou
g). Soit d 2 I n f0g de degr�e minimal et u0; v0 2 K[x] tels que

u0 � f + v0 � g = d:

Soit u�f+v �g 2 I. La division avec reste donne u�f+v �g = qd+r, avec deg(r) < deg(d).
Alors

r = (u� qu0) � f + (v � qv0) � g 2 I
et par minimalit�e de d 2 Inf0g, r = 0. Ainsi il existe un h 2 K[x] tel que h�d = u�f+v�g.
Il est clair que h � d 2 I pour tous les h 2 K[x] et l'assertion est d�emontr�ee.

Définition 1.6. Un polynôme f(x) 2 K[x] n f0g dont le coe�cient dominant est 1 est
appel�e polynôme unitaire.

Définition 1.7. Soient f; g 2 K[x] non tous deux nuls. Un diviseur commun de f et g est
un diviseur de f et g.

Théorème 1.13. Soient f; g et d comme dans le th�eor�eme 1.12.

i) d est un diviseur commun de f et g.

ii) Chaque diviseur commun de f et g est un diviseur de d.

iii) Si d est unitaire, alors d est unique.

D�emonstration. L'assertion i) suit du fait que f; g 2 I et de (1.8). Soient u; v 2 K[x]
tels que d = u�f+v �g et soit w un diviseur commun de f et g. Alors il existe f 0; g0 2 K[x]
tels que f = f 0w et g = g0w. Par cons�equent

d = (u � f 0 + v � g0)w;

ce que montre que w j d et ii). Soient d et d0 deux polynômes unitaires satisfaisant (1.8).
i) et ii) impliquent que d j d0 et d0 j d. Alors il existe z; z0 2 K[x] tel que d = d0z0 et
d0 = dz. Par suite, d = d � z � z0. Le theor�eme 1.5 implique que z; z0 2 K. Et comme d et
d0 sont unitaires, z = z0 = 1, ce que d�emontre iii).

Définition 1.8. L'unique polynôme unitaire d 2 K[x] satisfaisant (1.8) est appel�e le plus
grand commun diviseur de f et g. Il est not�e gcd(f; g) ou pgcd(f; g).
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1.5 L’algorithme d’Euclide

Pour calculer le plus grand diviseur commun de f(x) et g(x) on peut utiliser l'algo-
rithme d'Euclide. Soient f0; f1 2 K[x] pas tous les deux nuls et deg(f0) � deg(f1). Si
f1 = 0, alors

gcd(f0; f1) = f0:

Autrement, on applique la division avec reste

f0 = q1f1 + f2;

o�u q1; f2 2 K[x] et deg(f2) < deg(f1). Un polynôme d 2 K[x] est un diviseur commun de
f0 et f1 si et seulement si d est un diviseur commun de f1 et f2. L'algorithme d'Euclide
est le proc�ed�e de calculer la suite f0; f1; f2; : : : ; fk�1; fk 2 K[x] o�u deg(fk�1) � 0, fk = 0
et

fi�1 = qifi + fi+1

est le r�esultat de la division avec reste de fi�1 par fi. Le proc�ed�e se termine toujours
car la suite des degr�es fdeg(fi)g est enti�ere et strictement d�ecroissante (m�ethode de
descente in�nie de Fermat). Le dernier reste non nul fk�1 est un multiple constant de
gcd(f0; f1) : il su�t de diviser par le coe�cient dominant pour le rendre unitaire.

Exemple 1.12. On calcule le plus grand diviseur commun de f0 = 4x6+x4+2x2+2 2 Z5[x]
et f1 = 3x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 2 2 Z5[x].

q1 = 3x2 + 4x+ 2; f2 = 4x3 + 4x2 + 3x+ 3;

q2 = 2x+ 2; f3 = 3x2 + 1;

q3 = 3x+ 3; f4 = 0:

Alors tout diviseur commun de f0 et f1 divise f3 = 3x2 + 1 et f3 est aussi un diviseur
commun. On divise par 3 (ou multiplie par 2) et on obtient gcd(f0; f1) = x2 + 2.

Le calcul des suites fi et qi donne aussi une repr�esentation gcd(f0; f1) = u � f0+ v � f1,
u; v 2 K[x]. En e�et  

fi
fi+1

!
=

 
0 1
1 �qi

! 
fi�1

fi

!

et alors  
fk�1

fk

!
=

 
0 1
1 �qk�1

!
� � �
 
0 1
1 �q1

! 
f0
f1

!
:
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Exemple 1.13. On continue l'exemple 1.12.

 
3x+ 3 x3 + 4x2 + 2x

x2 + 2x+ 2 2x4 + 4x2 + 3

!
=

 
0 1
1 2x+ 2

! 
0 1
1 3x+ 3

! 
0 1
1 2x2 + x+ 3

!

et  
3x2 + 1

0

!
=

 
3x+ 3 x3 + 4x2 + 2x

x2 + 2x+ 2 2x4 + 4x2 + 3

! 
4x6 + x4 + 2x2 + 2

3x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 2

!
:

 
x2 + 2

0

!
=

 
x+ 1 2x3 + 3x2 + 4x

2x2 + 4x+ 4 4x4 + 3x2 + 1

! 
4x6 + x4 + 2x2 + 2

3x4 + x3 + 2x2 + 2x+ 2

!

Alors

x2 + 2 = gcd(f0; f1) = (x+ 1)f0 + (2x3 + 3x2 + 4x)f1:

1.6 Factorisation en irréductibles

On �xe un corps K dans ce chapitre.

Définition 1.9. Un polynôme p(x) 2 K[x] n f0g est irr�eductible, si
i) deg(p) � 1 et

ii) si p(x) = f(x)g(x) alors deg(f) = 0 ou deg(g) = 0.

Exemple 1.14. 1. Chaque polynôme lin�eaire p(x) = ax + b 2 K[x], a 2 K n f0g est
irr�eductible. En e�et, si p(x) = f(x)g(x) et deg(f) > 0 et deg(g) > 0, alors le
th�eor�eme 1.5 implique que deg(p) > 1.

2. x2 + 1 2 R[x] est irr�eductible. Autrement, il existe un polynôme lin�eaire f(x) =
x�� 2 R[x] qui divise f ce qui implique que � est une racine de x2+1. Cependant,
aucun nombre � r�eel ne satisfait �2 = �1.

Clairement, tout polynôme f(x) 2 K[x] n f0g peut être factoris�e comme

f(x) = a �
Y
i

pi(x); (1.9)

dont les pi sont irr�eductibles et unitaires et a 2 K. On va voir maintenant que cette
factorisation est unique.

Théorème 1.14. Soit p(x) 2 K[x] irr�eductible et supposons que p(x) divise un produit

f1(x) � � � fk(x) de polynômes non nul. Alors p(x) divise un polynôme fi(x).
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D�emonstration. Par r�ecurrence il su�t de d�emontrer l'assertion pour k = 2. Ainsi,
supposons p j fg, f; g 2 K[x] n f0g. Si p ne divise pas f , alors gcd(p; f) = 1 car les seuls
diviseurs de p sont des multiples constants de 1 et lui-même. Soient donc u; v 2 K[x]
t.q. up+ vf = 1. Alors upg + vfg = g, et donc p j g.
Théorème 1.15. La factorisation (1.9) est unique �a l'ordre pr�es des pi.

D�emonstration. Pour une factorisation f(x) = a
Q
i qi(x), o�u les qi sont irr�eductibles et

unitaires on utilise le th�eor�eme 1.14 pour d�eduire qu'il existe j tel que p1 j qj . Comme
p1 et qj sont irr�eductibles et unitaires, p1 = qj . En divisant par p1, l'assertion suit par
r�ecurrence.

Corollaire 1.16. Soient f(x) 2 K[x] n f0g et �1; : : : ; �` des racines de f de multiplicit�e

k1; : : : ; k` respectivement. Alors il existe g(x) 2 K[x] tel que

f(x) = g(x) �
Ỳ
i=1

(x� �i)
ki :

Exercice 1.7. D�emontre le Corollaire 1.16.

1.7 Construction formelle de l’anneau des polynômes

Dans cette section, nous fournirons une preuve du Th�eor�eme 1.2. Soit R un anneau.
Une suite est une fonction � : N0 �! R. Nous �ecrirons � comme

� = [a0; a1; a2; : : : );

o�u ai = �(i). Nous d�esignons l'ensemble de toutes les suites par S. Nous identi�ons
chaque �el�ement a 2 R comme l'�el�ement

[a; 0; 0; : : : ) 2 S:

Ensuite, nous d�e�nissons les op�erations d'addition et de multiplication sur S. L'addition
est l'op�eration naturelle suivante

[a0; a1; a2; : : : ) + [b0; b1; b2; : : : ) = [a0 + b0; a1 + b1; a2 + b2; : : : ):

Il est simple de montrer que (S;+) est un groupe ab�elien, c'est-�a-dire que (R1)-(R4)
tiennent. Par exemple (R1) est montr�ee comme suit. Soient [a0; a1; a2; : : : ); [b0; b1; b2; : : : ) 2
S. On a

[a0; a1; a2; : : : ) + [b0; b1; b2; : : : ) = [a0 + b0; a1 + b1; a2 + b2; : : : ) (1.10)

= [b0 + a0; b1 + a1; b2 + a2; : : : ) (1.11)

= [b0; b1; b2; : : : ) + [a0; a1; a2; : : : ): (1.12)

Ici, (1.11) est �a cause de (R1) dans l'anneau R.
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L'op�eration de multiplication est la suivante. �Etant donn�e deux suites [a0; a1; a2; : : : ) 2
S et [b0; b1; b2; : : : ) 2 S, leur produit est

[a0; a1; a2; : : : ) � [b0; b1; b2; : : : ) = [c0; c1; c2; : : : );

o�u
ci =

X
j+k=i

ajbk:

Il est simple de montrer que les conditions (R5) et (R7) sont satisfaites. L'�el�ement unit�e
1 2 S est la suite

[1; 0; 0; : : : ):

Cela montre que S est un anneau. L'�el�ement x 2 S sp�eci��e dans le Th�eor�eme 1.2 est la
suite

x = [0; 1; 0; : : : ):

Clairement, pour chaque a 2 R on a

[a; 0; 0; : : : ) � x = x � [a; 0; 0; : : : );

ce qui est la condition i du Th�eor�eme 1.2. Nous observons en outre que

x = [0; 1; 0; 0; : : : ); x2 = [0; 0; 1; 0; : : : ); x3 = [0; 0; 0; 1; 0 : : : ) � � �

De cela, on peut conclure que, si

a0 + a1x+ � � �+ anx
n = 0;

chaque ai est de la forme [ai; 0; 0; � � � ) avec ai 2 R, alors chaque ai doit être nul. Ceci
conclut la preuve du Th�eor�eme 1.2.
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2 Valeurs propres

2.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 2.1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et f : V �! V un endomor-
phisme. Un vecteur propre de f associ�e �a la valeur propre � 2 K est un vecteur v 6= 0
de V tel que f(v) = � v.

Exemple 2.1. Soit f : V �! V , l'endomorphisme f(v) = 0 pour tous v 2 V . Alors tous
0 6= v 2 V est un vecteur propre associ�e �a � = 0.

Lemme 2.1. Soit B = fv1; : : : ; vng une base de V et A 2 Kn�n la matrice de l'endo-

morphisme f : V �! V relatif �a B. La matrice A est une matrice diagonale, c'est

�a dire A est de la forme

A =

0B@�1 . . .

�n

1CA ;

si et seulement si vi est un vecteur propre associ�e �a la valeur propre �i pour tout

i = 1; : : : ; n.

D�emonstration. Pour v 2 V soit [v]B 2 Kn le vecteur des coordonn�ees de v relatif �a B.
L'application � : V �! Kn, �(x) = [x]B est un isomorphisme. On a [f(vi)]B = A [vi]B
pour i = 1; : : : ; n. Supposons que fv1; : : : ; vng est une base de vecteurs propres. Des que
[vi]B = ei, et f(vi) = �ivi alors

�i � ei = Aei; pour i 2 f1; : : : ; ng;

c.�a.d. que A est une matrice diagonale.
La direction d'inverse est analogue.

Définition 2.2. Un endomorphisme f : V �! V pour lequel existe une base de V compos�ee
de vecteurs propres est diagonalisable.

Définition 2.3. Soit A 2 Kn�n une matrice. Un vecteur propre de A associ�e �a la valeur
propre � 2 K est un vecteur propre de l'endormophisme f(x) = Ax de Kn.

Exemple 2.2. 1. Soit A =

 
1 0
0 0

!
2 R2�2. Alors

| v1 =

 
1
0

!
est un vecteur propre associ�e �a la valeur propre �1 = 1,
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| v2 =

 
0
1

!
est un vecteur propre associ�e �a la valeur propre �2 = 0,

| v3 =

 
1
1

!
n'est pas un vecteur propre.

2. Soit A =

 
cos� sin�
� sin� cos�

!
2 R2�2 pour � 2 R.

| Si � 6= k�, k 2 N, alors A n'a pas de valeur propre (r�eelle).

| Si � = (2k + 1)�, k 2 N, alors A =

 
�1 0
0 �1

!
a une valeur propre � = �1

et tous les vecteurs non-nuls x 2 R2 sont des vecteurs propres associ�es �a �.

| Si � = 2k�, k 2 N, alors A =

 
1 0
0 1

!
a une valeur propre � = 1 et encore

tous les vecteurs non-nuls x 2 R2 sont des vecteurs propres associ�es �a �.
On va voir que si on consid�ere A comme une matrice complexe, alors on a toujours
les valeurs propres cos�+ i sin� et cos�� i sin�.

Lemme 2.2. Un vecteur v 2 V n f0g est un vecteur propre de f : V �! V associ�e �a la

valeur propre � 2 K si et seulement si v 2 ker(f � � � Id).
Rappel : L'endomophisme Id: V �! V d�e�ni comme Id(v) = v pour tous v 2 V est

appel�e l'identit�e.

Définition 2.4. Soit � une valeur propre de l'endomorphisme f : V �! V . Le sous espace
E� de V , d�e�ni comme

E� = ker(f � � � Id)
est l'espace propre de f associ�e �a �. La dimension de E� est la multiplicit�e g�eom�etrique
de �.

Lemme 2.3. Soient v1; : : : ; vr 2 V des vecteurs propres, associ�es aux valeurs propres

�1; : : : ; �r distinctes (c'est �a dire �i 6= �j pour i 6= j), alors fv1; : : : ; vrg est un

ensemble libre.

D�emonstration. Supposons que le th�eor�eme soit faux et soit r � 1 minimal, tel qu'il
existent des vecteurs propres v1; : : : ; vr 2 V associ�es aux valeurs propres �1; : : : ; �r qui
sont lin�eairement d�ependants. Des que vi 6= 0 alors r > 1. Consid�erons une combinaison
lin�eaire non triviale

�1v1 + � � �+ �rvr = 0: (2.1)

Puisque (2.1) est un contre exemple minimal, on a �i 6= 0 pour tous i. Nous pouvons
supposer que �r 6= 0. Autrement, on r�earrange (2.1).
Si on applique f �a l'expression (2.1) on obtient

�1�1v1 + � � �+ �r�rvr = 0

et en divisant par �r
(�1=�r)�1v1 + � � �+ �rvr = 0: (2.2)
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On soustrait (2.2) de (2.1) et on obtient

(1� �1=�n)�1v1 + � � �+ (1� �r�1=�r)�r�1vr�1

Ceci est en contradiction avec la minimalit�e de r.

Corollaire 2.4. Soit f : V �! V un endomorphisme d'un espace vectoriel V sur K de

dimension n 2 N et soient �1; : : : ; �r les valeurs propres di��erentes de f et soient

n1; : : : ; nr leurs multiplicit�es g�eom�etriques respectives. Soient Bi = fv(i)1 ; : : : ; v
(i)
ni g

des bases de E�i respectivement, pour i = 1; : : : ; r. Alors

fv(1)1 ; : : : ; v
(1)
n1 ; v

(2)
1 ; : : : ; v

(2)
n2 ; � � � ; v(r)1 ; : : : ; v

(r)
nr g

est un ensemble libre. L'application f est diagonalisable si et seulement si

n1 + � � �+ nr = n:

D�emonstration. Soit la combinaison lin�eaire

rX
i=1

niX
j=1

�ijv
(i)
j = 0:

Remarquons que les vecteurs
Pni

j=1 �ijv
(i)
j appartiennent �a E�i pour tout i respec-

tivement. Le lemme 2.3 garantit donc que tous ses vecteurs soient nuls. Par suite,Pni
j=1 �ijv

(i)
j et les �ij sont tous �egaux �a z�ero car les v

(i)
1 ; : : : ; v

(i)
ni sont lin�eairement

ind�ependants. C�a d�emontre que

fv(1)1 ; : : : ; v
(1)
n1 ; v

(2)
1 ; : : : ; v

(2)
n2 ; � � � ; v(r)1 ; : : : ; v

(r)
nr g

est un ensemble libre. En plus, si n1 + � � �+ nr = n, f est diagonalisable par d�e�nition
car l'ensemble forme une base de Kn.

�A l'inverse, si f est diagonalisable, et si mi d�enote le nombre vecteurs propres en E�i

dans la base consistant de vecteurs propres, alors mi � ni, et on a

n = m1 + � � �+mr � n1 + � � �+ nr � n;

et donc n1 + � � �+ nr = n.

Voici une marche �a suivre a�n de d�eterminer si f : V �! V est diagonalisable ou non.

1. D�eterminer les di��erentes �1; : : : ; �r 2 K tel que ker(f � � Id) 6= f0g
2. Pour chaque �i calculer une base fv(i)1 ; : : : ; v

(i)
ni g de E�i .

3. f est diagonalisable si et seulement si n1 + � � �+ nr = n.
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Exercices

1. Une matrice A 2 Kn�n est appel�ee diagonalisable, si endomorphisme � : Kn �!
Kn d�e�ni comme �(x) = Ax est diagonalisable. D�emontrer que A est diagona-
lisable, si et seulement s'il existe U 2 Kn�n inversible tel que U�1AU est une
matrice diagonale.

2.2 Le polynôme caractéristique

Durant ce chapitre nous allons �etudier les endomorphismes f : V �! V d'un espace
vectoriel de dimension �ni n 2 N. Si B = fv1; : : : ; vng est une base de V , on a

f(x) = ��1
B (AB�B(x));

o�u �B est l'ismomorphisme �B : V �! Kn, �B(x) = [x]B sont les coordonn�ees de x par
rapport �a la base B. On a le diagramme suivant

V
f����! V??y�B ??y�B

Kn A�x����! Kn

Les colonnes de la matrice AB sont les coordonn�ees de f(v1); : : : ; f(vn) dans la base B.
Si B0 est une autre base de V on a

[x]B0 = PBB0 [x]B;

o�u PBB0 est la matrice de changement de base de B en B0. Comme on a

[f(v)]B0 = AB0 [v]B0 = AB0PBB0 [v]B

et
[f(v)]B0 = PBB0 [f(v)]B;

on trouve
[f(v)]B = P�1

BB0AB0PBB0 [v]B pour tous v 2 V:
Et �ca implique

AB = P�1
BB0AB0PBB0 (2.3)

En particulier,
det(AB0) = det(AB)

ce qui laisse nous d�e�nir le d�eterminant d'un endomorphisme f comme det(f) =
det(AB).
Clairement, � est une valeur propre de f si et seulement si � est une valeur propre de

AB et c'est le cas si et seulement si

det(AB � �In) = 0: (2.4)
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Rappelons la formule de Leibniz pour le d�eterminant d'une matrice B 2 Kn�n

det(B) =
X
�2Sn

sgn(�)
nY
i=1

bi�(i) (2.5)

et si on regroupe les puissances de �, on a

det(AB � �In) = an�
n + an�1�

n�1 + � � �+ a1�+ a0 (2.6)

o�u an; : : : ; a0 2 K.

Définition 2.5. Le polynôme det(AB � �In) 2 K[�] est le polynôme caract�eristique de
f .

Remarquons que det(AB) = det(A� 0 � In), d'o�u a0 = det(AB). L'expression (2.6) est
un polynôme avec ind�etermin�ee � et comme polynôme formel, est d�e�ni par la formule
de Leibniz

pA(�) = det(A� �In) =
X
�2Sn

sgn(�)
nY
i=1

(A� �In)i;�(i):

En tant que somme des polynômes sgn(�)
Qn
i=1(A� �In)i;�(i), son degr�e est au plus n.

Consid�erons la permutation triviale � = Id donnant le produit de degr�e n

sgn(Id)
nY
i=1

(A� �In)i Id(i) =
nY
i=1

(Aii � �);

et en remarquons que toutes les autres permutations aboutissent �a un produit au degr�e
inf�erieur �a n � 2. Cela signi�e en particulier que an = (�1)n, et donc que le polynôme
caract�eristique est de degr�e n.

Lemme 2.5. Soit pA(�) = a0 + a1� + � � � + an�
n le polynôme caract�eristique de la

matrice A 2 Kn�n. Alors, a0 = det(A) et an = (�1)n.
Corollaire 2.6. Soit V 6= f0g un espace vectoriel de dimension �ni sur K = C, et
f : V ! V un endomorphisme. Alors f poss�ede une valeur propre.

D�emonstration. Soit f(�) 2 C[�] le polynôme caract�eristique de f et n la dimension
de V . Le degr�e de f est �egal �a n � 1, et donc f(x) poss�ede une racine �� 2 C (th�eor�eme
fondamental de l'alg�ebre). Cette racine �� est une valeur propre de f .

Remarque 2.7. Pour deux bases B et B0, comme on a AB = P�1
BB0AB0PBB0 , alors

det(AB � �In) = det(P�1
BB0AB0PBB0 � �P�1

BB0InPBB0)

= det(P�1
BB0) det(AB0 � �In) det(PBB0)

= det(AB0 � �In):

La d�e�nition 2.5 ne d�epend ainsi pas de la base choisie et a donc un sens.
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Définition 2.6. Soit � 2 K une valeur propre de l'endomorphisme f : V �! V . La
multiplicit�e alg�ebrique de � est la multiplicit�e de � comme racine de det(f � � Id).

Proposition 2.8. Soit f : V ! V un endomorphisme et soit � 2 K une valeur propre

de f . La multiplicit�e g�eom�etrique de � est au plus la multiplicit�e alg�ebrique de �.

D�emonstration. Soit m la multiplicit�e g�eom�etrique de � et soit fv1; : : : ; vmg une base
de E�. On la compl�ete en une base

B = fv1; : : : ; vm; w1; : : : ; wn�mg

de V .
La matrice AB de l'endomorphisme f dans la base B est alors de la forme

AB =

 
�Im C
0 D

!

o�u C 2 Km�n�m et D 2 K(n�m)�(n�m). En e�et, on a par d�e�nition AB[vi]B = [f(vi)]B,
et par cons�equent ABei = �ei, o�u ei est le i-�eme vecteur canonique de dimension n.
Lorsqu'on d�eveloppe le d�eterminant d'une matrice en blocs comme AB grâce �a la

formule de Leibniz, seules les permutations envoyant f1; : : : ;mg et fm + 1; : : : ; ng sur
eux-même donnent un produit non nul. On peut alors diviser la somme en deux pour
obtenir que le d�eterminant est exactement le produit des d�eterminants des blocs diago-
naux. Le polynôme caract�eristique p(x) 2 K[x] de f est alors

p(x) = det

 
(�� x)Im C

0 D � xIn�m

!
= (�� x)m det (D � xIn�m) :

La multiplicit�e alg�ebrique de � est donc au moins m.

Théorème 2.9 (Th�eor�eme de diagonalisation). Soit V un espace vectoriel sur K de

dimension n, f : V �! V un endomorphisme et �1; : : : ; �r 2 K les valeurs propres

distinctes de f . Alors f est diagonalisable si et seulement si

i) le polynôme caract�eristique pf (x) de f d�ecompose en facteurs lin�eaires, c'est-

�a-dire,

pf (x) = (�1)n
rY

i=1

(x� �i)
ai

o�u ai est la multiplicit�e alg�ebrique de �i 2 K pour tous i.

ii) dim(E�i) = ai, pour tous i = 1; : : : ; r. C'est �a dire, les multiplicit�es alg�ebriques

et g�eom�etriques sont les mêmes.

D�emonstration. Supposons f diagonalisable. Soit B une base compos�ee de vecteurs
propres de f et A la matrice de f associ�ee �a la base B. Le lemme 2.1 implique que A
est diagonale et alors pf (x) = det(A � x Id) = (�1)nQr

i=1(x � �i)
ai . La dimension de
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2.2 Le polynôme caract�eristique

E�i est celle du noyau ker(A� �iIn). Clairement dim(ker(A� �iIn)) = ai, et on a alors
montr�e i) et ii).
Supposons maintenant que i) et ii) tiennent. Soient gi les multiplicit�es g�eom�etriques

des valeurs propres �i, i = 1; : : : ; r. Comme on a

deg((�1)n
rY

i=1

(x� �i)
ai) = n;

alors g1 + � � �+ gr = n et f est diagonalisable grâce au corollaire 2.4.

Exemple 2.3. Le polynôme caract�eristique de la matrice

A =

 
1 0
1 1

!
est (x� 1)2. La multiplicit�e g�eom�etrique de � = 1 est 1 et la multiplicit�e alg�ebrique est
2. La matrice n'est pas diagonalisable.

Exemple 2.4. Soit f : R3 ! R3 donn�ee par

f(x) = Ax; o�u A =

0B@ 0 �1 1
�3 �2 3
�2 �2 3

1CA
Pour la base canonique B = fe1; e2; e3g de R3, on a AB = A. Le polynôme caract�eristique
de f est

p(x) = �x3 + x2 + x� 1 = �(x� 1)2(x+ 1):

Les valeurs propres de f sont �1 = 1 et �2 = �1 et8><>:
0B@10
1

1CA ;

0B@01
1

1CA
9>=>; et

8><>:
0B@13
2

1CA
9>=>;

sont des bases de E�1 et E�2 respectivement. Alors f est diagonalisable et pour la base

B0 =

8><>:
0B@10
1

1CA ;

0B@01
1

1CA ;

0B@13
2

1CA
9>=>;

on a

AB0 =

0B@1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1CA
et

PBB0 =

0B@1 0 1
0 1 3
1 1 2

1CA
�1

:

On peut v�eri�er qu'on a bien

AB = P�1
BB0AB0PBB0 : (2.7)
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Exercices

1. Donner un exemple d'un corps �ni K et deux polynomes p(x) 6= q(x) 2 K[x] tel
que fp = fq.

2.3 Matrices semblables

Définition 2.7. Deux matrices A;B 2 Kn�n sont semblables, s'il existe une matrice in-
versible P 2 Kn�n tel que A = P�1 �B � P .
L'�equation (2.3) montre que les matrices AB et AB0 d'un endomorphisme f : V �! V

sont semblables, pour B et B0 deux bases de V .

Définition 2.8. L'ensemble des valeurs propres d'une matrice A 2 Kn�n (resp. d'un en-
domorphisme f : V �! V ) est appel�e le spectre de A (resp. de f), not�e spec(A) (resp.
spec(f)).

Théorème 2.10. Soit A 2 Kn�n une matrice et P 2 Kn�n une matrice inversible.

i) Le spectre de A et celui de P�1AP sont les mêmes.

ii) v 2 Kn est un vecteur propre de A si et seulement si P�1v est un vecteur

propre de P�1AP .

iii) Les polynômes caract�eristiques pA(x) et pP�1AP (x) sont identiques.

2.4 Théorème de Hamilton-Cayley

Soit A 2 Kn�n et p(x) = a0 + a1x+ � � � + anx
n 2 K[x] n f0g un polynôme. On peut

�evaluer le polynôme en la matrice A comme suit :

p(A) = a0 � In + a1A+ � � �+ anA
n 2 Kn�n:

Maintenant, soit pA(x) le polynôme caract�eristique de A et v un vecteur propre de A
associ�e �a la valeur propre �. On voit

pA(A) � v = a0v + a1�v + � � �+ an�
nv = pA(�)v = 0 � v = 0:

Dans le cas o�u A est diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres fv1; : : : ; vng.
On a alors pA(A) � vi = 0 pour tous i, et donc pA(A) = 0.

Théorème 2.11 (Hamilton-Cayley). Soit A 2 Kn�n et pA(�) le polynôme caract�eristique

de A, alors

pA(A) = 0:

D�emonstration. On �ecrit

det(A� �In)In = cof(A� �In)
T (A� �In);
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2.4 Th�eor�eme de Hamilton-Cayley

o�u cof(A� �In) est la comatrice de (A� �In).
En regroupant les coe�cients de �i dans cof(A� �In)

T on obtient

cof(A� �In)
T =

n�1X
i=0

�iBi

avec certaines matrices Bi 2 Kn�n. Alors

a0In + a1�In + � � �+ an�
nIn = B0A+

n�1X
i=1

�i(BiA�Bi�1)� �nBn�1;

o�u pA(�) = a0 + � � �+ an�
n. Ceci implique

a0In = B0A
aiIn = BiA�Bi�1 pour i 2 f1; : : : ; n� 1g
anIn = �Bn�1

(2.8)

ce que sont des �equations de matrices en Kn�n. Si on multiplie les matrices indic�ees
par i �a droite par Ai et qu'on somme les �equations, on obtient pA(A) �a gauche du signe
d'�egalit�e. �A droite, on obtient une somme t�el�escopique �egale �a la matrice nulle.

Exemple 2.5. Le polynôme caract�eristique de A =

 
1 1
0 2

!
est pA(t) = (1 � t)(2 � t).

On a
pA(A) = (In � A)(2In � A) = 0

Pour la matrices A =

 
2 0
0 2

!
, on a bien sûr que pA(A) = 0 pour pA(t) = (2 � t)2.

Cependant, il existe un polynôme unitaire de degr�e strictement inf�erieur tel que q(A) =
0, �a savoir q(t) = t� 2.

Définition 2.9. Le polynôme unitaire de degr�e minimal parmi ceux qui annulent A est
appel�e polynôme minimal de A.

Les r�esultats suivants donnent des utilisations typiques du th�eor�eme 2.11

Corollaire 2.12. Soit A 2 Kn�n.

(i) Toute puissance Ak avec k 2 N peut s'�ecrire comme une combinaison lin�eaire

des puissances I; A;A2; : : : ; An�1.

(ii) Si A est inversible, alors l'inverse A�1 peut s'�ecrire comme une combinaison

lin�eaire des puissances I; A;A2; : : : ; An�1.

D�emonstration. (i). Trivialement, l'assertion est vraie pour k = 0; 1; : : : ; n � 1. On
montre le cas k = n. Par le th�eor�eme 2.11 :

0 = pA(A) = �0I +�1A � � �+�n�1A
n�1+An ) An = ��0I ��1A � � ���n�1A

n�1:
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2 Valeurs propres

De fa�con similaire, on montre le cas k > n par r�ecurrence, utilisant 0 = Ak�npA(A).
(ii). Si A est inversible alors �0 = det(A) est inversible. De 0 = pA(A) on obtient que

I = ��1

�0
A � � � � �n�1

�0
An�1 � 1

�0
An = A

�
� �1

�0
I � � � � �n�1

�0
An�2 � 1

�0
An�1

�
et donc A�1 = ��1

�0
I � � � � �n�1

�0
An�2 � 1

�0
An�1.
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3 Formes bilinéaires

Dans le Chapitre 2 nous avons vu le concept de similarit�e de deux matrices A;B 2 Kn�n.
Les matrices A et B sont semblables, s'il existe une matrice inversible P 2 Kn�n tel que

A = P�1 �B � P:
Le Th�eor�eme 2.9 explique, quand une matrice A 2 Kn�n est semblable �a une matrice
diagonale. C'est la cas si et seulement si le polynôme caract�eristique de A d�ecompose en
facteurs lin�eaires et le multiplicit�es alg�ebriques et g�eom�etriques de ces racines sont les
mêmes.
Dans ce chapitre on ce concentre sur une autre relation d'�equivalence. Deux matrices

A;B 2 Kn�n sont dites congruentes s'il existe une matrice P 2 Kn�n inversible telle
que

A = P TBP:

Nous �ecrivons dans ce cas A �= B et on se demande quand est-ce que une matrice
A 2 Kn�n est congruente �a une matrice diagonale. A �= diag(a1; : : : ; an). Dans ce cas,
on a certainement

AT = A;

c.�a.d. que A est une matrice sym�etrique.
Consid�erons un exemple. Soit A 2 Zn�n3 la matrice

A =

 
0 1
1 0

!
:

L'e�et de la multiplication de A avec

P1 =

 
1 0
1 1

!
�a droite est que la nouvelle premi�ere colonne de A est la somme des deux colonnes.
L'e�et de la multiplication de A avec P T �a gauche est que la nouvelle premi�ere ligne de
A est la somme des deux lignes. Alors on obtient

P T
1 AP1 =

 
2 1
1 0

!
:

D'ici on peut additionner la premi�ere colonne de A sur la deuxi�eme et additionner la
premi�ere ligne de A sur la deuxi�eme et on obtient avec

P2 =

 
1 1
0 1

!
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3 Formes bilin�eaires

(P1P2)
TAP1P2 =

 
2 0
0 1

!
:

Maintenant, si A 2 Zn�n2 est encore la matrice

A =

 
0 1
1 0

!
;

on observe que

P T
1 AP1 =

 
0 1
1 0

!
:

En fait, on peut montrer que, sur Z2, la matrice A n'est pas congruente �a une matrice
diagonale.

Dans ce chapitre, nous allons voir que toute matrice sym�etrique A 2 Kn�n est
congruente �a une matrice diagonale si 1K + 1K 6= 0.

3.1 Formes bililnéaires : Définition et propriétés de base

Définition 3.1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Une forme bilin�eaire sur V est
une correspondance qui �a tout couple (v;w) d'�el�ements de V associe un scalaire, not�e
hv;wi 2 K, satisfaisant aux deux propri�et�es suivantes :

BL 1 Si u; v et w sont des �el�ements de V , et � 2 K est un scalaire,

hu; v + wi = hu; vi+ hu;wi et hu; � � wi = � � hu;wi:

BL 2 Si u; v et w sont des �el�ements de V , et � 2 K est un scalaire,

hv + w;ui = hv; ui+ hw;ui et h� � u;wi = � � hu;wi:

La forme bilin�eaire est dite sym�etrique si pour tout v;w 2 V

hv;wi = hw; vi:

On dit que la forme bilin�eaire est non d�eg�en�er�ee �a gauche (respectivement �a droite)
si la condition suivante est v�eri��ee :

Si v 2 V , et si hv;wi = 0 pour tout w 2 V , alors v = 0.

Si la forme bilin�eaire est non d�eg�en�er�ee �a gauche et �a droite, on dit qu'elle est non

d�eg�en�er�ee.

Exemple 3.1. Soit V = Kn, l'application

h i : V � V �! K
(u; v) 7�! Pn

i=1 uivi
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3.1 Formes bililn�eaires : D�e�nition et propri�et�es de base

est une forme bilin�eaire. V�eri�ons (BL 1). Pour tous u; v; w 2 Kn et � 2 K :

hu; v + wi =
nX
i=1

ui (vi + wi)

=
nX
i=1

(uivi + uiwi)

=
nX
i=1

uivi +
nX
i=1

uiwi

= hu; vi+ hu;wi
et

hu; � � wi =
nX
i=1

ui�wi = �
nX
i=1

uiwi = �hu;wi:

On appelle cette forme bilin�eaire la forme bilin�eaire standard de Kn. On v�eri�e aussi
tr�es facilement que la forme bilin�eaire standard est sym�etrique et non d�eg�en�er�ee.

Exemple 3.2. Soit V = R3 et

hu; vi = uT

0B@1 0 1
2 0 2
1 1 0

1CA v pour u; v 2 R3;

est une forme bilin�eaire non-symmetrique, d�eg�en�er�ee �a droite et �a gauche.

Exemple 3.3. Soit V l'espace des fonctions continues �a valeurs r�eelles, d�e�nies sur l'inter-
valle [0; 2 � �]. Si f; g 2 V on pose

hf; gi =
Z 2�

0
f(x)g(x) dx:

Clairement, h;i est une forme bilin�eaire sym�etrique sur V non d�eg�en�er�ee.

Exercice 3.1. Montrer que les formes bilin�eaires des exemples 3.1 et 3.3 sont non d�eg�en�er�ees.

Soit V un espace vectoriel de dimension �nie et B = fv1; : : : ; vng une base de V . Pour
une forme bilin�eaire f : V � V �! K et x =

P
i �ivi et y =

P
j �jvj on a

f(x; y) = f

0@ nX
i=1

�ivi;
nX
j=1

�jvj

1A
=

nX
i=1

�if

0@vi; nX
j=1

�jvj

1A
=

nX
i;j=1

�i�jf(vi; vj)

alors pour la matrice A
f
B 2 Kn�n, ayant comme composantes f(vi; vj), on a

f(x; y) = [x]TB A
f
B [y]B:
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3 Formes bilin�eaires

Exercice 3.2. Soit V de dimension �nie et B une base de V . Deux formes bilin�eaires
f; g : V � V �! K sont di��erentes si et seulement si A

f
B 6= A

g
B.

Exemple 3.4. Soit V = fp(x) : p 2 R[x]; deg(p) � 2g l'espace vectoriel des polynômes
r�eelles de degr�e au plus 2 et B = f1; x; x2g une base de V et f(p; q) =

R 1
0 p(x) � q(x)dx.

Il est facile de v�eri�er que f est une forme bilin�eaire sur V . La matrice A
f
B est

A
f
B =

0B@ 1 1=2 1=3
1=2 1=3 1=4
1=3 1=4 1=5

1CA :

Pour p(x) = 2 + 3x� 5x2 et q(x) = 2x+ 3x2 on obtient

Z 1

0
f(x)p(x)dx =

�
2 3 �5

�0B@ 1 1=2 1=3
1=2 1=3 1=4
1=3 1=4 1=5

1CA
0B@02
3

1CA
Pour m�emoire, pour deux bases B;B0 et �etant donn�e [x]B0 , on trouve les coordonn�ees

de x dans la base B, [x]B, �a l'aide de la matrice de changement de base PB0B comme

[x]B = PB0B[x]B0 :

Cette formule nous montre que

A
f
B0 = P T

B0B A
f
B PB0B: (3.1)

Exercice 3.3. Soit V un K-espace vectoriel de dimension �nie et B une base de V . Une
forme bilin�eaire f : V � V �! K est sym�etrique si et seulement si A

f
B est sym�etrique.

Proposition 3.1. Soit V un K-espace vectoriel de dimension �nie, B = fb1; : : : ; bng
une base de V et f : V � V �! K une forme bilin�eaire. Les conditions suivantes

sont �equivalentes.

i) rang(A
f
B) = n

ii) f est non d�eg�en�er�ee �a gauche, i.e. si v 2 V , et si hv;wi = 0 pour tout w 2 V ,
alors v = 0

iii) f est non d�eg�en�er�ee �a droite, i.e. si v 2 V , et si hw; vi = 0 pour tout w 2 V ,
alors v = 0

D�emonstration. Nous montrons i) et ii) sont �equivalentes. De la même mani�ere, on
d�emontre aussi que i) et iii) sont �equivalentes.

i) ) ii) : Supposons que rang(A
f
B) = n et soit v 2 V , v 6= 0. Pour w 2 V on a

f(v;w) = [v]TBA
f
B[w]B:

D�es que [v]B 6= 0, on a [v]TBA
f
B 6= 0T (car noyau(A

f
B) = f0g () rang(A

f
B) = n).

Supposons que la i-�eme composante de [v]TBA
f
B n'est pas �egale a 0. Alors [v]TBA

f
Bei 6= 0
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3.2 Orthogonalit�e

o�u toutes les composantes de ei sont 0 sauf la i-�eme composante, qui est �egale a 1. Alors
f(v; bi) 6= 0. Donc f est non d�eg�en�er�ee �a gauche.

ii) ) i) : Si f est non d�eg�en�er�ee �a gauche, alors xTA
f
B 6= 0 pour tout x 2 Kn tel

que x 6= 0 (sinon, on aurait trouv�e un x tel que xTA
f
By = 0 pour tout y 2 Kn). Ceci

implique que les lignes de A
f
B sont lin�eairement ind�ependantes. Alors rang(A

f
B) = n.

3.2 Orthogonalité

Pour ce paragraphe 3.2, s'il n'est pas sp�eci��e autrement, V est toujours un espace
vectoriel sur K muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique h;i.

Définition 3.2. Deux �el�ements u; v 2 V sont orthogonaux ou perpendiculaires si hu; vi =
0, et l'on �ecrit u ? v.

Proposition 3.2. Soit E � V une partie de V , alors E? = fv 2 V : v ? e pour tout e 2
Eg est un sous-espace vectoriel de V .

D�emonstration. Pour m�emoire : ; 6= W � V est un sous-espace si les conditions sui-
vantes sont v�eri��ees.

i) Si u; v 2W on a u+ v 2W .

ii) Si c 2 K et u 2W on a c � u 2W .

Des que 0 2 E?, on a que E? 6= ;∅. Si u; v 2 E? alors pour tout e 2 E
he; u+ vi = he; ui+ he; vi = 0 + 0 = 0;

et pour c 2 K
he; c � vi = c he; vi = c � 0 = 0:

Exercice 3.4. Soit E � V et E� le sous-espace de V engendr�e par les �el�ements de E.
Montrer E? = E�?.

Exemple 3.5. Soient K un corps et (aij) 2 Km�n une matrice �a m lignes et n colonnes.
Le syst�eme homog�ene lin�eaire

AX = 0; (3.2)

peut s'�ecrire sous la forme

hA1; Xi = 0; : : : ; hAm; Xi = 0;

o�u les Ai sont les vecteurs lignes de la matrice A et h;i d�enote la forme bilin�eaire standard
de Kn. Soit W le sous-espace de Kn engendr�e par les Ai et U le sous-espace de Kn des
solutions du syst�eme (3.2). Alors on a U =W? et dim(W?) = dim(U) = n� rang(A) =
dim(noyau(A)).
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3 Formes bilin�eaires

Définition 3.3. La caract�eristique d'un anneau (unitaire) R, Char(R) est l'ordre de 1R
comme �el�ement du groupe ab�elien (R;+). En d'autres mots, c'est le nombre

min
k2N+

1 + � � �+ 1| {z }
k fois

= 0

Si cet ordre est in�ni, la caract�eristique de R est 0.

Notation. Pour n 2 N+ l'anneau des classes des restes est d�enot�e comme Z=nZ ou plus
bri�evement Zn (parfois aussi not�e Fn). Ceci est un corps si et seulement si n est un
nombre premier.

Exemple 3.6. Soit n 2 N+. Alors la caract�eristique de Zn est n. La caract�eristique de
Q;R et C est z�ero.

Lemme 3.3. Soit Char(K) 6= 2. Si hu; ui = 0 pour tout u 2 V alors

hu; vi = 0 pour tous u; v 2 V
On dit que la forme bilin�eaire sym�etrique h;i est nulle.

D�emonstration. Soient u; v 2 V . On peut �ecrire

2 � hu; vi = hu+ v; u+ vi � hu; ui � hv; vi
et comme 2 6= 0 on a hu; vi = 0.

Définition 3.4. Une base fv1; : : : ; vng de l'espace vectoriel V est une base orthogonale si
hvi; vji = 0 pour i 6= j.

Remarque 3.4. Pour une forme bilin�eaire sym�etrique h; i et une base B = fv1; : : : ; vng.
On se rappelle que

hvi; vji = (A
h;i
B )ij

Alors B est une base orthogonale, si et seulement si, A
h;i
B est une matrice diagonale.

Théorème 3.5. Soit Char(K) 6= 2 et supposons que V est de dimension �nie. Alors V
poss�ede une base orthogonale.

D�emonstration. On montre le th�eor�eme par induction. Si dim(V ) = 1 alors toute base
contient seulement un �el�ement et alors est orthogonale.
Soit dim(V ) > 1. Si hu; ui = 0 pour tout u, le lemme 3.3 implique que la forme

bilin�eaire sym�etrique est nulle et toute base de V est orthogonale. Autrement, soit u 2 V
tel que hu; ui 6= 0 et soit V1 = spanfug. Pour x 2 V le vecteur

x� hx; ui=hu; ui � u 2 V ?
1

et alors V = V1 + V ?
1 . Cette somme est directe parce que chaque �el�ement de V1 \ V ?

1

s'�ecrit comme � � u pour � 2 K. Et hu; �ui = �hu; ui = 0 implique � = 0.
Alors dim(V ?

1 ) < dim(V ), et par induction, V ?
1 poss�ede une base orthogonale fv2; : : : ; vng.

Alors fu; v2; : : : ; vng est une base orthogonale de V .
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3.2 Orthogonalit�e

Exemple 3.7. Soit V = Z3
5 et h; i : Z3

5 � Z3
5 ! Z5 d�e�ni comme

hx; yi = xTAy;

o�u

A =

0B@ 0 2 1
2 0 4
1 4 0

1CA
Le but est de trouver une base orthogonale de Z3

5. On va trouver une matrice inversible
P 2 Z3�3

5 tel que P TAP est une matrice diagonale. Si p1; p2; p3 sont les colonnes de P ,
alors

fp1; p2; p3g
est une base de Z3

5 et c'est une base orthogonale, des que

hpi; pji = 0 si i 6= j; 1 � i; j � 3:

Nous allons additionner la 2-�eme colonne de A sur la 1-�ere colonne et la 2-�eme ligne de
A sur la 1-�ere ligne de A. C'est �a dire on calcule

P TAP =

0B@ 4 2 0
2 0 4
0 4 0

1CA
o�u

P =

0B@ 1 0 0
1 1 0
0 0 1

1CA
Apr�es on va additionner 2� la 1-�ere colonne sur la deuxi�eme, et l'op�eration correspondante
de lignes et on obtient

P TAP =

0B@ 4 0 0
0 4 4
0 4 0

1CA
o�u

P =

0B@ 1 2 0
1 3 0
0 0 1

1CA
Apr�es on va additionner 4� la 2-�ere colonne sur la 3-�eme, et l'op�eration correspondante
de lignes et on obtient

P TAP =

0B@ 4 0 0
0 4 0
0 0 1

1CA
o�u

P =

0B@ 1 2 3
1 3 2
0 0 1

1CA :
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3 Formes bilin�eaires

Nous avons trouv�e une base orthogonale8><>:
0B@11
0

1CA ;

0B@23
0

1CA ;

0B@32
1

1CA
9>=>; :

Exercices

1. Soit K un corps. Si la caract�eristique de K est di��erente de z�ero, alors elle est un
nombre premier.

2. SoitK un corps �ni. Montrer que jKj = q` pour un nombre premier q et un nombre
naturel ` 2 N. Indication : K est un espace vectoriel de dimension �nie sur

Zq pour un q premier.

3. On consid�ere les vecteurs

v1 =

0BBB@
1
1
0
0

1CCCA ; v2 =

0BBB@
0
1
1
0

1CCCA ; et v3 =

0BBB@
0
0
1
1

1CCCA 2 Z4
2:

Est-ce que spanfv1; v2; v3g poss�ede une base orthogonale par rapport �a la forme
bilin�eaire sym�etrique standard de l'exemple 3.1 ?

4. En consid�erant le forme bilin�eaire sym�etrique standard de l'exemple 3.1, trouver
une base orthogonale du sous-espace de Z4

3 engendr�e par

v1 =

0BBB@
1
1
1
0

1CCCA ; v2 =

0BBB@
0
1
1
1

1CCCA ; et v3 =

0BBB@
1
0
1
1

1CCCA 2 Z4
3:

3.3 Matrices congruentes

Définition 3.5. Deux matrices A;B 2 Kn�n sont dites congruentes s'il existe une matrice
P 2 Kn�n inversible telle que

A = P TBP:

Nous �ecrivons dans ce cas A �= B.

Exemple 3.8. Si V est de dimension �nie et B;B0 sont deux bases de V, la relation (3.1)

montre que A
h;i
B
�= A

h;i
B0 .

Lemme 3.6. La relation �= est une relation d'�equivalence.

D�emonstration. Voir exercice.

Le relation entre �= et le concept de l'orthogonalit�e est pr�ecis�ee dans le lemme suivant.
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3.4 Un algorithme

Lemme 3.7. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie et B = fv1; : : : ; vng une
base quelconque. Alors V poss�ede une base orthogonale si et seulement s'il existe

une matrice diagonale D telle que A
h:i
B
�= D.

D�emonstration. Si B0 est une base orthogonale de V , alors Ah;iB0 est une matrice diago-

nale. Grâce �a la relation (3.1), A
h;i
B est congruente �a une matrice diagonale.

Si A
h:i
B
�= D o�u D 2 Kn�n est une matrice diagonale, alors il existe une matrice

P 2 Kn�n inversible, telle que

P TA
h:i
B P = D:

La base B0 = fw1; : : : ; wng donn�ee par les colonnes de P (en tant que coordon�ees dans
la base B) :

[wj ]B =

0B@p1j...
pnj

1CA () wj =
nX
i=1

pijvi; 8j = 1; : : : ; n;

est donc une base orthogonale.

Corollaire 3.8. Soit K un corps de caract�eristique di��erente de 2. Toute matrice

sym�etrique A 2 Kn�n est congruente �a une matrice diagonale.

D�emonstration. Ceci est un corollaire du lemme 3.5 et du th�eor�eme 3.7 parce que Kn

muni de la forme bilin�eaire sym�etrique hu; vi = uTAv poss�ede une base orthogonale.

3.4 Un algorithme

Maintenant, nous allons formaliser la proc�ed�e appliqu�ee dans example 3.7.

Exemple 3.9. Soit V une espace vectoriel sur Q de dimension 3 muni d'une forme bilin�eaire
sym�etrique h; i. Soit B = fv1; v2; v3g une base de V et

A
h:i
B =

0B@1 0 2
0 3 4
2 4 0

1CA
Le but est de trouver une base orthogonale de V .
En utilisant notre algorithme on trouve

P =

0B@1 0 �2
0 1 �4

3
0 0 1

1CA
telle que

P T � Ah:iB � P =

0B@1 0 0
0 3 0
0 0 �28

3

1CA :

Alors B0 = fv1; v2;�2v1 � (4=3)v2 + v3g est une base orthogonale de V .
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3 Formes bilin�eaires

Cet algorithme trouve une matrice diagonale congruente �a la matrice sym�etrique A 2
Kn�n o�u K est un corps tel que Char(K) 6= 2. L'algorithme proc�ede en n it�erations.
Apr�es la (i � 1)-�eme it�eration, i � 1, (aussi apr�es la 0-�eme it�eration) l'algorithme a
transform�e A en une matrice congruente0BBBBBBBBBBB@

c1
c2

. . .

ci�1

bi;i : : : bi;n
...

...
bn;i : : : bn;n

1CCCCCCCCCCCA
(3.3)

o�u les composantes des premi�eres (i�1) lignes et colonnes sont nulles sauf �eventuellement
sur la diagonale.

Pour 1 � i � n, la i-�eme it�eration proc�ede comme suit.
| Soit l'indice k minimal tel que k � i et bkk 6= 0. On �echange la i-�eme ligne et la

k-�eme ligne puis la i-�eme colonne et la k-�eme colonne. Ceci permet (entre autres)
d'�echanger les coe�cients bii et bkk de la diagonale, s'assurant ainsi d'avoir un
coe�cient non nul.

| Si l'indice k de l'�etape pr�ec�edente n'existe pas (tous les coe�cients diagonaux apr�es
ci�1 sont nuls), soit j 2 fi + 1; : : : ; ng un indice v�eri�ant bij 6= 0. On ajoute la
j-�eme ligne �a la i-�eme ligne puis la j-�eme colonne �a la i-�eme colonne. Le i-�eme
coe�cient de la diagonale devient alors 2bij + bjj = 2bij 6= 0.

| Si, �a son tour, un tel indice j n'existe pas, on peut proc�eder �a la i+1-�eme it�eration
car la matrice est d�ej�a de la forme (3.3) (avec i+ 1 �a la place de i).

| Pour chaque j 2 fi + 1; : : : ; ng : on additionne �bij=bii fois la i-�eme ligne sur la
j-�eme ligne et on additionne �bij=bii fois la i-�eme colonne sur la j-�eme colonne.
Ceci permet d'annuler les coe�cients �a droite et sous le coe�cient bii. On peut
alors poursuivre �a l'�etape i+ 1.

Remarquons que chaque op�eration est faite �a la fois sur les lignes et sur les colonnes.
Ceci garantit que la matrice r�esultante reste sym�etrique. De plus, les op�erations sont
faites sur les lignes et colonnes d'indices j � i, laissant intacte la forme de la matrice
(3.3).
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3.4 Un algorithme

Exercices

1. Montrer que �= est une relation d'�equivalence sur l'ensemble des matrices Kn�n.
2. Est-ce que la matrice 0B@0 1 0

1 0 1
0 1 0

1CA 2 Z3�3
2

est congruente �a une matrice diagonale ? Indice : voir l'exercice 3. de la sec-

tion 3.2.

3. Soit V un espace vectoriel sur un corps K de dimension �nie muni d'une forme

bilin�eaire sym�etrique h:i. Soit B = fv1; : : : ; vng une base de V . Montrer que A
h:i
B 2

Kn�n est congruente �a une matrice diagonale si et seulement si V poss�ede une
base orthogonale.

4. Soit K un corps de caract�eristique 2 et soit V un espace vectoriel sur K de dimen-
sion �nie muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique non-nulle. Soit

C =

 
0 1
1 0

!
:

a) Soit dim(V ) = 2. Montrer que V ne poss�ede pas de base orthogonale si et

seulement s'il existe une base B de V telle que A
h:i
B = C.

b) Soit dim(V ) = n. Montrer que V ne poss�ede pas de base orthogonale si et
seulement s'il existe une base B de V telle que

A
h:i
B =

0BBBBBBBBBBB@

d1
d2

. . .

dk
C

. . .

C

1CCCCCCCCCCCA
et d1; : : : ; dk = 0, et le nombre de C n'est pas �egal �a z�ero.

5. Modi�er l'algorithme 3.4 tel qu'il soit aussi correct pour des corps de caract�eristique
2. Soit l'algorithme d�ecouvre que la matrice sym�etrique A 2 Kn�n n'est pas
congruente �a une matrice diagonale, soit l'algorithme calcule une matrice diagonale
congruente �a A.

6. Comment peut-on d�eterminer si un espace vectoriel de dimension �nie muni d'une
forme bilin�eaire sym�etrique poss�ede une base orthogonale ? D�ecrire tr�es bri�evement
une m�ethode.

7. Soit V un espace euclidien de dimension n. Montrer que V poss�ede une base B
telle que pour tout x; y 2 V

hx; yi = [x]B � [y]B;
o�u [x]B � [y]B d�enote la forme bilin�eaire standard de Rn entre [x]B et [y]B .
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3 Formes bilin�eaires

3.5 Le théorème de Sylvester

Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps K, Char(K) 6= 2, muni
d'une forme bilin�eaire sym�etrique. Nous avons vu (th�eor�eme 3.5) que V poss�ede une
base orthogonale. Supposons que cette base est B = fv1; : : : ; vng et consid�erons x =P

i �ivi 2 V et y =
P

i �ivi 2 V . La forme bilin�eaire s'�ecrit

hx; yi =
X
i;j

�i�jhvi; vji

=
X
i

�i�ihvi; vii

= [x]TB

0B@c1 . . .

cn

1CA [y]B

o�u ci = hvi; vii pour tout i. Si K = R on peut ordonner la base a�n d'avoir c1; : : : ; cr > 0,
cr+1; : : : ; cs < 0 et cs+1; : : : ; cn = 0.
Maintenant soit K = R et A 2 Rn�n sym�etrique. Le Corollaire 3.8 implique qu'il

existe une matrice inversible P 2 Rn�n tel que P TAP = D o�u D est une matrice
diagonale. Si on �echange deux colonnes de P et note P 0 la nouvelle matrice obtenue,
alors P 0TAP 0 = D0, o�u D0 est obtenue de D en �echangeant les �el�ements diagonaux
correspondants. Alors on peut trouver une matrice inversible P 2 Rn�n telle que

P TAP =

0B@c1 . . .

cn

1CA : (3.4)

o�u les ci sont ordonn�es de sorte que c1; : : : ; cr > 0, cr+1; : : : ; cs < 0 et cs+1; : : : ; cn =
0. En multipliant les premi�eres s colonnes de P par 1=

pjcij on obtient en fait une
factorisation (3.4) telle que c1; : : : ; cr = 1, cr+1; : : : ; cs = �1 et cs+1; : : : ; cn = 0.
Alors on trouve P 2 Rn�n inversible telle que

P TAP =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

1
. . .

1
�1

. . .

�1
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

: (3.5)

Définition 3.6. Pour un espace vectoriel sur R de dimension �nie, on appelle une base B

de V telle que A
h;i
B a la forme d�ecrite en (3.5) une base de Sylvester.
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3.5 Le th�eor�eme de Sylvester

Nous allons maintenant d�emontrer, que les nombres r et s sont invariants par rapport
au choix de la base B de V .

Définition 3.7. Le sous espace V0 = fv 2 V : hv; xi = 0 pour tout x 2 V g est appel�e
l'espace de nullit�e de la forme bilin�eaire sym�etrique h:i.
Théorème 3.9. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps K de

caract�eristique 6= 2 et soit V muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique. Soit B =
fv1; : : : ; vng une base orthogonale de V . La dimension dim(V0) est �egale au nombre

d'indices i tel que hvi; vii = 0.

D�emonstration. Nous utilisons la notation d'au-dessus et �ecrivons

hv; xi = [v]TB

0B@c1 . . .

cn

1CA [x]B:

Cette expression est �egale �a z�ero pour tout x 2 V si et seulement si ([v]B)i = 0 pour
tout i tel que ci 6= 0. Ceci d�emontre que fvi : hvi; vii = 0g est une base de l'espace de
nullit�e.

Définition 3.8. La dimension de l'espace de nullit�e dim(V0) est appel�e l'indice de nullit�e

de la forme bilin�eaire sym�etrique.

Théorème 3.10 (Th�eor�eme de Sylvester). Soit V un espace vectoriel de dimension �nie

sur R muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique. Il existe un nombre entier r � 0 tel

que, pour chaque base orthogonale B = fv1; : : : ; vng de V , exactement r des indices

i satisfont hvi; vii > 0.

D�emonstration. Soient fv1; : : : ; vng et fw1; : : : ; wng des bases orthogonales de V or-
donn�ees telles que hvi; vii > 0 si 1 � i � r, hvi; vii < 0 si r + 1 � i � s et hvi; vii = 0
si s + 1 � i � n. De même hwi; wii > 0 si 1 � i � r0, hwi; wii < 0 si r0 + 1 � i � s0 et
hwi; wii = 0 si s0 + 1 � i � n.
On d�emontre que v1; : : : ; vr; wr0+1; : : : wn est lin�eairement ind�ependant. C�a implique

que r+n� r0 � n et alors r � r0. Parce que l'argument est sym�etrique on peut conclure
que r = r0.
Si v1; : : : ; vr; wr0+1; : : : wn est lin�eairement d�ependant, il existe des scalaires x1; : : : xr

et yr0+1; : : : yn respectivement non tous �egaux �a z�ero tels que

x1v1 + � � �+ xrvr = yr0+1wr0+1 + � � � ynwn

et �ca implique, car les vi et respectivement les wi sont orthogonaux entre eux,

x21hv1; v1i+ � � �+ x2rhvr; vri = y2r0+1hwr0+1; wr0+1i+ � � � y2nhwn; wni
Les hvi; vii �a gauche sont strictement positifs. Les hwi; wii �a droite sont n�egatifs ou nuls.
Il suit que x1 = 0; : : : ; xr = 0 et, comme les wi sont lin�eairement ind�ependants, on a
�egalement yr0+1 = 0; : : : ; yn = 0.
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3 Formes bilin�eaires

Définition 3.9. L'entier r du th�eor�eme de Sylvester est appel�e l'indice de positivit�e de la
forme bilin�eaire sym�etrique.

Exemple 3.10. Trouver une base de Sylvester de R4 et les indices de nullit�e et de positivit�e
de la forme bilin�eaire sym�etrique xTAy o�u

A =

0B@2 4 6
4 4 3
6 3 1

1CA
On utilise des transformations �el�ementaires sur les colonnes et les mêmes sur les lignes
tour �a tour en alternant.
Les transformations �el�ementaires sur les colonnes sont repr�esent�ees par

P1 =

2641 �2 �3
0 1 0
0 0 1

375
et transforment la matrice A en0B@2 4 6

4 4 3
6 3 1

1CA �
2641 �2 �3
0 1 0
0 0 1

375 =

2642 0 0
4 �4 �9
6 �9 �17

375 :
Alors

P T
1 � A � P =

2642 0 0
0 �4 �9
0 �9 �17

375
Avec

P2 =

2641 0 0
0 1 �9

4
0 0 1

375
on obtient

P T
2 P

T
1 AP1P2 =

2642 0 0
0 �4 0
0 0 13

4

375
L'indice de nullit�e est z�ero et l'indice de positivit�e est 2. Le produit P1 � P2 est �egal �a

P1 � P2 =

2641 �2 3
2

0 1 �9
4

0 0 1

375
En divisant les colonnes de P par

p
2;
p
4 et

p
13=4 respectivement, on obtient une

transformation P telle que P TAP =

0B@1 1
�1

1CA.
Les colonnes de P sont une base de Sylvester.
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3.5 Le th�eor�eme de Sylvester

Exercices

1. D�emontrer, �a l'aide des th�eor�emes 3.9 et 3.10, que l'indice de n�egativit�e (l'entier s
de l'�equation (3.4)) ne d�epend lui aussi pas de la base choisie.

2. D�eterminer l'indice de nullit�e et l'indice de positivit�e des formes bilin�eaire sym�etriques
d�e�nies par les matrices suivantes

 
1 2
2 �1

!
;

 
1 1
1 1

!
;

0B@2 4 2
4 3 1
2 1 1

1CA :

3. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur R et soit h:i une forme bilin�eaire
sym�etrique sur V . Montrer que V admet une d�ecomposition en somme directe

V0 � V + � V �

o�u V0 est l'espace de nullit�e et V
+ et V � sont des sous-espaces tels que

hv; vi > 0 pour tout v 2 V + n f0g

et
hv; vi < 0 pour tout v 2 V � n f0g:
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4 Produits scalaires et hermitiens

Définition 4.1. Soit V un espace vectoriel sur R muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique.
La forme bilin�eaire sym�etrique est d�e�nie positive si hv; vi � 0 pour tout v 2 V , et si
hv; vi > 0 lorsque v 6= 0. Une forme bilin�eaire sym�etrique d�e�nie positive est un produit

scalaire.

Pour ce chapitre 4, sauf pour Chapitre 4.3, V est toujours un espace vectoriel sur R
muni d'un produit scalaire. On appelle un espace vectoriel sur R muni d'un produit
scalaire un espace euclidien.

Exemple 4.1. Soit V = Rn. La forme bilin�eaire sym�etrique

hu; vi =
nX
i=1

uivi

est un produit scalaire, appel�e le produit scalaire ordinaire. Aussi, la forme bilin�eaire
de l'exemple 3.3 est un produit scalaire.

Définition 4.2. Soit h;i un produit scalaire. La longueur ou la norme d'un �el�ement v 2 V
est le nombre

kvk =
q
hv; vi:

Un �el�ement v 2 V est un vecteur unitaire si kvk = 1.

Proposition 4.1. Pour v 2 V et � 2 R on a

k�vk = j�j kvk:

D�emonstration.

k�vk =
q
h�v; � vi

=
q
�2hv; vi

= j�j kvk:

Proposition 4.2 (Th�eor�eme de Pythagore). Si v et w sont perpendiculaires

kv + wk2 = kvk2 + kwk2:
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4 Produits scalaires et hermitiens

D�emonstration.

kv + wk2 = hv + w; v + wi
= hv; v + wi+ hw; v + wi
= hv; vi+ hv;wi+ hw; vi+ hw;wi
= kvk2 + kwk2

Proposition 4.3 (R�egle du parall�elogramme). Pour tous v et w, on a

kv + wk2 + kv � wk2 = 2kvk2 + 2kwk2:

Soit V un espace vectoriel sur un corps K muni d'un produit scalaire h;i. Si w 6= 0 est
un �el�ement de V , alors hw;wi > 0. Pour tout v 2 V , il existe un �el�ement unique � 2 K
tel que hw; v � �wi = 0.
En fait,

hw; v � �wi = hw; vi � �hw;wi:
Alors hw; v � �wi = 0 si et seulement si � = hv;wi=hw;wi.
Définition 4.3. Soit V un espace euclidien. Soit w 2 V n f0g. Pour v 2 V , soit � =
hv;wi=hw;wi. Le nombre � est la composante de v sur w, ou le coe�cient de Fourier

de v relativement �a w. Le vecteur �w s'appelle la projection de v sur w.

Exemple 4.2. Soit V l'espace vectoriel de l'exemple 3.3 et f(x) = sin kx, o�u k 2 N>0.
Alors

kfk =
q
hf; fi =

sZ 2�

0
sin2 kx dx =

p
�

Si g est une fonction quelconque, continue sur [0; 2�], le coe�cient de Fourier de g
relativement �a f est

hf; gi=hf; fi = 1

�

Z 2�

0
g(x) sin kx dx:

Théorème 4.4 (In�egalit�e de Cauchy-Schwarz). Pour tous v;w 2 V , on a

jhv;wij � kvk kwk:

D�emonstration. Si w = 0, les deux termes de cette in�egalit�e sont nuls et elle devient
�evidente. Supposons maintenant que w 6= 0. Si � = hv;wi=hw;wi est la composante
de v sur w, v � �w est perpendiculaire �a w, donc aussi �a �w. D'apr�es le th�eor�eme de
Pythagore, on trouve

kvk2 = kv � �wk2 + k�wk2
� �2kwk2
= hv;wi2=kwk2:
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Cela implique
jhv;wij � kvkkwk:

Théorème 4.5 (In�egalit�e triangulaire). Si v;w 2 V .
kv + wk � kvk+ kwk:

D�emonstration.

kv + wk2 = kvk2 + 2hv;wi+ kwk2
� kvk2 + 2kvk kwk+ kwk2
= (kvk+ kwk)2;

en recourant �a l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz.

Lemme 4.6. Soit V un espace euclidien et soient v1; : : : ; vn des �el�ements de V, deux

�a deux orthogonaux, tels que vi 6= 0 pour tout i, et soit a1; : : : ; an 2 R. Le vecteur

v � a1v1 � � � � � anvn

est perpendiculaire �a tous les v1; : : : ; vn si et seulement si ai est la composante de

v sur vi, c'est-�a-dire ai = hv; vii=hvi; vii pour tout i.
D�emonstration. Pour le v�eri�er, il su�t d'en faire le produit scalaire avec vj pour tout
j. Tous les termes hvi; vji donnent z�ero si i 6= j. Le reste

hv; vji � ajhvjvji
s'annule si et seulement si aj = hv; vji=hvjvji.
Notation. Soient V un espace vectoriel et v1; : : : ; vn 2 V . Le sous-espace engendr�e par
v1; : : : ; vn est d�enot�e par spanfv1; : : : ; vng.
Théorème 4.7 (Le proc�ed�e d'orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soient V un espace

euclidien et fv1; : : : ; vng � V un ensemble libre. Il existe un ensemble libre ortho-

gonal fu1; : : : ; ung de V tel que pour tout i, fv1; : : : ; vig et fu1; : : : ; uig engendrent
le même sous-espace de V .

D�emonstration. On montre le th�eor�eme par induction. On met u1 = v1 et on suppose
qu'on a construit fu1; : : : ; ui�1g pour i � 2. L'ensemble fu1; : : : ; ui�1; vig est libre et
une base du sous-espace engendr�e par fv1; : : : ; vig. On met

ui = vi � �1;iu1 � � � � � �i�1;iui�1

o�u les �j;i sont les composantes de vi sur uj . Comme �ca

spanfu1; : : : ; uig = spanfu1; : : : ; ui�1; vig
= spanfv1; : : : ; vig:

Surtout fu1; : : : ; uig est un ensemble orthogonal.
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4 Produits scalaires et hermitiens

Exercice 4.1. Est-ce qu'il faut vraiment supposer que le produit scalaire h:i soit r�eel et
d�e�ni positif et sur R pour ce proc�ed�e ? Peux-tu imaginer une condition plus faible et
satisfaite par la forme bilin�eaire sym�etrique qui permet le proc�ed�e de Gram-Schmidt ?

Définition 4.4. Une base fu1; : : : ; ung d'un espace euclidien est orthonormale si elle est
orthogonale et se compose de vecteurs tous unitaires.

Corollaire 4.8. Soit V un espace euclidien de dimension �nie. Supposons V 6= f0g. V
poss�ede alors une base orthonormale.

D�emonstration. Soient fv1; : : : ; vng une base de V et fu1; : : : ; ung le r�esultat du proc�ed�e
Gram-Schmidt appliqu�e �a fv1; : : : ; vng. Alors fu1=ku1k; : : : ; un=kunkg est une base or-
thonormale de V .

Exemple 4.3. Trouver une base orthonormale de l'espace vectoriel engendr�e par0BBB@
1
1
0
1

1CCCA ;

0BBB@
1
�2
0
0

1CCCA et

0BBB@
1
0
�1
2

1CCCA
Notons A;B et C les vecteurs. Soit A0 = A et

B0 = B � A0 �B
A0 � A0 � A

0

On trouve

B0 =
1

3

0BBB@
4
�5
0
1

1CCCA
On calcule

C 0 = C � A0 � C
A0 � A0 � A

0 � B0 � C
B0 �B0 �B0

et on trouve

C 0 =
1

7

0BBB@
�4
�2
�7
6

1CCCA
La base orthonormale est

A0=kA0k = 1p
3

0BBB@
1
1
0
1

1CCCA ; B0=kB0k = 1p
42

0BBB@
4
�5
0
1

1CCCA et C 0=kC 0k = 1p
105

0BBB@
�4
�2
�7
6

1CCCA
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Corollaire 4.9. Soit A 2 Rm�n une matrice de rang (colonne) plein. On peut factoriser

A comme

A = A� �R
o�u les colonnes de A� 2 Rm�n sont deux �a deux orthonormales et R 2 Rn�n est

une matrice triangulaire sup�erieure dont les valeurs diagonales sont positives.

D�emonstration. Comme rang(A) = n, les colonnes de A sont libres ; d�es lors on peut
appliquer le proc�ed�e de Gram-Schmidt �a fa1; : : : ; ang o�u aj d�esigne la j-i�eme colonne de
A. On obtient alors une base orthogonale B = fa01; : : : ; a0ng avec la relation :

a1 = a01 ; aj =
j�1X
i=1

�i;ja
0
i + a0j

pour tout j 2 f2; : : : ; ng, et o�u �i;j est le coe�cient de Fourier de aj relativement �a a0i.
Grâce �a ce proc�ed�e, on a pu �ecrire aj comme une combinaison lin�eaire de fa01; : : : ; a0ng.
On peut repr�esenter cela avec un produit matrice-vecteur :

aj = (a01 : : : a0n)

0BBBBBBBBBBBBBB@

�1;j

�2;j
...

�j�1;j

1
0
...
0

1CCCCCCCCCCCCCCA
:

En posant

S =

0BBBBBBBBB@

1 �1;2 �1;3 � � � �1;n�1 �1;n

0 1 �2;3 � � � �2;n�1 �2;n
...

. . .
...

...
. . .

...
0 � � � � � � 0 1 �n�1;n

0 0 � � � � � � 0 1

1CCCCCCCCCA
2 Rn�n;

on a, par les propri�et�es du produit matriciel,

A = A0S;

o�u A0 = (a01 : : : a0n). Il nous faut encore normaliser les colonnes de la matrice A0. Pour
cela, on d�e�nit les deux matrices diagonales suivantes :

D =

0B@1=ka
0
1k

. . .

1=ka0nk

1CA ; D�1 =

0B@ka
0
1k

. . .

ka0nk

1CA D;D�1 2 Rn�n
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4 Produits scalaires et hermitiens

En posant A� = A0D et R = D�1S on obtient :

A = A�R

o�u A� 2 Rm�n et R 2 Rn�n sont des matrices qui v�eri�ent les propri�et�es de l'�enonc�e.

Exemple 4.4. Trouver une factorisation Q;R du Corollaire 4.9 de la matrice0BBB@
1 1 1
1 �2 0
0 0 �1
1 0 2

1CCCA
On trouve 26664

1 1 1
1 �2 0
0 0 �1
1 0 2

37775 =

26664
1 4

3 �4
7

1 �5
3 �2

7
0 0 �1
1 1

3
6
7

37775
2641 �1

3 1
0 1 3

7
0 0 1

375
et alors 26664

1 1 1
1 �2 0
0 0 �1
1 0 2

37775 =

2666664
1p
3

2
p
42

21 � 4p
105

1p
3
� 5p

42
� 2p

105

0 0 �
p
105
15

1p
3

1p
42

2
p
105
35

3777775
2664
p
3 �

p
3
3

p
3

0
p
42
3

p
42
7

0 0
p
105
7

3775
Théorème 4.10 (In�egalit�e de Bessel). Si v1; : : : ; vn sont des vecteurs unitaires deux �a

deux orthogonaux et si �i = hv; vii sont les coe�cients de Fourier de v relativement

�a vi alors
nX
i=1

�2
i � kvk2:

D�emonstration.

0 � hv �
nX
i=1

�ivi; v �
nX
i=1

�ivii

= hv; vi � 2 �
X

�ihv; vii+
X

�2
i

= hv; vi �
X

�2
i

Exercices

1. Soit V un espace vectoriel sur R de dimension �ni, muni d'une forme bilin�eaire h:i.
Soit B = fb1; : : : ; bng une base orthogonale et U = spanfbi : i = 1; : : : ; n; hbi; bii >
0g. Montrer que h:i restreint �a U est un produit scalaire du sous-espace U .
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2. Soient V un espace vectoriel muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique h:i et fv1; : : : ; vng �
V un ensemble de vecteurs deux �a deux orthogonaux.

a) Montrer que fv1; : : : ; vng est un ensemble libre si pour tout i, hvi; vii 6= 0.

b) Donner un contre-exemple ou une d�emonstration de la r�eciproque.

3. Consid�erant l'exemple 3.3, montrer que l'ensemble

f1; sinx; cosx; sin(2x); cos(2x); sin(3x); cos(3x); : : : g
est un ensemble de vecteurs deux �a deux orthogonaux.

4. Trouver la factorisation Q �R du Corollaire 4.9 de la matrice0BBB@
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1

1CCCA
Trouver la factorisation de la matrice n� n0BBBBBB@

1 1 0 0 � � � 0
0 1 1 0 � � � 0

...
0 � � � � � � 0 1 1
1 0 � � � � � � 0 1

1CCCCCCA
5. Trouver une forme bilin�eaire sym�etrique de Rn telle qu'il existe des vecteurs u; v 2

Rn avec hu; ui < 0 et hv; vi > 0.

6. Soit V un espace vectoriel sur R muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique. S'il existe
des vecteurs u; v 2 V tels que hu; ui < 0 et hv; vi > 0, il existe un vecteur w 6= 0
tel que hw;wi = 0.

7. Montrer que l'in�egalit�e de Bessel (Th�eor�eme 4.10) est une �egalit�e si v est dans le
sous-espace engendr�e par les v1; : : : ; vn.

8. On consid�ere l'espace euclidien des fonctions continues sur l'intervalle [0; 1] muni
de la forme bilin�eaire sym�etrique

hf; gi =
Z 1

0
f(x)g(x) dx:

i) Soit V le sous-espace engendr�e par f(x) = x et g(x) = x2. Trouver une base
orthonormale de V .

ii) Soit V le sous-espace engendr�e par f1; x; x2g. Trouver une base orthonormale
de V .

9. Soient V un espace euclidien, fu1; : : : ; ung un ensemble orthonormal et f; g 2
spanfu1; : : : ; ung. Montrer l'identit�e de Parseval

hf; gi =
X
i

hf; uiihui; gi:
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4 Produits scalaires et hermitiens

4.1 La méthode des moindres carrées

Soient A 2 Rm�n et b 2 Rm et supposons que le syst�eme des �equations lin�eaires

Ax = b (4.1)

n'a pas de solution. Dans beaucoup d'applications, on cherche un x 2 Rn tel que la dis-
tance entre Ax et b est minimale. On aimerait alors r�esoudre le probl�eme d'optimisation
suivant

min
x2Rn

kAx� bk: (4.2)

Ici la norme k � k est par rapport au produit scalaire standard de Rn.

Lemme 4.11. Soit V un espace euclidien, H � V un sous espace de V , b 2 V et h 2 H
tel que b� h 2 H?, alors

kb� h0k > kb� hk
pour tout h0 2 H, h 6= h0. En particuli�ere h est unique.

D�emonstration. Soit h0 6= h 2 H. Puisque h� h0 2 H, Pythagore implique

kb� h0k2 = kb� h+ (h� h0)k2
= kb� hk2 + k(h� h0)k2
> kb� hk2:

Maintenant nous pouvons d�ecrire un algorithme pour r�esoudre le probl�eme suivant.

Soient b; a1; : : : ; an 2 V , trouver h 2 H = spanfa1; : : : ; ang tel que la distance

kb� hk

est minimale.

i) Trouver une base orthonormale fu1; : : : ; ukg du sous-espace H = spanfa1; : : : ; ang
avec le proc�ed�e de Gram-Schmidt.

ii) Retourner h =
Pk

i=1hb; uiiui.

Pour b 2 Rm et a1; : : : ; an 2 Rm �etant les colonnes des A 2 Rm�n en (4.1), une solution
x� 2 Rn de

Ax = h (4.3)

est une solution optimale de (4.2). Une proc�ed�e plus simple est comme suivant.
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4.2 Formes lin�eaires, bilin�eaires et l'espace dual

Théorème 4.12. Soient A 2 Rm�n et b 2 Rm. Les solutions du syst�eme

ATAx = AT b: (4.4)

sont les solutions optimales du probl�eme (4.2) (o�u l'on consid�ere la norme eucli-

dienne sur Rm, qui est la norme induite par le produit scalaire ordinaire)

D�emonstration. Soit H = spanfa1; : : : ; ang. Soit x� 2 Rn et h = Ax�. Le vecteur b� h
est orthogonal a tout les colonnes de A (et alors �a H) si et seulement si 0 = AT (b�h) =
AT b� ATAx�.
L'assertion est donc une cons�equence du Lemme 4.11.

Remarque 4.13. Pour une norme jj�jj quelconque engendr�ee par un produit scalaire h�; �i),
une preuve similaire montre que les solutions du syst�eme

ATF h�;�iAx = ATF h�;�ib

sont les solutions optimales du probl�eme (4.2), o�u F h�;�i est la matrice du produit scalaire
h�; �i selon la base canonique (i.e. (F h�;�i)i;j = hei; eji).

Exemple 4.5. Trouver une solution de moindre carr�ees sur les donn�ees

A =

0B@4 0
0 2
1 1

1CA et b =

0B@ 2
0
11

1CA

ATA =

 
17 1
1 5

!
et AT b =

 
19
11

!
:

La solution du syst�eme  
17 1
1 5

! 
x1
x2

!
=

 
19
11

!
:

est x� = (1; 2)T .

4.2 Formes linéaires, bilinéaires et l’espace dual
Chapitre 4.2 ne
fait pas parie du
cours printemns
2024

Soient V un espace vectoriel sur un corps K et V � l'ensemble des applications lin�eaires
de V dans K, o�u on consid�ere K comme espace vectoriel de dimension 1 sur lui-même.
Clairement, V � est un espace vectoriel lui-même.

Définition 4.5. L'ensemble des applications lin�eaires � : V �! K est not�e V � et, muni
de l'addition et de la multiplication scalaire usuelles, est appel�e l'espace dual de V . Les
�el�ements de V � sont appel�es formes lin�eaires.
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4 Produits scalaires et hermitiens

Remarque 4.14. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Une application

f : V � V �! K

est une forme bilin�eaire si et seulement si pour tout v 2 V , les applications g; h : V �! K
telles que g(x) = f(v; x) et h(x) = f(x; v) sont des formes lin�eaires.

Si V est de dimension �nie et si B = fv1; : : : ; vng est une base de V , l'image d'un
vecteur x =

P
i �ivi par une forme lin�eaire f est

f(x) = f

 X
i

�ivi

!
=

X
i

�if(vi)

= (f(v1); : : : ; f(vn))[x]B;

o�u [x]B = (�1; : : : ; �n)
T sont les coordonn�ees de x dans la base B.

Lemme 4.15. Supposons que V est de dimension �nie et fv1; : : : ; vng est une base de

V . La fonction �j : V �! K

�j

 X
i

�ivi

!
= �j

est une forme lin�eaire.

D�emonstration. Imm�ediate.

Théorème 4.16. Les formes lin�eaires f�j 2 V � : j = 1; : : : ; ng du lemme 4.15 pr�ec�edent

forment une base de V �.

D�emonstration. Si, pour �i 2 K, on a
P

i �i�i = 0, alors

0 =

 X
i

�i�i

!
(vj) = �j ;

c'est-�a-dire les �j sont lin�eairement ind�ependantes. Les �j engendrent V
� puisque pour

f 2 V �, f =
P

i f(vi)�i.

Définition 4.6. La base f�1; : : : ; �ng est la base duale de la base fv1; : : : ; vng.

Lemme 4.17. Soit V un espace vectoriel sur le corps K de dimension �nie muni

d'une forme bilin�eaire non d�eg�en�er�ee et soit f : V �! K une forme lin�eaire. Il

existe un v 2 V tel que f(x) = hv; xi pour tout x 2 V .
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4.2 Formes lin�eaires, bilin�eaires et l'espace dual

D�emonstration. Soient B = fv1; : : : ; vng une base de V et A
hi
B 2 Kn�n la matrice dans

la base B associ�ee �a la forme bilin�eaire. Soit a 2 Kn tel que f(x) = aT [x]B pour tout

x 2 V . D�es que A
hi
B est de rang plein (Proposition 3.1), alors il existe v 2 V tel que

[v]TBA
hi
B = aT . Ceci revient �a r�esoudre un syst�eme d'�equations lin�eaires (cf semestre 1)

et comme la matrice A
hi
B est de rang plein, on a l'existence (et même l'unicit�e) d'une

solution, i.e., [v]TBA
hi
B = aT . Ainsi f(x) = hv; xi pour tout x 2 V .

Théorème 4.18 (Suppl�ementaire orthogonal). Soient V un espace vectoriel de dimen-

sion �nie sur corps K et W un sous-espace de V . Soit h:i une forme bilin�eaire

sym�etrique tel que, si restreint sur W � W , elle est non d�eg�en�er�ee. Alors V =
W �W?.

D�emonstration. Pour un �el�ement u 2W \W? on a hu;wi = 0 pour tout w 2W . D�es
que h:i est non d�eg�en�er�e sur W on a u = 0, alors W \W? = f0g.
Il reste �a d�emontrer que V =W +W?. Pour v 2 V le lemme 4.17 implique qu'il existe

un w0 2 W tel que pour tout u 2 W , hu; vi = hu;w0i et �ca d�emontre v � w0 2 W? et
alors v 2W +W?.

Exercices

1. Soient V un espace vectoriel de dimension �nie, f : V �! K une forme lin�eaire et
B;B0 des bases de V . Soit

f(x) = aT [x]B

o�u a 2 Kn. D�ecrire f(x) en termes de PB0B et [x]B0 .

2. Soient V un espace vectoriel de dimension �nie, f : V � V �! K une forme
bilin�eaire et B;B0 des bases de V . Soit

f(x; y) = [y]TBA
f
B[y]B:

D�ecrire f(x; y) en termes de PB0B, [x]B0 , et [y]B0 .

3. On consid�ere les vecteurs

v1 =

0BBB@
1
1
0
0

1CCCA et v2 =

0BBB@
0
1
1
0

1CCCA 2 Z4
2

et la forme bilin�eaire standard. Trouver une base du spanfv1; v2g?. Est-ce que
Z4
2 = spanfv1; v2g � spanfv1; v2g? ?

4. Soit V � R[x] l'espace euclidien des polynômes de degr�e au plus n muni du produit

scalaire hp; qi = R 1
0 p(x)q(x) dx. D�ecrire la matrice A

hi
B pour B = f1; x; : : : ; xng.

5. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soient f; g 2 V � n f0g lin�eairement
ind�ependants. Montrer que

ker f \ ker g
est de dimension n� 2.
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4 Produits scalaires et hermitiens

6. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps K et soit h:i une forme
bilin�eaire sym�etrique. Exprimez (W1+W2)

? et (W1 \W2)
? en fonction de W?

1 et
W?

2 .

7. Donner un exemple d'un espace vectoriel V muni d'un produit scalaire d�eg�en�er�e
et d'un sous-espace W � V tel que V n'est pas la somme directe de W et W?.

4.3 Formes sesquilinéaires et produits hermitiens

Maintenant nous consid�erons le cas K = C. Il faut un peu modi�er la d�e�nition d'un
produit scalaire pour obtenir des r�esultats similaires �a ceux des sections pr�ec�edentes. Le
carr�e de la longueur d'un vecteur

v =

0B@a1 + i � b1
...

an + i � bn

1CA 2 Cn

o�u ai; bi 2 R, est �egal �aX
i

(a2i + b2i ) =
X
i

(ai + ibi) � (ai � ibi) =
X
i

vi � vi;

o�u vi = ai + i � bi et �vi est la conjugaison de vi. Ceci sugg�ere la d�e�nition suivante.

Définition 4.7. Soit V un espace vectoriel sur un corps C et

h;i : V � V �! C

une correspondance qui �a tout couple (v;w) d'�el�ements de V associe un nombre com-
plexe, not�e hv;wi. En consid�erant les propri�et�es suivantes :

PH 1 On a hv;wi = hw; vi pour tout v;w 2 V .
PH 2 Si u; v et w sont des �el�ements de V ,

hu; v + wi = hu; vi+ hu;wi et hv + w;ui = hv; ui+ hw;ui

PH 3 Si x 2 C et u; v 2 V ,

hx � u; vi = xhu; vi et hu; x � vi = x � hu; vi:

on dit que h;i est
i) une forme sesquilin�eaire, si h;i satisfait PH 2 et PH 3.

ii) une forme hermitienne, si h;i satisfait PH 1, PH 2 et PH 3.

iii) un produit hermitien, si h;i satisfait PH 1, PH 2 et PH 3 et

hv; vi > 0; pour tout v 2 V n f0g:
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4.3 Formes sesquilin�eaires et produits hermitiens

Une forme sesquilin�eaire est non d�eg�en�er�ee �a gauche si la condition suivante est
v�eri��ee.

Si v 2 V et si hv;wi = 0 pour tout w 2 V , alors v = 0.

Remarque 4.19. Si h;i est une forme hermitienne, pour tout v 2 V , on a hv; vi 2 R d�es
que hv; vi = hv; vi par PH 1. On dit que la forme hermitienne est d�e�nie positif si
hv; vi > 0 pour tout v 2 V n f0g. Alors un produit hermitien est une forme hermitienne
d�e�nie positif.

Exemple 4.6. Le produit hermitien standard de Cn

hu; vi =
X
i

uivi

satisfait les condition PH 1-3 et est d�e�ni positif.

Les notions d'orthogonalit�e, de perpendicularit�e, de base orthogonale et de suppl�ementaire

orthogonal sont d�e�nies comme avant. Aussi les coe�cients de Fourier sont les mêmes.
Soit w 2 V , w 6= 0 et v 2 V . On cherche � 2 C satisfaisant

hw; v � �wi = 0:

On trouve � = hw; vi=hw;wi. Puisque hw;wi 2 R et hw; vi = hv;wi, alors

� = hv;wi=hw;wi:

Exemple 4.7. Soit V l'espace vectoriel des fonctions f : R �! C continues sur l'intervalle
[0; 2�]. Pour f; g 2 V on pose

hf; gi =
Z 2�

0
f(x)g(x) dx:

C'est un produit hermitien d�e�ni positif. Les fonctions fn(x) = einx pour n 2 Z sont
orthogonales d�es que

fn(x)fm(x) = ei(n�m)x = cos((n�m)x) + i � sin((n�m)x)

et alors

hfn; fni =
Z 2�

0
1 dx = 2�

et pour n 6= m

hfn; fmi =
Z 2�

0
cos((n�m)x) dx+ i �

Z 2�

0
sin((n�m)x) dx = 0:

Pour f 2 V la composante de f sur fn, ou le coe�cient de Fourier de f relativement �a
fn, est

hf; fni
hfn; fni =

1

2�
�
Z 2�

0
f(x)e�inx dx:
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4 Produits scalaires et hermitiens

Soient V un espace vectoriel sur C de dimension �nie et f : V � V �! C une forme
sesquilin�eaire. Pour une base B = fv1; : : : ; vng de V et x =

P
i �ivi et y =

P
i �ivi on a

hx; yi =
X
ij

�i�jf(vi; vj)

et avec la matrice A
f
B = (f(vi; vj))1�i;j�n alors

hx; yi = [x]TBA
f
B[y]B (4.5)

o�u pour un vecteur v 2 Cn le vecteur v est tel que (v)i = (vi) pour tout i. Pour une

matrice A 2 Cm�n, A 2 Cm�n est la matrice telle que
�
A
�
ij
= (Aij) pour out i; j.

Définition 4.8. Une matrice A 2 Cn�n est appel�ee hermitienne si on a

A = AT :

Proposition 4.20. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension �nie et soit B une

base de V . Une forme sesquilin�eaire f est une forme hermitienne si et seulement

si A
f
B est hermitienne.

Définition 4.9. Deux matrices A;B 2 Cn�n sont congruentes complexes s'il existe une
matrice inversible P 2 Cn�n telle que A = P T �B � P . Nous �ecrivons A �=C B.

�=C est aussi une relation d'�equivalence. On peut aussi modi�er l'algorithme 3.4 tel
qu'il calcule une matrice diagonale congruente complexe par rapport �a une matrice
hermitienne A 2 Cn�n, voir l'exercice 6. Alors on a le th�eor�eme suivant.

Théorème 4.21. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension �nie, muni d'une

forme hermitienne. Alors V poss�ede une base orthogonale.

D�emonstration. Soit B = fv1; : : : ; vng une base de V . Pour x; y 2 V on a

hx; yi = [x]TBA
h:i
B [y]B:

Soit P 2 Cn�n inversible telle que

P TA
h:i
B P =

0B@c1 . . .

cn

1CA :

La base orthogonale est w1; : : : ; wn dont [wj ]B est la j-�eme colonne de P ,

[wj ]B =

0B@p1j...
pnj

1CA ;

alors wj =
Pn

i=1 pijvi.
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4.3 Formes sesquilin�eaires et produits hermitiens

Exemple 4.8. On consid�ere la matrice hermitienne

A =

264 0 �i 3 + 4i
i �2 12

3� 4i 12 5

375
et le but est de trouver une matrice inversible P 2 C3�3 telle que

P T � A � P
est une matrice diagonale. Nous �echangeons la premi�ere et la deuxi�eme colonne ainsi
que la premi�ere et la deuxi�eme ligne et obtenons264�2 i 12

�i 0 3 + 4i
12 3� 4i 5

375 :
Apr�es on transforme264 1 0 0

�0:5i 1 0
6 0 1

375 �
264�2 i 12
�i 0 3 + 4i
12 3� 4i 5

375 �
2641 0:5i 6
0 1 0
0 0 1

375 =

264�2 0 0
0 0:5 3� 2i
0 3 + 2i 77

375
La prochaine transformation est

2641 0 0
0 1 0
0 �6� 4i 1

375 �
264�2 0 0
0 0:5 3� 2i
0 3 + 2i 77

375 �
2641 0 0
0 1 �6 + 4i
0 0 1

375 =

264�2 0 0
0 0:5 0
0 0 51

375 :
Pour

P =

2640 1 0
1 0 0
0 0 1

375 �
2641 �0:5i 6
0 1 0
0 0 1

375 �
2641 0 0
0 1 �6� 4i
0 0 1

375
on obtient

P T � A � P =

264�2 0 0
0 0:5 0
0 0 51

375 :
Exercices

1. Soit V un espace vectoriel sur C et f : V � V �! C une application satisfaisant
les axiomes

i) On a f(v;w) = f(w; v) pour tout v;w 2 V .
ii) Si u; v et w sont des �el�ements de V ,

f(u; v + w) = f(u; v) + f(u;w)
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4 Produits scalaires et hermitiens

iii) Si x 2 C et u; v 2 V ,
f(x � u; v) = xf(u; v):

Montrer que f est une forme hermitienne.

2. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension �nie et f : V � V �! C une forme
sesquilin�eaire. Pour une base B = fv1; : : : ; vng de V et x =

P
i �ivi et y =

P
i �ivi

montrer en d�etail que
hx; yi = [x]TBA

f
B[y]B

avec la matrice A
f
B = (f(vi; vj))1�i;j�n. Indiquez l'application des axiomes PH 2)

et PH 3) dans les pas correspondants.

3. D�emontrer la proposition 4.20.

4. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension n et soit h:i une forme sesquilin�eaire.

Montrer que h:i est non d�eg�en�er�e si et seulement si rang(A
h:i
B ) = n pour chaque

base B de V .

5. Montrer que �=C est une relation d'�equivalence.

6. Modi�er l'algorithme 3.4 a�n qu'il calcule une matrice diagonale congruente com-
plexe par rapport �a une matrice hermitienne A 2 Cn�n.

7. Soient V un espace vectoriel sur C et dim(V ) = 3 et B = fv1; v2; v3g une base
de V . Avec les matrices Ai 2 C3�3 d�ecrites en bas et les applications fi(x; y) =
[x]TBAi[y]B, cocher ce qui s'applique.

A1 A2 A3

forme sesquilin�eaire

forme hermitienne

A1 =

0B@2 1 3
1 0 2
3 2 0

1CA ; A2 =

0B@2 1 + i 3
1 0 2
3 2 0

1CA ; A3 =

0B@ 2 1 + 2 � i 3� i
1� 2 � i 0 2� i
3� i 2 + i 0

1CA :

4.4 Espaces hermitiens

Pour le reste de ce paragraphe, s'il n'est pas sp�eci��e autrement, V est toujours un
espace vectoriel sur C muni d'un produit hermitien. Alors V est un espace hermitien.

Définition 4.10. Soit h;i un produit hermitien. La longueur ou la norme d'un �el�ement
v 2 V est le nombre

kvk =
q
hv; vi:

Un �el�ement v 2 V est un vecteur unitaire si kvk = 1.
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4.4 Espaces hermitiens

Aussi, l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz est d�emontr�ee comme avant :

jhu; vij � kukkvk: (4.6)

Les propri�et�es suivantes sont facilement v�eri��ees :

i) Pour tout v 2 V , kvk � 0 et kvk = 0 si et seulement si v = 0.

ii) Pour � 2 C et v 2 V on a k� � vk = j�j � kvk.
iii) Pour chaque u; v 2 V ku+ vk � kuk+ kvk.
Aussi, nous avons le th�eor�eme de Pythagore, l'in�egalit�e de Bessel et la r�egle du pa-

rall�elogramme. L'�equivalent du proc�ed�e de Gram-Schmidt pour les espaces hermitiens
est comme suit.

Théorème 4.22 (Le proc�ed�e d'orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soit V un espace

hermitien et fv1; : : : ; vng � V un ensemble libre. Il existe un ensemble libre ortho-

gonal fu1; : : : ; ung de V tel que pour tout i, fv1; : : : ; vig et fu1; : : : ; uig engendrent
le même sous-espace de V .

Comme avant, une base orthonormale est une base orthogonale consistant de vecteurs
unitaires et le proc�ed�e de Gram-Schmidt nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 4.23. Soit V un espace hermitien de dimension �nie. V poss�ede alors une

base orthonormale.

Exercices

1. (Composante de u sur v ; ind�ependance de la direction) Soient u; v 2 V tel que
hv; vi 6= 0. Montrer qu'il existe un seul � 2 C tel que

hu� � � v; vi = 0:

Pour ce � on a
hv; u� � � vi = 0:

2. Montrer l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz.

3. Montrer l'in�egalit�e triangulaire iii).

4. Montrer qu'un espace hermitien de dimension �nie poss�ede une base B telle que
hx; yi = [x]B � [y]B, o�u � est le produit hermitien standard.
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5 Le théorème spectral et la décomposition en
valeurs singulières

Dans ce chapitre, nous allons �etudier les espaces euclidiens et hermitiens d'une mani�ere
plus profonde. Lorsque l'on parle de C ou de R, nous allons utiliser la lettre K pour
d�enoter C ou R. On va rappeler quelques notions importantes du cours du premier
semestre. Un endomorphisme est une application lin�eaire f : V �! V . Si V est un
espace vectoriel de dimension �nie et si B = fv1; : : : ; vng est une base de V , on a

f(x) = ��1
B (AB�B(x));

o�u �B est l'ismomorphisme �B : V �! Kn, �B(x) = [x]B sont les coordonn�ees de x par
rapport �a la base B. On a le diagramme suivant

V
f����! V??y�B ??y�B

Kn AB �x����! Kn

Les colonnes de la matrice AB sont les coordonn�ees de f(v1); : : : ; f(vn) dans la base B.
Une matrice A 2 Kn�n est diagonalisable s'il existe une matrice inversible P 2 Kn�n

telle que P�1 � A � P est une matrice diagonale.

5.1 Les endomorphismes auto-adjoints

Dans ce paragraphe 5.1, V est toujours un espace euclidien ou un espace hermitien
de dimension �nie.

Définition 5.1. Un endomorphisme F est auto-adjoint si

hF (v); wi = hv; F (w)i pour tous v;w 2 V:

Théorème 5.1. Soient B = fv1; : : : ; vng une base orthonormale de V et F un endo-

morphisme. Alors F est auto-adjoint si et seulement si sa matrice AB dans la base

B est sym�etrique (K = R) ou hermitienne (K = C).
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5 Le th�eor�eme spectral et la d�ecomposition en valeurs singuli�eres

D�emonstration. On traite seulement le cas K = C. Le cas K = R est d�emontr�e d'une
mani�ere analogue. Nous avons, o�u � d�enote le produit hermitien standard,

hF (v); wi = (AB[v]B) � [w]B = [v]TBA
T
B[w]B;

et
hv; F (w)i = [v]TBAB[w]B:

Alors si AB = AT
B, il est clair que hF (v); wi = hv; F (w)i et donc F est auto-adjoint.

Et si F est auto-adjoint, en choisissant v = vi, w = vj , on obtient

hF (vi); vji = eTi A
T
Bej = (AT

B)i;j = hvi; F (vj)i = eTi ABej = (AB)i;j ;

donc AT
B = AB

Lemme 5.2. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne. Les valeurs propres de A sont

r�eelles.

D�emonstration. Soient � 2 C une valeur propre et v 6= 0 son vecteur propre. Alors

� vT v = vTAT v = vTAv = � vT v:

Corollaire 5.3. Soit F un endomorphisme auto-adjoint, alors toutes ses valeurs propres

sont r�eelles.

D�emonstration. Soit B = fv1; : : : ; vng une base orthonormale. Les valeurs propres de
F sont les valeurs propres de la matrice hermitienne AB.

Corollaire 5.4. Une matrice sym�etrique A 2 Rn�n (hermitienne A 2 Cn�n) a une

valeur propre r�eelle.

D�emonstration. Le polynôme caract�eristique p(x) = det(A� x � In) a une racine com-
plexe selon le th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre. Les valeurs propres de A sont les
racines de p(x). Mais toutes ces racines sont r�eelles selon le corollaire 5.3.

Remarque 5.5. La même preuve, par le th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre, montre en fait
que le polynôme caract�eristique de A est scind�e sur R, i.e. A poss�ede n valeurs propres
r�eelles (en comptant les multiplicit�es alg�ebriques).

Lemme 5.6. Soient F un endomorphisme auto-adjoint et u; v 6= 0 deux vecteurs

propres dont leurs valeurs propres sont di��erentes, alors hu; vi = 0.

D�emonstration. Soient � 6= 
 les valeurs propres correspondant aux vecteurs propres
u; v 6= 0 respectivement. Puisque �; 
 2 R on a

�hu; vi = hF (u); vi = hu; F (v)i = 
hu; vi
et alors hu; vi = [u]B � [v]B = 0, o�u � d�enote le produit scalaire/hermitien standard et B
est une base orthonormale de V .
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5.1 Les endomorphismes auto-adjoints

Définition 5.2. Une matrice inversible U 2 Rn�n est orthogonale si U�1 = UT . Une

matrice inversible U 2 Cn�n est unitaire si U�1 = U
T
.

Si U est orthogonale (unitaire), les colonnes de U sont une base orthonormale de Rn

(Cn), o�u l'orthonormalit�e est entendue au sens du produit scalaire (hermitien) standard.

Notation. Nous allons �ecrire A� pour d�enoter AT
pour une matrice A.

Théorème 5.7 (Th�eor�eme spectral). Soit A 2 Kn�n une matrice sym�etrique (hermi-

tienne), alors A est diagonalisable avec une matrice orthogonale (unitaire) P 2
Kn�n telle que

P � � A � P =

0B@�1 . . .

�n

1CA (5.1)

o�u �1; : : : ; �n 2 R sont les valeurs propres de A.

D�emonstration. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique. Le cas o�u A 2 Cn�n est
hermitienne est laiss�e en exercice.
Le th�eor�eme est d�emontr�e par induction. Si n = 1, l'assertion est triviale.

Supposons le th�eor�eme vrai jusqu'�a n� 1 2 N; n � 2. Montrons le pour n.
Soit �1 2 R une valeur propre de A et 0 6= v 2 Rn un vecteur propre unitaire correspon-
dant �a �1. Avec la m�ethode de Gram-Schmidt, on peut trouver une base fv; u2; : : : ; ung
dans Rn qui est orthonormale par rapport au produit scalaire ordinaire. Soit U 2 Rn�n�1

la matrice dont les colonnes sont u2; : : : ; un. On consid�ere la matrice

UT � A � U 2 Rn�1�n�1:

Cette matrice est sym�etrique. En e�et :

(UT � A � U)T = UT � AT � (UT )T = UT � A � U;
car A est sym�etrique. Par hypoth�ese d'induction, cette matrice peut être diagonalis�ee
avec une matrice orthogonale K 2 Rn�1�n�1, alors

KT � UT � A � U �K =

0B@�2 . . .

�n

1CA :

Maintenant, soit P 2 Rn�n la matrice

P = (v; U K) 2 Rn�n

La matrice P est orthogonale puisque

P T P =

 
vT v vTU K

(U K)T v (U K)T (U K)

!
=

0B@1 . . .

1

1CA :
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5 Le th�eor�eme spectral et la d�ecomposition en valeurs singuli�eres

car vT � v = 1, UT � U = In�1 et v
T � U = 0. Et

P T AP =

 
vTA

KTUTA

!�
v UK

�
=

 
�1v

T v �1v
TUK

�1K
T (vTU)T KTUTAUK

!
=

0B@�1 . . .

�n

1CA

Corollaire 5.8. Soit V un espace euclidien (hermitien) de dimension �nie et F un

endomorphisme auto-adjoint. Alors V poss�ede une base fv1; : : : ; vng orthonormale

de vecteurs propre de F .

D�emonstration. Soit B = fu1; : : : ; ung une base de V tel que hx; yi = [x]B � [y]B o�u

� d�enote le produit hermitien standard (voir chapitre 4.4, exercice 4) et soit A
(F )
B la

matrice sym�etrique (hermitienne) telle que F (x) = ��1
B (A

(F )
B [x]B). Selon th�eor�eme 5.7,

A
(F )
B est diagonalisable avec une matrice orthogonale (unitaire) P

P � � A(F )
B � P =

0B@�1 . . .

�n

1CA
Soient p1; : : : ; pn les colonnes de P . La base orthonormale de vecteurs propres de F est
fv1; : : : ; vng o�u vi = ��1

B (pi).

Comment peut-on calculer la diagonalisation (5.1) ? Voici un proc�ed�e pour diagonaliser
une matrice sym�etrique (hermitienne) A 2 Kn�n.

i) Trouver les racines �1; : : : ; �k 2 R du polynôme caract�eristique

p(x) = det(A� x � I):

ii) Pour tout j 2 f1; : : : ; kg :
a) Trouver une base b

(j)
1 ; : : : ; b

(j)
dj

du noyau de la matrice A��j I, par exemple avec
l'algorithme de Gauss.

b) Trouver une base orthonormale p
(j)
1 ; : : : ; p

(j)
dj

du spanfb(j)1 ; : : : ; b
(j)
dj
g, par exemple

avec le proc�ed�e de Gram-Schmidt.

iii) P =
�
p
(1)
1 ; : : : ; p

(1)
d1
; : : : ; p

(k)
1 ; : : : ; p

(k)
dk

�
Exemple 5.1. Soit V un espace euclidien de dimension 3 et soit F un endomorphisme
auto-adjoint de V . Soit B = fv1; v2; v3g une base orthonormale telle que

AB =

0B@ 3 �2 4
�2 6 2
4 2 3

1CA
Trouver une base orthonormale qui se compose des vecteurs propres.
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5.2 Formes quadratiques r�eelles et matrices sym�etriques r�eelles

Le polynôme caract�eristique de AB est

p(x) = det(AB � x I) = �x3 + 12x2 � 21x� 98 = �(x� 7)2(x+ 2)

On trouve les bases des espaces propres

�1 = 7 : b
(1)
1 =

0B@10
1

1CA ; b
(1)
2 =

0B@�1=21
0

1CA et �2 = �2 : b
(2)
1 =

0B@ �1�1=2
1

1CA
Les vecteurs b

(1)
1 et b

(1)
2 ne sont pas orthogonaux. Le proc�ed�e de Gram-Schmidt produit

b
(1)
2

�
= (�1=4; 1; 1=4)T . Les vecteurs b(1)1 ; b

(1)
2

�
; b

(2)
1 sont une base orthogonale de vecteurs

propres. Maintenant il reste �a les normaliser et on obtient

p
(1)
1 =

264
p
2
2
0p
2
2

375 ; p(1)2 =

2664�
p
2
6

2
p
2

3p
2
6

3775 ; p(2)1 =

264�
2
3
�1

3
2
3

375 :
Alors

np
2
2 v1 +

p
2
2 v3;�

p
2
6 v1 +

2
p
2

3 v2 +
p
2
6 v3;�2

3v1 � 1
3v2 +

2
3v3
o
est une base ortho-

normale de vecteurs propre de F .

Exercices

1. Soit z = x + iy 2 Cn, o�u x; y 2 Rn. Montrer que x et y sont lin�eairement
ind�ependants sur R si et seulement si z et z sont lin�eairement ind�ependants sur
C.

5.2 Formes quadratiques réelles et matrices symétriques réelles

Le lemme 5.2 et le corollaire 5.4 d�emontrent qu'une matrice sym�etrique r�eelle poss�ede
une valeur propre r�eelle. Cette d�emonstration passe par les nombres complexes et utilise
le th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre. Pour le cas o�u A = AT 2 Rn�n, nous allons main-
tenant d�emontrer l'assertion du corollaire 5.4 d'une mani�ere g�eom�etrique. L'ensemble

Sn�1 = fx 2 Rn : kxk = 1g
est appel�e la n-sph�ere.

Définition 5.3. Une forme quadratique est une fonction f : Rn �! R, f(x) = xTAx o�u
A 2 Rn�n est une matrice sym�etrique.

En fait, si B 2 Rn�n n'est pas sym�etrique, la matrice A = 1=2(BT +B) est sym�etrique
et xTBx = 1=2(xTBTx+ xTBx) = xTAx. Alors la fonction g(x) = xTBx est aussi une
forme quadratique.
Une forme quadratique est un polynôme de degr�e 2 et une fonction continue. Puisque

Sn�1 est compact et f(x) est continue, f(x) poss�ede un maximum sur Sn�1. Nous
sommes prêts �a d�emontrer le lemme d'une mani�ere g�eom�etrique.
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5 Le th�eor�eme spectral et la d�ecomposition en valeurs singuli�eres

Lemme 5.9. Soient A 2 Rn�n une matrice sym�etrique et v 2 Sn�1 le maximum de la

fonction f(x) = xTAx sur Sn�1. On a Av = � v pour un � 2 R. En particulier, A
poss�ede une valeur propre r�eelle.

D�emonstration. Supposons qu'il n'existe pas de � 2 R tel que Av = �v. Alors, en
particulier, Av 6= 0 et on peut �ecrire

Av = �v + � w

o�u w 2 Sn�1, w ? v et � 6= 0. Pour x 2 [�1; 1] on aq
(1� x2) v + xw 2 Sn�1:

On voit facilement que kp(1� x2) v + xwk = 1 en utilisant le fait que v ? w, et
v;w 2 Sn�1. Nous consid�erons la fonction g : [�1; 1]! R

g(x) =

�q
(1� x2) v + xw

�T
A

�q
(1� x2) v + xw

�
:

Notons que g(0) = f(v), donc si v maximise f sur la n-sph�ere, en particuli�ere x = 0 doit
maximiser g(x) dans l'intervalle [-1,1]. Si on d�emontre que g0(0) 6= 0, nous avons d�eduit
une contradiction et la d�emonstration est faite.
Comme wTAv = vTAw, clairement

g(x) = (1� x2)vTAv + (2 �
q
(1� x2) � x)wTAv + x2wTAw:

Ceci d�emontre que g0(0) = 2 � wTAv = 2 � � 6= 0.

Définition 5.4. Une matrice sym�etrique A 2 Rn�n est
| d�e�nie positive, si xTAx > 0 pour tout x 2 Rn n f0g
| d�e�nie n�egative, si xTAx < 0 pour tout x 2 Rn n f0g
| semi-d�e�nie positive, si xTAx � 0 pour tout x 2 Rn

| semi-d�e�nie n�egative, si xTAx � 0 pour tout x 2 Rn.
La forme quadratique xTAx correspondante est appel�ee d�e�nie positive, d�e�nie n�egative,
semi-d�e�nie positive ou semi-d�e�nie n�egative, en accord avec A.

Théorème 5.10. Une matrice sym�etrique A 2 Rn�n est

1. d�e�nie positive, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement

positives.

2. d�e�nie n�egative, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement

n�egatives.

3. semi-d�e�nie positive, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont posi-

tives (ou z�ero).

4. semi-d�e�nie n�egative, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont ne-

gatives (ou z�ero).

70



5.2 Formes quadratiques r�eelles et matrices sym�etriques r�eelles

D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme 5.7 il existe une matrice orthogonale U 2 Rn�n

telle que

A = U

0B@�1 . . .

�n

1CAUT : (5.2)

o�u les �i sont les valeurs propres de A. Les colonnes u1; : : : ; un de U forment une base
orthonormale de Rn de vecteurs propres de A. Soit x 2 Rn, alors x =

P
i �iui et

xTAx =
X
i

(�2
i )�i:

D'ici l'assertion suit directement.

Le k-mineur principal d'une matrice A est le d�eterminant de la matrice qui est
construite en choisissant les premi�eres k lignes et colonnes de A ; c'est-�a-dire det(Bk)
o�u Bk 2 Rk�k telle que bij = aij , 1 � i; j � k. Soit K = fl1; : : : ; lkg � f1; : : : ; ng o�u
l1 < l2 < � � � < lk. La matrice BK 2 Rk�k est d�e�nie par bij = alilj , pour 1 � i; j � k. Un
k-mineur sym�etrique de A est le d�eterminant d'une matrice BK ; c'est-�a-dire det(BK).

Théorème 5.11. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique.

a) A est d�e�nie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux sont stric-

tement positifs.

b) A est semi-d�e�nie positive si et seulement si tous ses mineurs sym�etriques sont

positifs (ou z�ero).

Ce th�eor�eme est connu sous le nom de "crit�ere de Sylvestre".

D�emonstration. On d�emontre a), tandis que b) est un exercice. Soit A une matrice
d�e�nie positive, montrons que les matrices Bk, 1 � k � n, sont �egalement d�e�nies
positives : soit zk 2 Rk non-nul, on compl�ete ce vecteur en un vecteur xk 2 Rn en lui
rajoutant n � k z�eros. On v�eri�e facilement que zTk Bkzk = xTkAxk > 0. Les valeurs
propres de Bk sont donc toutes strictement positives en vertu du th�eor�eme pr�ec�edent.
En se servant alors du th�eor�eme 5.7, on obtient facilement que det(Bk) est le produit
des valeurs propres de Bk, alors det(Bk) > 0.
Supposons maintenant que det(Bk) > 0 pour tout k 2 f1; : : : ; ng. L'argument est par

r�ecurrence. Le cas n = 1 est trivial.
Soit n > 1. Les matrices Bk k = 1; : : : ; n� 1 sont d�e�nies positives par r�ecurrence. Si

A elle même n'est pas d�e�nie positive, det(A) > 0 implique qu'il existe au moins deux
valeurs propres n�egatives, disons � et � dans la factorisation donn�ee par le th�eor�eme spec-
tral, et deux vecteurs propres orthogonaux u; v 2 Rn correspondants. Leurs derni�eres
composantes sont pas �egales �a z�ero, parce que An�1 est d�e�nie positive. Alors il existe
� 6= 0 tel que la derni�ere composante de u+ �v est �egale a z�ero. Mais

(u+ �v)TA(u+ �v) = �+ �2� < 0;

ce qui est une contradiction au fait que An�1 est d�e�nie positive.
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Exemple 5.2. Nous pouvons alors montrer qu'une matrice sym�etrique est d�e�nie positive
de deux mani�eres di��erentes d'apr�es les deux th�eor�emes pr�ec�edents : consid�erons la
matrice suivante

A =

0B@ 2 �1 0
�1 2 �1
0 �1 2

1CA :

� Son polynôme caract�eristique est �egal �a det(A�XIn) = �X3+6X2�10X+4 dont les
racines sont 2, 2+

p
2 et 2�p2. Les valeurs propres de A sont toutes les trois strictement

positives donc la matrice est d�e�nie positive.

� D'une autre fa�con, det(B1) = 2 > 0, det(B2) = 3 > 0 et det(B3) = det(A) = 4 > 0
donc la matrice est d�e�nie positive.

Théorème 5.12. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique et f(x) = xTAx la forme

quadratique correspondante �a A. On a

max
x2Sn�1

f(x) = �1 et min
x2Sn�1

f(x) = �n (5.3)

o�u �1 et �n sont les valeurs propres maximale et minimale de A respectivement.

D�emonstration. Nous utilisons la factorisation

A = P

0B@�1 . . .

�n

1CAP T

o�u P 2 Rn�n est une matrice orthogonale dont les colonnes sont p1; : : : ; pn. Si x =P
i �i pi, alors

kxk2 =
X
i

�2
i et x

TAx =
X
i

(�i�
2
i )

et si kxk2 = 1,

�n = �n
X
i

�2
i �

X
i

(�i�
2
i ) � �1

X
i

�2
i = �1:

C�a d�emontre que p1 et pn sont les solutions optimales des probl�emes d'optimisation (5.3)
avec les valeurs optimales �1 et �n respectivement.

Définition 5.5. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique. Pour x 2 Rn n f0g le quotient

Rayleigh{Ritz est

RA(x) =
xTAx

xTx
:

Pour x 2 Rn n f0g x=kxk 2 Sn�1 et RA(x) = (x=kxk)T � A(x=kxk).
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Théorème 5.13 (Th�eor�eme Min-Max). Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique avec les

valeurs propres �1 � � � � � �n. Si U d�enote un sous-espace de Rn alors

�k = max
dim(U)=k

min
x2Unf0g

RA(x) (5.4)

et

�k = min
dim(U)=n�k+1

max
x2Unf0g

RA(x) (5.5)

D�emonstration. Nous d�emontrons (5.4). La partie (5.5) est un exercice. Soit fu1; : : : ; ung
une base orthonormale de vecteurs propres associ�es �a �1 � : : : � �n respectivement. On
�xe un entier k, et un espace U de dimension k. Clairement spanfuk; : : : ; ung\U ⊋ f0g.
Alors il existe un vecteur 0 6= x =

Pn
i=k �iui 2 U . Clairement RA(x) � �k. Pour

U = spanfu1; : : : ; ukg, minx2Unf0gRA(x) = �k: Ensemble �ca d�emontre (5.4).

Exercices

1. Une matrice r�eelle sym�etrique, di��erente de la matrice z�ero, telle que toute com-
posante sur la diagonale est z�ero ne peut pas être semi d�e�nie positive, ni semi
d�e�nie n�egative.

2. Une matrice r�eelle sym�etrique, di��erente de la matrice z�ero, dont la diagonale est
�egale �a z�ero, poss�ede un 2� 2 mineur sym�etrique n�egatif.

3. Soit L 2 Rn�n une matrice de la forme

L =

 
H 0

C In�i

!

o�u H 2 Ri�i et i � 0. Soit Q 2 Rn�n la matrice de la permutation (transposition)
qui �echange �; � > i. Montrer

Q � L =

 
H 0

C 0 In�i

!
�Q

o�u C 0 provient de C en �echangeant les lignes �� i et � � i.

4. En s'appuyant sur l'exercice 3) montrer l'assertion suivante. Si l'algorithme 3.4
a ex�ecut�e k-it�erations et dans chacune de ces k it�erations, il existe un j � i tel
que bjj 6= 0 (avec la notation de la i-�eme it�eration), alors il existe une matrice de
permutation Q telle que le r�esultat de ces premi�eres k it�erations s'�ecrit

RTQTAQR;

o�u R est une matrice triangulaire sup�erieure dont les �el�ements diagonaux sont 1.
En autres mots, il existe une permutation si appliqu�ee aux lignes et colonnes, l'al-
gorithme 3.4 n'�echange pas de lignes et colonnes pendant ces premiers k it�erations.
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5. Soient A 2 Rn�n r�eelle sym�etrique et A0 la matrice obtenue de A en �echangeant
les lignes i et j (A0 = QTAQ pour une matrice de permutation (transposition) Q).
Montrer que pour tout K � f1; :::; ng, il existe K 0 � f1; :::; ng tel que det(AK) =
det(A0K0) (mineurs sym�etriques) et invers�ement. En d'autres termes, montrer que
tous les mineurs sym�etriques de A se retrouvent dans A0 et vice versa.

6. Montrer la partie b) du th�eor�eme 5.11.

Indication pour montrer (= : Il existe une matrice de permutation Q telle

que l'algorithme 3.4 n'�echange pas de colonnes et lignes si confront�e avec

QT � A �Q comme input et toutes it�erations sont telles que bii 6= 0 jusqu'�a un

point, o�u tout le reste de la matrice est 0. Il faut s'appuyer sur les exercices

2 et 4.

7. Une matrice sym�etrique A 2 Rn�n est d�e�nie n�egative, si et seulement si det(Bk) 6=
0 et det(Bk) = (�1)kjdet(Bk)j pour tout k.

8. Une matrice sym�etrique A 2 Rn�n est semi-d�e�nie n�egative, si et seulement si
det(BK) = (�1)jKjjdet(BK)j pour tout K � f1; : : : : ; ng.

9. Montrer la partie (5.5) du th�eor�eme 5.13.

Définition 5.6. Une matrice hermitienne A 2 Cn�n est

| d�e�nie positive, si xTAx > 0 pour tout x 2 Cn n f0g;
| d�e�nie n�egative, si xTAx < 0 pour tout x 2 Cn n f0g;
| semi-d�e�nie positive, si xTAx � 0 pour tout x 2 Cn,
| semi-d�e�nie n�egative, si xTAx � 0 pour tout x 2 Cn.

Le th�eor�eme 5.10 trouve son analogue comme suivant. La d�emonstration est un exer-
cice.

Théorème 5.14. Une matrice hermitienne A 2 Cn�n est

1. d�e�nie positive, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont (stricte-

ment) positives.

2. d�e�nie n�egative, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont (stricte-

ment) n�egatives.

3. semi-d�e�nie positive, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont non-

n�egatives (donc positives ou z�ero).

4. semi-d�e�nie n�egative, si et seulement si toutes ses valeurs propres sont non-

positives (n�egatives ou z�ero).

5.3 La décomposition en valeurs singulières

On commence avec un th�eor�eme qui d�ecrit la d�ecomposition en valeurs singuli�eres et
montre qu'elle existe.
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Théorème 5.15. Une matrice A 2 Cm�n peut être d�ecompos�ee comme

A = P �D �Q
o�u P 2 Cm�m et Q 2 Cn�n sont unitaires et D 2 Rm�n

�0 est une matrice diagonale.

Si A est r�eelle, P et Q sont r�eelles.

D�emonstration. La matrice A� � A est hermitienne et semi-d�e�nie positive d�es que

x�A�Ax = (Ax)�(Ax) � 0:

Alors les valeurs propres de A�A sont non-n�egatives (�i � 0). Soient �2
1 � �2

2 � � � � �2
n � 0

les valeurs propres o�u �i 2 R�0 pour tous i 2 f1; : : : ; ng et soit fu1; : : : ; ung une base
orthonormale correspondante de vecteurs propres. La matrice Q 2 Cn�n est la matrice
dont les lignes sont u�1; : : : ; u�n.
Soit r 2 N0 le nombre de �i strictement positif,

r =j fi 2 f1; : : : ; ng : �i > 0; g j :
Nous construisons les vecteurs

vi = Aui=�i; 1 � i � r:

Les vi sont orthonormaux, parce que

kvik2 = (Aui)
�Aui=�2

i = 1

et pour 1 � i 6= j � r,
v�i vj = u�iuj = 0:

Avec le proc�ed�e de Gram-Schmidt, nous compl�etons les vi tels que fv1; : : : ; vmg est une
base orthonormale de Cm. Les colonnes de la matrices P sont alors v1; : : : ; vm dans cet
ordre. La matrice D 2 Cm�n est la matrice diagonale dont les r premi�eres composantes
sur la diagonale sont �1; : : : ; �r dans cet ordre. Avec ces matrices P;D et Q nous avons

A = P �D �Q
ou de mani�ere �equivalente

P � � A �Q� = D;

Nous montrons �ca en d�etail. Nous avons

(P � � A �Q�)ij = v�iAuj (5.6)

et c'est �egal �a z�ero si j > r, parce que dans ce cas Auj = 0 d�es que u�jA
�Auj = 0. Si

i > r (5.6) pas �egale a z�ero implique Auj 6= 0 et alors j � r. Mais dans ce cas, par
construction, vi est orthogonal �a Auj=�j et (5.6) est n�eanmoins z�ero.
Et si 1 � i; j � r, alors

u�iA
�Auj=�i = u�iuj �

2
j =�i =

(
�i si i = j

0 autrement:
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Définition 5.7. En suivant la notation du th�eor�eme 5.15, les nombres �1; : : : ; �r sont les
valeurs singuli�eres de A. La factorisation A = P � D � Q est une d�ecomposition en

valeurs singuli�eres.

Exemple 5.3. Trouver une d�ecomposition en valeurs singuli�eres de

A =

0BBB@
0 �1:6 0:6
0 1:2 0:8
0 0 0
0 0 0

1CCCA :

On commence avec

A� � A =

0B@0 0 0
0 4 0
0 0 1

1CA
On obtient �1 = 2; �2 = 1 et �3 = 0. Les valeurs singuli�eres sont les �i > 0, i.e., �1 = 2
et �2 = 1. On calcule les vecteurs propres correspondant �a �1 = 2; �2 = 1 et �3 = 0. La
matrice Q est

Q =

0B@0 1 0
0 0 1
1 0 0

1CA
et

v1 =
1

2
� A
0B@01
0

1CA =

0BBB@
�0:8
0:6
0
0

1CCCA ; v2 = A

0B@00
1

1CA =

0BBB@
0:6
0:8
0
0

1CCCA :

On compl�ete avec v3 = e3 et v4 = e4, alors

P =

0BBB@
�0:8 0:6 0 0
0:6 0:8 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCCA
et 0BBB@

�0:8 0:6 0 0
0:6 0:8 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCCA �
0BBB@
2 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

1CCCA �
0B@0 1 0
0 0 1
1 0 0

1CA = A:

Définition 5.8. La pseudo inverse d'une matrice

D =

0BBBBBBBBBBB@

�1
�2

. . .

�r
0

. . .

0

1CCCCCCCCCCCA
2 Rm�n
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o�u �i 2 R>0 est

D+ =

0BBBBBBBBBBBB@

��1
1

��1
2

. . .

��1
r

0
. . .

0

1CCCCCCCCCCCCA
2 Rn�m

Toutes les composantes qui ne sont pas d�ecrites sont z�ero. La pseudo inverse d'une
matrice A 2 Cm�n avec une d�ecomposition en valeurs singuli�eres A = P �D �Q est

A+ = Q�D+P �:

Exemple 5.4. La pseudo inverse de la matrice A d'exemple 5.3 est

A+ =

0B@0 0 1
1 0 0
0 1 0

1CA �
0B@0:5 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 0

1CA �
0BBB@
�0:8 0:6 0 0
0:6 0:8 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCCA
Pourquoi est-ce que nous parlons de la pseudo inverse ? Parce qu'elle est unique.

Théorème 5.16. Soit A 2 Cm�n, alors il existe au plus une seule matrice X 2 Cn�m

telle que les quatre conditions de Penrose sont satisfaites :

i) AXA = A

ii) (AX)� = AX

iii) XAX = X

iv) (XA)� = XA.

D�emonstration. Soient X et Y deux matrices satisfaisant i-iv. Alors

X = XAX

= XAY AX

= XAY AY AY AX

= (XA)�(Y A)�Y (AY )�(AX)�

= A�X�A�Y �Y Y �A�X�A�

= (AXA)�Y �Y Y �(AXA)�

= A�Y �Y Y �A�

= (Y A)�Y (AY )�

= Y AY AY

= Y AY

= Y:
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Théorème 5.17. La pseudo inverse d'une matrice A 2 Cm�n satisfait les conditions

i-iv.

D�emonstration. Soit A = PDQ une d�ecomposition en valeurs singuli�eres et A+ =
Q�D+P �. Il est facile de voir que D+ satisfait les conditions i-iv relatives �a D. Les
conditions sont aussi vite montr�ees pour A et A+. Par exemple i est montr�ee comme
suit :

AA+A = PDQQ�D+P �PDQ
= PDD+DQ

= PDQ

= A:

Il est un exercice de v�eri�er les conditions ii-iv.

5.4 Encore les systèmes d’équations

Nous consid�erons encore une fois un syst�eme

Ax = b; (5.7)

o�u A 2 Cm�n et b 2 Cm.

Définition 5.9. La solution minimale de (5.7) est la solution du probl�eme des moindres
carr�es

min
x2Cn

kAx� bk2

correspondant avec norme kxk minimale.

Théorème 5.18. La solution minimale de (5.7) est

x = A+b;

o�u A+ est la pseudo inverse de A.

D�emonstration. Tout d'abord on remarque que pourB 2 Cn�n unitaire et y 2 Cn; kyk2 =
yT y = yTBTBy = kByk2. Ainsi on a

min
x2Cn

kAx� bk = min
x2Cn

kPDQx� bk = min
x2Cn

kP �(PDQx� b)k
= min

x2Cn
kDQx� P �bk = min

y2Cn
kDy � P �bk

= min
y2Cn

kDy � ck

o�u c = P �b. D�es lors on peut facilement v�eri�er que y est une solution minimale de
Dy = c, Q�y est une solution minimale de Ax = b. Mais comme les solutions optimales
deDy = c sont les y 2 Cn tels que yi = ci=�i pour 1 � i � r et yr+1 : : : yn sont arbitraires
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alors la solution o�u yr+1 = � � � = yn = 0 est celle de norme minimale. Elle est donn�ee
par

y = D+c:

La solution minimale de (5.7) est alors

x = Q�y = Q�D+P �b = A+b:

Exemple 5.5. Trouver la solution minimale du syst�eme0BBB@
0 �1:6 0:6
0 1:2 0:8
0 0 0
0 0 0

1CCCAx =

0BBB@
5
7
3
�2

1CCCA :

La pseudo-inverse de la matrice ci-dessus est

A+ =

0B@ 0 0 0 0
�0:4 0:3 0 0
0:6 0:8 0 0

1CA
et 0B@ 0 0 0 0

�0:4 0:3 0 0
0:6 0:8 0 0

1CA �
0BBB@

5
7
3
�2

1CCCA =

0B@ 0
0:1
8:6

1CA :

5.5 Le meilleur sous-espace approximatif

Nous nous occupons du probl�eme suivant. Soient a1; : : : ; am 2 Rn des vecteurs et
1 � k � n, trouver un sous-espace H � Rn de dimension k tel queX

i

d(ai; H)2

soit minimale. Ici d(ai; H) est la distance de ai a H. Si H = spanfu1; : : : ; ukg o�u
fu1; : : : ; ukg est une base orthonormale de H, alors ai =

Pk
j=1hai; ujiuj+di o�u di = ai�Pk

j=1hai; ujiuj est orthogonal �a u1; : : : ; uk et alors �a H. Avec le th�eor�eme de Pythagore
(Proposition 4.2), on a

d(ai; H)2 +
kX

j=1

hai; uji2 = kaik2:

Le sous-espace H de dimension k qui minimise
P

i d(ai; H)2 est alors celui qui maximise

X
i

kX
j=1

hai; uji2 =
kX

j=1

kAujk2 =
kX

j=1

uTj A
TAuj :
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Pour k = 1, nous connaissons d�ej�a une mani�ere de r�esoudre ce probl�eme. Il faut
r�esoudre

max
u2Sn�1

uTATAu:

La matrice ATA est sym�etrique, alors on peut la factoriser comme

ATA = U

0B@�1 . . .

�n

1CAUT (5.8)

o�u U = (u1; : : : ; un) 2 Rn�n est orthogonale. Nous pouvons supposer que les �i sont
ordonn�es comme �1 � �2 � � � � � �n � 0. Les valeurs propres sont non n�egatives d�es
que ATA est semi-d�e�nie positive. Selon Th�eor�eme 5.12 la solution est H = spanfu1g.
La g�en�eralisation suivante du Th�eor�eme 5.12 est un exercice.

Théorème 5.19. Soit A 2 Rn�n une matrice sym�etrique et f(x) = xTAx la forme

quadratique correspondante �a A. Soit

A = U �
0B@�1 . . .

�n

1CAUT

une factorisation de A telle que U = (u1; : : : ; un) 2 Rn�n est orthogonale et �1 �
� � � � �n. Pour 1 � ` < n on a

max
x2Sn�1

x?u1;:::;x?u`
f(x) = �`+1 = min

x2Sn�1
x?u`+2;:::;x?un

f(x) (5.9)

et u`+1 est une solution optimale.

Maintenant, nous pouvons r�esoudre le probl�eme central

min
H⊴Rn

dim(H)=k

mX
i=1

d(ai; H)2: (5.10)

Théorème 5.20. Soient a1; : : : ; am 2 Rn, A = (a1; � � � ; am)T et u1; : : : ; uk les premi�eres

colonnes de la matrice orthogonale U 2 Rn�n de la factorisation (5.8). Le sous-

espace H = spanfu1; : : : ; ukg est une solution du probl�eme (5.10).

D�emonstration. Pour k = 1 nous avons d�ej�a montr�e l'assertion. Soit k � 2 et W ⊴ Rn

un sous espace de dimension k et soit w1; : : : ; wk une base orthonormale de W . Nous
pouvons supposer wk ? spanfu1; : : : ; uk�1g, (voir Exercice 6).
Par induction, nous avons

k�1X
j=1

wT
j A

TAwj �
k�1X
j=1

uTj A
TAuj :
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5.5 Le meilleur sous-espace approximatif

D�es que
max

x2Sn�1
x?spanfu1;:::;uk�1g

xTATAx

est atteint �a uk nous avons
wT
kA

TAwk � uTkA
TAuk

et alors
kX

j=1

wT
j A

TAwj �
kX

j=1

uTj A
TAuj :

Définition 5.10. Soit A 2 Rm�n.

1) On d�e�nit la norme Frobenius de A comme le nombre

kAkF =
sX

ij

a2ij :

2) Pour une norme vectorielle k � k d�e�nie positive sur Rn, on d�e�nit la norme jjj�jjj
de A, appel�ee norme matricielle subordonn�ee �a k � k, comme le nombre

jjjAjjj = sup
v 6=0

kAvk
kvk = sup

kvk=1
kAvk:

Remarque 5.21. La norme Frobenius n'est pas une norme matricielle subordonn�ee.

Exemple 5.6. Soit A 2 Rm�n. On consid�ere la norme euclidienne standard (aussi appel�ee
norme 2) sur Rn :

kvk2 =
rXn

i=1
(vi)2:

Alors la norme matricielle subordonn�ee �a k � k2 correspond �a

jjjAjjj2 = sup
v 6=0

kAvk2
kvk2 = sup

kvk2=1
kAvk2 = sup

kvk2=1

p
vTATAv =

p
�1;

o�u �1 est la plus grande valeur propre de ATA (ou de mani�ere �equivalente,
p
�1 est la

plus grande valeur singuli�ere de A).

Exercice 5.1. Soient A 2 Rm�n, k � k une norme d�e�nie positive sur Rn, jjj�jjj la norme
matricielle subordonn�ee �a k � k. Alors pour tout v 2 Rn, on a :

kAvk � jjjAjjj � kvk:

Définition 5.11. Soit A 2 Kn�n. La trace de A est la somme de ses coe�cients diagonaux,
Tr(A) =

Pn
i=1 aii.

Lemme 5.22. Pour A;B 2 Kn�n Tr(AB) = Tr(BA).
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5 Le th�eor�eme spectral et la d�ecomposition en valeurs singuli�eres

Lemme 5.23. Pour A 2 Rm�n, kAk2F =
Pr

i=1 �
2
i o�u �1; : : : ; �r sont les valeurs sin-

guli�eres de A.

D�emonstration. On a kAk2F = Tr(ATA) = Tr(U � diag(�2
1 ; : : : ; �

2
n) � UT ) o�u U 2 Rn�n

est orthogonale. Alors

kAk2F = Tr(diag(�2
1 ; : : : ; �

2
n)) =

rX
i=1

�2
i

Maintenant nous allons r�esoudre le probl�eme suivant. �Etant donn�es A 2 Rm�n et
k 2 N, trouver une matrice B 2 Rm�n de rang(B) � k tel que

kA�BkF
soit minimale.
Si A = P � diag(�1; : : : ; �r; 0; : : : 0) �Q est une d�ecomposition en valeurs singuli�eres o�u

les colonnes de P sont v1; : : : ; vm et les lignes de Q sont uT1 ; : : : ; u
T
n on peut �ecrire

A =
rX

i=1

�iviu
T
i (5.11)

et on d�enote la somme des premiers k termes comme

Ak =
kX
i=1

�iviu
T
i

Le rang de Ak est au plus k.

Lemme 5.24. Les lignes de Ak sont les projections des lignes de A dans le sous-espace

Vk = spanfu1; : : : ; ukg.
D�emonstration. Soit aT une ligne de A. La projection de a dans le sous-espace spanfu1; : : : ; ukg
est

kX
i=1

aTui � ui:

�Ecrit comme ligne (c.�a.d. matrice en R1�n) c'est �egal a

kX
i=1

aT � (ui � uTi ):

Alors les projections des lignes de A dans le sous-espace Vk sont donn�ees par les lignes
de la matrice

Pk
i=1Auiu

T
i =

Pk
i=1 �iviu

T
i = Ak.

Théorème 5.25. Pour une matrice B 2 Rm�n de rang plus petit ou �egal �a k, on a

kA� AkkF � kA�BkF :
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5.5 Le meilleur sous-espace approximatif

D�emonstration. On d�enote les lignes de A par aT1 ; : : : ; a
T
m et soit B une matrice de rang

au plus k. Les lignes de B sont d�enot�ees comme bT1 ; : : : ; b
T
m. Soit H = spanfb1; : : : ; bmg.

La dimension de H est rang(B) � k. On a

kA�Bk2F =
mX
i=1

kai � bik2 �
mX
i=1

d(ai; H)2:

Soit eH = spanfu1; : : : ; ukg. Nous avons d�emontr�e que

i) eH est le meilleur sous-espace approximatif des lignes de A alors
Pm

i=1 d(ai; H)2 �Pm
i=1 d(ai;

eH)2 et

ii) Les lignes de Ak sont les projections des lignes de A dans eH.

En d�enotant les lignes de Ak par eaT1 ; : : : ; famT , alors

kA�Bk2F �
mX
i=1

d(ai; eH)2 =
mX
i=1

kai � eaik2 = kA� Akk2F :

Exercices

1. Est-ce que la d�ecomposition en valeurs singuli�eres est unique ? Est-ce que les va-
leurs singuli�eres sont uniques ?

2. Dans la d�emonstration du th�eor�eme 5.15, montrer que rang(A) = r.

3. D�emontrer que la pseudo-inverse satisfait les conditions ii-iv.

4. Si Ax = b a plusieurs solutions, il existe une solution unique avec une norme
minimale.

5. Montrer Th�eor�eme 5.19.

6. Soient G;H � Rn des sous-espaces de Rn et k = dim(G) > dim(H). Montrer que
G poss�ede une base orthonormale w1; : : : ; wk telle que wk ? H.
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6 Systèmes différentiels linéaires

On consid�ere le syst�eme di��erentiel suivant

x01(t) = a11x1(t) + � � �+ a1nxn(t)
x02(t) = a21x1(t) + � � �+ a2nxn(t)

...
x0n(t) = an1x1(t) + � � �+ annxn(t)

(6.1)

o�u les aij 2 R. En notation matricielle, on peut �ecrire le syst�eme comme

x0 = Ax

o�u

A =

0B@a11 � � � a1n
...

an1 � � � ann

1CA ; x 2 C1(R;Rn):

On cherche des fonctions d�erivables xi : R �! R qui, ensemble, constituent x et qui
satisfont (6.1). Un tel x est une solution du syst�eme (6.1). Soit v 2 Rn. Une solution
x du syst�eme (6.1) respecte les conditions initiales donn�ees par v, si xi(0) = vi pour
i = 1; : : : ; n. On �ecrit x(0) = v.

Exemple 6.1. Consid�erons l'�equation di��erentielle x0(t) = x(t). Une solution est x(t) = et.
Une autre solution est x(t) = 2 � et. Si on sp�eci�e la condition initiale x(0) = 1, alors
x(t) = et est l'unique solution qui satisfait cette condition initiale. G�en�eralement, si on
sp�eci�e x(0) = �, alors x(t) = � � et est la solution qui satisfait la condition initiale.
Consid�erons x0(t) = �x(t), une solution est x(t) = e(�t). C'est aussi une solution qui

respecte la condition initiale x(0) = 1.

Exemple 6.2. Soit A =

 
0 �1
1 0

!
. On trouve deux solutions

x1(t) =

 
cos t
sin t

!

et

x2(t) =

 
� sin t
cos t

!
et chaque combinaison lin�eaire des deux

� � x1(t) + � � x2(t)
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6 Syst�emes di��erentiels lin�eaires

est une solution. Si on sp�eci�e la condition initiale x(0) = ( 12 ) on cherche alors �; � 2 R
tel que  

1
2

!
= � � x1(0) + � � x2(0) =

 
1 0
0 1

! 
�
�

!
:

On met � = 1 et � = 2, alors x1(t) = cos(t)� 2 sin(t) et x2(t) = sin(t) + 2 cos(t) est une
solution, respectant les conditions initiales x(0) = ( 12 ).

Le th�eor�eme suivant est d�emontr�e en cours analyse 2.

Théorème 6.1 (Cours d'analyse II). �Etant donn�e les conditions initiales x(0) il existe
une unique solution x du syst�eme (6.1).

Nous sommes concern�es par le probl�eme de trouver la solution x explicitement.

Exercices

1. Une fonction f : C �! C est holomorphe en z0 2 C si

f 0(z0) = lim
z!z0

f(z)� f(z0)

z � z0

existe. Soit f holomorphe sur C et g = fjR la fonction f r�eduite �a R. Montrer

i) g(x) = g<(x) + i � g=(x) est d�erivable au sens de notre d�e�nition, parti-
culi�erement g<(x) et g=(x) sont d�erivables.

ii) f 0jR(x) = g0<(x) + i � g0=(x).
2. Soit fu1 + i � w1; : : : ; un + i � wng une base de Cn o�u ui; wi 2 Rn pour tout i.

Montrer que spanfui; wi : 1 � i � ng = Rn.

6.1 L’exponentielle d’une matrice

Définition 6.1. Pour A 2 Cn�n on d�e�nit

eA = I + A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + � � �

On rappelle la d�e�nition d'une s�erie int�egrable

1X
j=0

ajz
j ;

o�u les coe�cients aj 2 C, et qui converge sur un disque de rayon �. C'est �a dire que,
si jzj < � la s�erie converge et la fonction f : fx 2 C : jxj < �g ! C d�e�nie par f(x) =P1

j=0 ajx
j est holomorphe avec d�eriv�ee f 0(x) =

P1
j=0 jajx

j�1. Une s�erie int�egrable
importante est la s�erie

ex =
1X
j=0

1

j!
xj ;
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6.1 L'exponentielle d'une matrice

qui d�e�nit la fonction holomorphe exp : C �! C

ea+i b = ea(cos b+ i sin b); a; b 2 R:

On va maintenant g�en�eraliser la d�e�nition de la norme Frobenius pour les matrices
complexes. Pour A 2 Cm�n,

kAkF =
sX

ij

jaij j2:

Lemme 6.2. Pour A 2 Cn�m et B 2 Cm�n on a

kA �BkF � kAkF � kBkF :

D�emonstration. Soient aT1 ; : : : ; a
T
n 2 Cm les lignes de A et b1; : : : ; bn 2 Cm les colonnes

de B. Avec Cauchy-Schwarz

j(AB)ij j2 = (aTi bj)(ai
T bj) � kaik2kbjk2

et donc

kABk2F =
X
ij

j(AB)ij j2 �
X
i

kaik2 �
X
i

kbik2 = kAk2F � kBk2F :

Lemme 6.3. Soit A 2 Cn�n. La s�erie

eA = I + A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + � � �

converge.

D�emonstration. Consid�erons la suite (bn)n2N 2 Cn�n

bn =
nX
j=0

Aj

j!

On montre que cette suite et une suite Cauchy par rapport la norme Frobenius k � kF .
Soient m � n 2 N, alors

k bm � bn kF = k
mX

j=n+1

Aj

j!
kF

�
mX

j=n+1

k Aj kF
j!

�
mX

j=n+1

k A kjF
j!

:
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6 Syst�emes di��erentiels lin�eaires

Le premi�ere in�egalit�e au dessus est l'in�egalit�e triangulaire (Th�eor�eme 4.5) et la deuxi�eme
est Lemme 6.2. Puisque la suite (an)n2N 2 R

an =
nX
j=0

k A kjF
j!

es Cauchy (Analyse 1), alors pour tout � > 0 il existe N� 2 N tel que pour tout
m;n � N�

jam � anj < �:

Alors, pour tous m;n � N�, on a

k bm � bn kF< �:

Ceci montre que (bn) est Cauchy et alors que eA converge.

Nous avons montr�e que eAt =
P1

k=0
tk

k!A
k converge pour tout t 2 R. Plus pr�ecis�ement

chaque composante
P1

k=0
tk

k!A
k est une s�erie int�egrable avec un rayon de convergence1.

Nous pouvons donc d�eriver les termes de la somme pour obtenir

d

dt
eAt = AeAt: (6.2)

Théorème 6.4. La solution du probl�eme initial x0 = Ax, x(0) = v est

x(t) = eAtv:

D�emonstration. Soit x(t) = eAtv. Alors x0(t) = AeAtv = Ax(t). Plutôt x(0) = v.

Exemple 6.3 (Exemple 6.2 continu�e). Soit encore A =

 
0 �1
1 0

!
et les conditions initiales

donn�ees par v = ( 12 ). On calcule

etA = I + tA+
t2A2

2
+
t3A3

3!
+ : : :

dans ce cas. Pour k 2 N

A2k = (�1)kI et A2k+1 =

 
0 (�1)k+1

(�1)k 0

!

Alors, on a

etA =

0BBBB@
1X
k=0

(�1)kt2k
(2k)!

1X
k=0

(�1)k+1t2k+1

(2k + 1)!
1X
k=0

(�1)k+1t2k+1

(2k + 1)!

1X
k=0

(�1)kt2k
(2k)!

1CCCCA
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6.1 L'exponentielle d'une matrice

On se souvient des formules

cos(t) =
1X
k=0

(�1)kt2k
(2k)!

et sin(t) =
1X
k=0

(�1)kt2k+1

(2k + 1)!

Alors

etA =

 
cos(t) � sin(t)
sin(t) cos(t)

!

Pour v0 =

 
1
2

!
alors comme avant,

x =

 
cos(t) � sin(t)
sin(t) cos(t)

! 
1
2

!
=

 
cos(t)� 2 sin(t)
2 cos(t) + sin(t)

!

est une solution respectons les conditions initiales v0 =

 
1
2

!
.

Définition 6.2. Soit K un corps. Une matrice N 2 Kn�n est nilpotente s'il existe un
k 2 N tel que Nk = 0.

Nous allons montrer ce th�eor�eme dans les prochaines cours.

Théorème 6.5. Chaque matrice A 2 Cn�n peut être factoris�ee comme

A = P (diag(�1; : : : ; �n) +N)P�1

o�u N 2 Cn�n est nilpotente, P 2 Cn�n est inversible, �1; : : : ; �n 2 C sont les valeurs

propres de A et diag(�1; : : : ; �n) et N commutent.

On se souvient maintenant, comment montrer que ex+y = exey pour x; y 2 C. Pour
N 2 N, le produit des termes

PN
k=0 x

k=k! et
PN

k=0 y
k=k! s'�ecrit comme 

NX
k=0

xk=k!

! 
NX
k=0

yk=k!

!
=

2NX
k=0

X
i+j=k

xi

i!

yj

j!
(6.3)

=
2NX
k=0

kX
j=0

 
k

j

!
xk�j

(k � j)!

yj

j!
: (6.4)

En fait, c'est le cas pour x; y 2 R, o�u R est un anneau et x � y = y � x, c.�a.d. x et y
commutent. Dans ce cas, on a aussi

2NX
kk=0

(x+ y)j

k!
=

2NX
k=0

kX
j=0

 
k

j

!
xk�j

(k � j)!

yj

j!
:

Bas�e sur cette observation, le lemme suivant est un exercice.
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6 Syst�emes di��erentiels lin�eaires

Lemme 6.6. Pour A;B 2 Cn�n, si A �B = B � A on a eA+B = eAeB.

Comment peut-on maintenant r�esoudre le probl�eme initial x0 = Ax; x(0) = v expli-
citement ? Nous savons que cette solution est x = etA � v et nous savons que c'est une
solution r�eelle pour A 2 Rm�n. Mais les premiers termes s'�ecrivent comme

mX
i=0

tiAi = P

 
mX
i=0

(tdiag(�1; : : : ; �n) + tN)i=i!

!
P�1:

Maintenant,
1X
i=0

(tdiag(�1; : : : ; �n) + tN)i=i! = et�diag(�1;:::;�n)+tN :

Puisque t � diag(�1; : : : ; �n) et t �N commutent, le th�eor�eme 6.5 implique

et�diag(�1;:::;�n)+tN = et�diag(�1;:::;�n) � etN

La solution r�eelle que l'on cherche est alors

x = Petdiag(�1;:::;�n)etNP�1v

= P

0@diag(e�1 t; : : : ; e�n t) � k�1X
j=0

tjN j=j!

1AP�1;

o�u k 2 N est tel que Nk = 0.

Exemple 6.4 (Exemple 6.2 continu�e). La matrice

A =

 
0 �1
1 0

!
est diagonalisable sur C. En fait avec

P =

 
1 1
i �i

!
et D =

 
�i 0
0 i

!
on a

A = P �D � P�1:

Les premiers N termes de la s�erie etA, sont alors

NX
k=0

tkAk=k! =
NX
k=0

tk
�
(P �DkP�1

�
=k!

= P

 
NX
k=0

(t �D)k=k!

!
P�1

= P �

0BBBBB@
NX
k=0

(�i � t)k=k! 0

0
NX
k=0

(i � t)k=k!

1CCCCCA � P�1
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6.1 L'exponentielle d'une matrice

Puisque pour tout t 2 R

1X
k=0

(�i � t)k=k! = cos(t)� i sin(t) et
1X
k=0

(i � t)k=k! = cos(t) + i sin(t);

et

P�1 =
1

2

 
1 �i
1 i

!
on a alors

et�A = P �D � P�1

=

 
cos(t) � sin(t)
sin(t) cos(t)

!

La solution respectant les conditions initiales v =

 
1
2

!
est, comme avant

x =

 
cos(t) � sin(t)
sin(t) cos(t)

!
�
 
1
2

!
=

 
cos(t)� 2 sin(t)
2 cos(t) + sin(t)

!
:
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7 La forme normale de Jordan

Dans ce chapitre, on va d�emontrer le Th�eor�eme 6.5. On va donner une forme normale
sp�eci�que pour chaque matrice complexe, le forme normale de Jordan. Dans ce cha-
pitre, K d�enote toujours un corps et V un espace vectoriel sur K. On se rappelle que
une matrice N 2 Kn�n est nilpotente s'il existe un k 2 N tel que Nk = 0.

Définition 7.1. Un bloc Jordan est une matrice de la forme

J(�; k) =

0BBBBBB@
� 1

� 1
. . .

. . .

� 1
�

1CCCCCCA 2 Ck�k

o�u les �el�ements non d�ecrits sont z�ero. Le nombre k est appel�e la longueur our la di-

mension du bloc Jordan.
Une matrice A 2 Cn�n est en forme normale de Jordan si A est en forme bloc

diagonale, o�u tous les blocs sur la diagonale sont des blocs Jordan, i.e. A est de la forme

A =

0BBBB@
J(�1; n1)

J(�2; n2)
. . .

J(�k; nk)

1CCCCA
o�u les matrices J(�j ; nj) 2 Cnj�nj sont des blocs de Jordan.

Notre but de ce chapitre est de montrer le th�eor�eme suivant, qui est une version
sp�eci�que du Th�eor�eme 6.5.

Théorème 7.1. Soit A 2 Cn�n, alors il existe des matrices P; J 2 Cn�n telles que J
est en forme normale de Jordan, P est inversible et

A = P�1 J P:

Définition 7.2. Soit V = Cn. Le d�ecalage est l'application lin�eaire

U

0B@x1...
xn

1CA =

0BBBB@
x2
x3
...
0

1CCCCA :

Le d�ecalage plus une constante est aussi une application lin�eaire

U + � � I:
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7 La forme normale de Jordan

Il est facile de voir que la matrice repr�esentant le d�ecalage plus � par rapport �a la
base canonique de C est un seul bloc de Jordan0BBBBBB@

� 1
� 1

. . .
. . .

� 1
�

1CCCCCCA :

7.1 Déterminer la forme normale der Jordan

Avant de d�emontrer le Th�eor�eme 7.1, on se pose la question : Comment calculer une

forme normale de Jordan d'une matrice A 2 Cn�n ?
On ce rappelle du fait suivant.

Soit K un corps. Si A;B 2 Kn�n sont similaires, alors leurs polynômes
caract�eristiques sont les mêmes.

Soit alors le polynôme caract�eristique de A,

pA(x) = (�1)n
nY
i=1

(x� �i): (7.1)

Alors �1; : : : ; �n sont les �el�ements sur la diagonale de J .

Exemple 7.1. Soit A 2 C5�5 la matrice

A =

0BBBBB@
�2 5 �1 1 22
8 �7 0 �4 �32
2 �4 4 1 �23

�10 13 �2 5 55
�2 3 0 1 13

1CCCCCA
Le polynôme caract�eristique de A est

pA(x) = �(x� 2)4(x� 5) 2 C[x]:

D'ici on sait alors que J a la forme

J =

0BBBBB@
2 �

2 �
2 �

2
5

1CCCCCA ;

ou les � peuvent être soit 0 ou 1. Si, par exemple, le deuxi�eme � est 0 et les autres sont
1, alors, J est compos�e de 3 blocs Jordan et totale. Si tous � sont 1, alors, J est compos�e
de 2 blocs Jordan.
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7.1 D�eterminer la forme normale der Jordan

Maintenant A = P�1JP , o�u P 2 Cn�n est une matrice inversible. Pour � 2 C on voit

(A� �I)k =
�
P�1(J � �I)P

�k
= P�1(J � �I)kP:

Un �el�ement x 2 Cn est an �el�ement du ker
�
(A� �I)k

�
, si et seulement si Px 2 ker

�
(J � �I)k

�
.

Alors on peut d�eduire le lemme suivant.

Lemme 7.2. Soit k 2 N, alors

dim(ker
�
(A� �I)k

�
) = dim(ker

�
(J � �I)k

�
):

Exemple 7.2 (Exemple 7.1 continu�e). La dimension du ker(A� 2I) est 2 et J � 2I est

J � 2I =

0BBBBB@
0 �

0 �
0 �

0
3

1CCCCCA :

Alors, un des � est z�ero, les autres deux sont �egaux �a 1.

On voit directement le lemme suivant.

Lemme 7.3. Soit � 2 C une valeur propre de A, la dimension de

ker(A� �I)

est le nombre de bloc Jordan de J dont � est sur la diagonale.

Exemple 7.3 (Exemple 7.1 continu�e). La dimension du ker(A� 2I) est 2 et J � 2I est

J � 2I =

0BBBBB@
0 �

0 �
0 �

0
3

1CCCCCA :

Alors, un des � est z�ero, les autres deux sont �egaux �a 1.

On a deux blocs avec diagonale 2. Les possibilit�es (�a l'ordre pr�e) sont

J = J1 =

0BBBBB@
2 1

2 0
2 1

2
5

1CCCCCA
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7 La forme normale de Jordan

et

J = J2 =

0BBBBB@
2 1

2 1
2 0

2
5

1CCCCCA
Maintenant

(J1 � 2I)2 =

0BBBBB@
0 0

0 0
0 0

0
9

1CCCCCA
et

(J2 � 2I)2 =

0BBBBB@
0 0 1

0 0
0 0

0
9

1CCCCCA
La dimension du noyaux de (A� 2I)2 est

dim(ker((A� 2I)2)) = 3;

alors

J = J2 =

0BBBBB@
2 1

2 1
2 0

2
5

1CCCCCA :

Lemme 7.4. Soit k 2 N, � 2 C une valeur propre de A 2 Cn�n et J une forme

normale de Jordan de A. Le nombre de bloc Jordan dont � est l'�el�ement diagonale

et de longueur aux moins k + 1 est donn�e par

dim(ker
�
(A� �I)k+1

�
)� dim(ker

�
(A� �I)k

�
):

D�emonstration. Supposons que

J =

0BBBBBBBBB@

B1

. . .

Bs

Bs+1

. . .

Bk

1CCCCCCCCCA
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7.2 D�ecomposition selon le polynôme caract�eristique

O�u les B1; : : : ; Bk sont des blocs Jordan et B1; : : : ; Bs ont � sur la diagonale et les
�el�ements sur la diagonale des Bs+1; : : : ; Bk sont di��erents de �. Au plus, on suppose
Bi 2 Cni�ni pour i 2 f1; : : : ; kg. Pour j 2 N, matrice (J � �I)j est de la forme

(J � �I)j =

0BBBBBBBBBB@

C
j
1

. . .

C
j
s

C
j
s+1

. . .

C
j
k

1CCCCCCCCCCA
o�u Ci = J(0; ni) pour i = 1; : : : ; s et Ci = J(e�i; ni) pour i = s+ 1; : : : ; k, o�u e�i 6= 0.

Pour j 2 N on a

dimker(A� �I)j = dimker(J � �I)j (7.2)

=
sX

i=1

dimker(J(0; ni)
j) (7.3)

=
sX

i=1

minfni; jg: (7.4)

Si on compare alors dimker(A��I)k+1 avec dimker(A��I)k, la somme (7.4) augmente
par 1 pour chaque bloc Jordan de longueur aux moins k+1. Pour les blocs plus courts,
alors ni � k, on a minfni; kg = ni = minfni; k + 1g.

Corollaire 7.5. Soit A 2 Cn�n, J 2 Cn�n une forme normale Jordan de A et � 2 C
une valeur propre de A. Soit k 2 f1; : : : ; ng et nk le nombre de blocs Jordan avec �
sur la diagonale de longueur k. Alors

nk = 2 � dimker(A� �I)k � dimker(A� �I)k+1 � dimker(A� �I)k�1:

Corollaire 7.6. Soit A 2 Cn�n. La forme normale de Jordan est unique a l'ordre des

blocs pr�e.

7.2 Décomposition selon le polynôme caractéristique

Définition 7.3. Soient V un espace vectoriel sur un corpsK, T : V ! V un endomorphisme
et f(x) = a0 + � � � + anx

n 2 K[x]. L'�evaluation de f sur T est l'endomorphisme
f(T ) : V ! V

f(T ) = anT
n + an�1T

n�1 + � � �+ a1T + a0id;

o�u Tn = T � T � � � � � T| {z }
n fois

et � d�enote la composition de fonctions.
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7 La forme normale de Jordan

Remarque 7.7. Comme la d�emonstration du Th�eor�eme 1.4, o�u T joue le rôle de x et id le
rôle de 1 = x0, on d�emontre :

Pour f; g 2 K[x] et T : V ! V un endomorphisme, on a

i) (f � g)(T ) = f(T ) � g(T ) et
ii) (f + g)(T ) = f(T ) + g(T ).

Définition 7.4. Soit K un corps, f(x) = a0+� � �+anxn 2 K[x] et A 2 Kn�n. L'�evaluation
de f sur A est la matrice f(A) 2 Kn�n

f(A) = anA
n + an�1A

n�1 + � � �+ a1A+ a0In:

Remarque 7.8. Pour f; g 2 K[x] et A 2 Kn�n une matrice, on a

i) (f � g)(A) = f(A) � g(A) et
ii) (f + g)(A) = f(A) + g(A).

Ici, les op�erations � et + sont la multiplication et l'addition de matrices respectivement.

Lemme 7.9. Soient p(x) 2 K[x] et A;B 2 Kn�n deux matrices similaires. Alors p(A)
et p(B) sont similaires.

D�emonstration. Soit P 2 Kn�n inversible et A = P�1BP . Alors pour i 2 N0 on a

Ai = P�1BiP

et alors
p(A) = P�1p(B)P:

Exemple 7.4. On consid�ere la matrice

A =

0BBB@
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
�6 0 5 0

1CCCA :

Le polynôme caract�eristique de A est

fA(A) = x4 � 5x2 + 6 = (x2 � 2)(x2 � 3):

On v�eri�e le th�eor�eme de Cayleigh-Hamilton (Th�eor�eme 2.11) :

fA(A) = (A2 � 2I) � (A2 � 3I)

=

0BBB@
�2 0 1 0
0 �2 0 1
�6 0 3 0
0 �6 0 3

1CCCA �
0BBB@
�3 0 1 0
0 �3 0 1
�6 0 2 0
0 �6 0 2

1CCCA

=

0BBB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCCA :
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7.2 D�ecomposition selon le polynôme caract�eristique

Définition 7.5. Soient T : V ! V un endomorphisme et W � V un sous-espace de V . On
dit que W est invariant sous T si T (x) 2W pour tout x 2W .

Soit A 2 Kn�n une matrice et W � Kn un sous-espace de Kn. On dit que W est
invariant sous A si Ax 2W pour tout x 2W .

Remarque 7.10. Supposons que dim(V ) = n, T : V ! V un endomorphisme et W � V
un sous-espace invariant sous T . Si

B = fw1; : : : ; wk; v1 : : : ; vn�kg

est une base de V o�u fw1; : : : ; wkg est une base de W , alors la matrice de T associ�ee �a
la base B est de la forme

AT
B =

 
B C
0 D

!

o�u B 2 Kk�k et D 2 K(n�k)�(n�k). Si, au plus, span(v1 : : : ; vn�k) est invariant sous T ,
alors

AT
B =

 
B 0
0 D

!

Lemme 7.11. Soient f(x) 2 K[x] et T : V �! V un endomorphisme, alors ker(f(T ))
est invariant sous T .

D�emonstration. Si v 2 ker(f(T )) on trouve que

f(T )(T (v)) = [f(T ) � T ] (v)
= [(f(x) � x)(T )] (v)
= [(x � f(x))(T )] (v)
= T (f(T )(v))

= 0:

Alors, T (v) 2 ker(f(T )).

Théorème 7.12. Soit T : V ! V un endomorphisme et soit f(x) = f1(x) � f2(x) 2 K[x]
tel que

i) deg(f1) � deg(f2) 6= 0,

ii) gcd(f1; f2) = 1

alors ker(f(T )) = ker(f1(T ))� ker(f2(T )).

D�emonstration. Parce que gcd(f1; f2) = 1 il existe g1(x); g2(x) 2 K[x] tels que

1 = g1(x)f1(x) + g2(x)f2(x)

et alors
(g1f1 + g2f2)(T ) = id : (7.5)
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7 La forme normale de Jordan

Pour v 2 ker(f(T )), alors
[(g1f1 + g2f2)(T )](v) = v:

Mais [(g1 � f1)(T )](v) 2 ker(f2(T )), parce que

f2(T ) � g1(T ) � f1(T ) (v) = g1(T ) � f1(T ) � f2(T ) (v)
= g1(T ) � f(T ) (v) = 0

et d'une mani�ere similaire on voit que g2(T )�f2(T ) (v) 2 ker(f1(T )). Il reste �a d�emontrer
que la somme est directe.
Soit alors v 2 ker(f1(T )) \ ker(f2(T )). L'�equation (7.5) montre

v = g1(T ) � f1(T ) (v) + g2(T ) � f2(T ) (v) = 0;

qui d�emontre que la somme est directe.

Exemple 7.5 (Exemple 7.4 contunu�e). Le noyaux ker(fA(A)) �egale �a C4. On a

fA(x) = (x2 � 2)(x2 � 3) et gcd(x2 � 2; x2 � 3) = 1:

On trouve les matrices

(x2 � 2)(A) = A2 � 2 � I4 =

0BBB@
�2 0 1 0
0 �2 0 1
�6 0 3 0
0 �6 0 3

1CCCA
et

(x2 � 3)(A) = A2 � 3 � I4 =

0BBB@
�3 0 1 0
0 �3 0 1
�6 0 2 0
0 �6 0 2

1CCCA
Leurs noyaux sont g�en�er�es par8>>><>>>:

0BBB@
1
2
0
1
0

1CCCA ;

0BBB@
0
1
2
0
1

1CCCA
9>>>=>>>; et

8>>><>>>:
0BBB@

1
3
0
1
0

1CCCA ;

0BBB@
0
1
3
0
1

1CCCA
9>>>=>>>;

respectivement. Pour la matrice

P =

0BBB@
1
2 0 1

3 0
0 1

2 0 1
3

1 0 1 0
0 1 0 1

1CCCA
on trouve

P�1 � A � P =

0BBB@
0 1 0 0
2 0 0 0
0 0 0 1
0 0 3 0

1CCCA ;

une matrice bloc diagonale compos�e de deux blocs 2� 2 respectivement.
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7.2 D�ecomposition selon le polynôme caract�eristique

Le Th�eor�eme suivant est maintenant facilement montr�e par r�ecurrence.

Théorème 7.13. Soit T : V ! V un endomorphisme et soit f(x) = f1(x) � � � fk(x) 2
K[x] tel que

i) deg(fi) > 0 pour tout i

ii) gcd(fi; fj) = 1 pour tout i 6= j

alors ker(f(T )) = ker(f1(T ))� � � � � ker(fk(T )).

Lemme 7.14. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur C et soit T : V �! V
une application lin�eaire. Alors V est la somme directe de sous-espaces V = V1 �
� � � � VK tels que

i) T (Vi) � Vi c.�a.d. Vi invariant sous T pour tout i et

ii) TjVi : Vi �! Vi est de la forme Ni + � id o�u Ni est nilpotente.

D�emonstration. Soit dim(V ) = n et p(x) = le polynôme caract�eristique de T , alors
p(T ) = 0. Le coe�cient dominant de p(x) est (�1)n. Le th�eor�eme fondamental de
l'alg�ebre implique que

p(x) = (�1)n(x� �1)
m1 � � � (x� �k)

mk

avec des �i di��erents. Le diviseur le plus grand de (x� �i)
mi et p(x)=(x� �i)

mi est 1.
En utilisant th�eor�eme 7.13, alors

V = ker p(T ) = ker(T � �1 id)
m1 � � � � � ker(T � �k id)

mk

et avec Vi = ker(T � �i id)
mi on a V = V1 � � � � � VK et i) avec lemme 7.11.

De plus,
TjVi = (T � �i id)jVi + �i idjVi =: Ni + �i id

et Ni = (T � �i id)jVi est bien nilpotente, car Vi = ker(T � �i id)
mi et donc Nmi

i =
(T � �i id)

mi

jVi = 0.

Remarque 7.15. Lemme 7.14 d�emontre que pour tout espace vectoriel V sur C il existe
une base

B = b11; : : : ; b
1
`1
; b21; : : : ; b

2
`2
; : : : ; bk1 ; : : : ; b

k
`k

o�u bi1; : : : ; b
i
`i
est une base de Vi telle que la matrice AT

B de T par rapport �a la base B
est une matrice bloc diagonale

AT
B =

0BBBB@
B1

B2

. . .

Bk

1CCCCA
et les matrices Bi 2 C`i�`i sont de la forme Bi = Ni + �iI o�u les Ni sont nilpotentes.
Des que les Ni et �iI commutent, �ca d�emontre le Th�eor�eme 6.5.
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7 La forme normale de Jordan

Exemple 7.6. Soit

A =

0B@ 25 34 18
�14 �19 �10
�4 �6 �1

1CA
Le polynôme caract�eristique de A est pA(x) = �(x� 1)2(x� 3). Alors

ker(pA(A)) = R3 = ker
�
(A� I)2

�
� ker(A� 3I):

On a

(A� I)2 =

0B@ 28 28 56
�16 �16 �32
�4 �4 �8

1CA
et une base du ker

�
(A� I)2

�
est 8><>:

0B@ 2
0
�1

1CA ;

0B@ 0
2
�1

1CA
9>=>;

Et

A� 3I =

0B@ 22 34 18
�14 �22 �10
�4 �6 �4

1CA
avec base de noyaux 8><>:

0B@�74
1

1CA
9>=>;

Avec matrice

P =

0B@ 2 0 �7
0 2 4
�1 �1 1

1CA
on a

P�1AP =

0B@ 16 25 0
�9 �14 0
0 0 3

1CA
et  

15 25
�9 �15

!2

= 0

Alors

P�1AP =

 
N1 + 1 � I2 0

0 N2 + 3 � I1

!
est en forme blocque diagonale, o�u N1 et N2 sont nilpotentes. En fait, N2 = 0.
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7.2 D�ecomposition selon le polynôme caract�eristique

7.2.1 Le polynôme minimal

Pendent cette section, V est toujours un espace vectoriel sur le corps K, dim(V ) = n
et T : V ! V un endomorphisme. Soit fT (x) 2 K[x] le polynôme caract�eristique de T .
Le th�eor�eme de Cayleigh-Hamilton (Th�eor�eme 2.11) implique fT (T ) = 0.

Théorème 7.16. Soit p(x) 2 K[x]nf0g un polynôme unitaire de degr�e minimal tel que

p(T ) = 0:

Alors p(x) est unique.

D�emonstration. Supposons que g(x) 2 K[x] n f0g est aussi unitaire, deg(g) = deg(p).
On e�ectue division avec reste

g = q � p+ r o�u deg(r) < deg(p):

Parce que r(T ) = 0 on a forcement r = 0. (p est de degr�e minimal parmi les polynômes
unitaires �evaluant �a z�ero). Parce que g et p sont unitaires et de même degr�e, alors q = 1
et p = g.

Définition 7.6. Le polynôme p(x) 2 K[x] n f0g du Th�eor�eme 7.16 est appel�e le polynôme

minimal de T .
Le polynôme minimale d'une matrice A 2 Kn�n est le polynôme minimal de l'endo-

morphisme T : Kn ! Kn, T (x) = Ax.

Remarque 7.17. Le polynôme minimal p(x) de T divise chaque polynôme f(x) 2 K[x] tel
que f(T ) = 0. Particuli�erement p(x) divise le polynôme caract�eristique fT (x) de T .

Théorème 7.18. Une matrice A 2 Kn�n est diagonalisable, si et seulement si le

polynôme minimal p(x) 2 K[x] de A factorise en termes lin�eaires distinctes, c.�a.d.

p(x) = (x� �1) � � � (x� �k)

o�u �1; : : : ; �k 2 K sont les valeurs propres distinctes de A.

D�emonstration. Supposons que A est diagonalisable. Alors il existe une matrice diago-
nale D 2 Kn�n et une matrice inversible P 2 Kn�n tel que

A = P�1DP:

Le polynôme minimale de A et celui deD est le même, voir Lemme 7.9. Soient �1; : : : ; �K
les �el�ements distinctes sur la diagonale de D. Il est facile de v�eri�er

0 = (D � �1I) � � � (D � �kI):

Et si un des facteurs D� �iI manque, on obtient pas 0. Alors le polynôme minimale de
A est p(x) = (x� �1) � � � (x� �k).
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7 La forme normale de Jordan

Supposons maintenant que le polynôme minimal de A est

p(x) = (x� �1) � � � (x� �k)

o�u �1; : : : ; �k 2 K sont distinctes. Pour i 6= j on a

gcd(x� �i; x� �j) = 1;

alors avec Th�eor�eme 7.13

Kn = ker(A� �1I)� � � � � ker(A� �kI)

est la somme directe d'espaces propres de A. Alors A est diagonalisable.

Exercices

1. Cet exercice concerne Remarque 7.7. Soient V un espace vectoriel, T : V ! V un
endomorphisme et f(x) = x(x+ 1), g(x) = (x+ 2)(x� 1).

i) Calculez f(x)� g(x).

ii) V�eri�ez (�a pied) le fait que

id =
1

2
(T � (T + id)� (T + 2id) � (T � id)) :

iii) Dans le Remarque 7.7. Est-ce qu'il faut exiger que T est un endomorphisme
ou est-ce que le remarque est juste pour toute fonction T : V ! V ?

2. Soit V un espace vectoriel de dimension �ni sur C, T : V �! V un endomorphisme
et f(x) = (x � �)m 2 C[x]. Montrer que ker(f(T )) 6= f0g si et seulement si � est
un valeur propre de T .

7.3 Les endomorphismes nilpotent

Il est clair, qu'il faut s'occuper maintenant des applications lin�eaires

TjVi : Vi �! Vi

qui sont de la forme N + �I pour une application nilpotente N . Le th�eor�eme suivant
s'occupe des applications lin�eaires nilpotentes. La matrice de �I est toujours �I pour
chaque base. Il est alors clair que le th�eor�eme suivant d�emontre le th�eor�eme 7.1, qui,
ensemble avec Lemme 7.14 nous donne Th�eor�eme 7.1 du d�ebut de ce chapitre.

Pendent ce sous-chapitre, V est un espace vectoriel sur corps K de dimension n < 1 et N : V ! V est un

endomorphisme nilpotent.
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7.3 Les endomorphismes nilpotent

Théorème 7.19. Soit V un espace vectoriel sur K de dimension �nie et N : V �! V
une application lin�eaire nilpotente. Alors V poss�ede une base B de la forme

x1; Nx1; : : : ; N
m1�1x1; x2; Nx2; : : : ; N

m2�1x2; : : : ; xk; Nxk; : : : ; N
mk�1xk

telle que Nmixi = 0 pour tout i.

Rappel : Si �B est l'ismorphisme �B : V �! Cn, o�u �B(x) = [x]B sont les coordonn�ees de x par rapport �a la
base B, on a le diagramme suivant

V
T�����! V??y�B

??y�B

Cn
ATB�x�����! Cn

Remarque 7.20. Si on inverse l'ordre de chaque orbite xi; Nxi; : : : ; N
mi�1xi, on obtient

une base B0 et la matrice AN
B0 de l'application N a la forme

AN
B0 =

0BBBB@
J1

J2
. . .

Jk

1CCCCA
en forme normale de Jordan, o�u

Ji =

0BBBBBB@
0 1

0 1
. . .

. . .

0 1
0

1CCCCCCA 2 Cmi�mi :

Par cons�equent, N + � id est repr�esent�ee par

AN+�I
B0 = AN

B0 + �In

en forme normale de Jordan.

Définition 7.7. Pour x 2 V n f0g on appelle

mx = minfi : N ix = 0g

la dur�ee de vie de x. La s�equence

x;Nx; : : : ; Nmx�1x

est l'orbite de x sous N .
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7 La forme normale de Jordan

Lemme 7.21. Soient x1; : : : ; x` 2 V n f0g et soient les orbites
x1; Nx1; : : : ; N

m1�1x1; : : : ; x`; Nx`; : : : ; N
m`�1x` (7.6)

lin�eairement d�ependant. Alors

Nm1�1x1; : : : ; N
m`�1x`

sont d�ej�a lin�eairement d�ependant, o�u les m1; : : : ;mk sont les dur�ees de vie des

x1; : : : ; xk.

Exemple 7.7. Supposons que ` = 3, m1 = 2;m2 = 2;m3 = 3 et soit

0 = 0 � x1 + � �N(x1) + � � x2 + 0 �N(x2) + 0 � x3 + 
 �N(x3) + �N2(x3)

une combinaison non-triviale de z�ero, o�u �; �; 
; � 2 K n f0g. On obtient

0 = N(0)

= 0 �N(x1) + � �N2(x1) + � �N(x2) + 0 �N2(x2) + 0 �N(x3) +


 �N2(x3) + �N3(x3)

= � �N(x2) + 
 �N2(x3):

Alors N(x2); N
2(x3) sont lin�eairement d�ependant. L'id�ee c'est d'appliquer N jusqu'au

dernier moment, ou des �el�ements N i(xj), 0 � i < mj ont un scalaire non-z�ero dans la
combinaison non-triviale de z�ero.

D�emonstration du Lemme 7.21. Soit

0 = �1
0x1 + � � �+ �1

m1�1N
m1�1x1 + � � �+ �`0x` + � � �+ �`m`�1N

m`�1x`

une combinaison non-triviale de z�ero. Maintenant, nous allons appliquer l'application N
k-fois, o�u k � 0 est le plus grand entier tel que les termes

�
j
iN

k+ixj

ne sont pas tous �egaux �a z�ero. Ainsi, nous avons trouv�e un sous-ensemble J � f1; : : : ; `g
et des 
j 6= 0 tels que X

j2J

jN

mj�1xj = 0:

D�emonstration du Th�eor�eme 7.19. En concat�enant les orbites des �el�ements d'une base
de V nous obtiendrons un ensemble de vecteurs qui engendrent V . Supposons alors qu'au
d�ebut de l'�etape q, nous avons un ensemble x1; : : : ; x` avec x1; : : : ; x` 6= 0 dont les orbites

x1; Nx1; : : : ; N
m1�1x1; : : : ; x`; Nx`; : : : ; N

m`�1x` (7.7)

engendrent V (pour la premi�ere �etape, on prend ` = n avec des xi formant une base de
V ). Ici mi est la dur�ee de vie de xi. Si (7.7) est lin�eairement d�ependant, nous allons soit
supprimer un xi et son orbite (car super
us), soit remplacer un xi par un vecteur y tel
que
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i) Les orbites de x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; x` engendrent aussi l'ensemble V ,

ii) la somme des dur�ees de vie de x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; x` est strictement plus petite
que la somme des dur�ees de vie de x1; : : : ; x`.

Cela prouvera le th�eor�eme parce qu'un tel proc�ed�e doit se terminer.

D�es que l'ensemble (7.7) est lin�eairement d�ependant, il existe une combinaison lin�eaire
non triviale de (7.7) qui est �egale a 0 :

0 = �1
0x1 + �1

1Nx1 + � � �+ �1
m1�1N

m1�1x1 + � � �+ �`0x` + �`1Nx` + � � �+ �`m`�1N
m`�1x`

Lemme 7.21 implique qu'il existe un sous-ensemble J � f1; : : : ; `g et des 
j 6= 0 tels queX
j2J


jN
mj�1xj = 0:

Cas 1 : Supposons qu'il existe un j 2 J tel que mj = 1. Dans ce cas, un peut supprimer
xj et les orbites des autres xi; i 6= j engendrent ensemble V aussi.

Cas 2 : Autrement soit m = minj2J mj � 1 � 1 et soit i 2 J un index o�u le minimum
est atteint. Alors

0 = Nm
X
j2J


jN
mj�1�mxj = Nm

0@
ixi + X
j2J;j 6=i


jN
mj�1�mxj

1A
Maintenant, en posant

y =
X
j2J


jN
mj�1�mxj = 
ixi +

X
j2J;j 6=i


jN
mj�1�mxj

Si y 6= 0, on remplace xi par y. Il est alors facile de voir que les orbites de

x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; x`

engendrent encore V . Et la dur�ee de vie de y est au plus m < mi.
Sinon, les orbites de

x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; x`

su�sent alors �a engendrer V .

On a alors d�emontr�e le th�eor�eme.

Exemple 7.8. On consid�ere la matrice

N =

0BBB@
0 �1 �1 1
�1 1 1 �1
1 �1 �1 1
0 �1 �1 0

1CCCA :
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7 La forme normale de Jordan

On a

N3 =

0BBB@
0 0 0 0
0 1 1 0
0 �1 �1 0
0 0 0 0

1CCCA
et

N4 = 0:

La dur�ee de vie de la deuxi�eme colonne de N est 4.

Exercices

1. Montrer que les orbites de x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; x` engendrent encore V . (Voir
d�emonstration du th�eor�eme 7.19).

2. Le but de cet exercice est de faire la preuve du Th�eor�eme 7.1 "�a l'envers".
Soit T : V ! V un endomorphisme. Soit � : V ! Cn l'isomophisme associ�e
�a une base B de V et �a la base canonique E de Cn. Supposons que AB =
([T (b1)]E ; :::; [T (bn)]E), la matrice de T relativement �a la base B, admette une
forme normale de Jordan J avec matrice de passage P = (p1; :::; pn).
Montrer qu'il existe des sous-espaces V1; :::; Vk de V tels que pour tout i :

a) V = V1 � � � � � Vk ;

b) Vi = �(span(pki ; :::; pki+li)) ;

c) T (Vi) � Vi ;

d) TjVi = Ni + �iI, o�u Ni : Vi ! Vi est nilpotente ;

e) f�1; :::; �kg = fJ11; :::; Jnng.
3. Le but de cet exercice est de montrer les propri�et�es des d�ecompositions comme

dans le Lemme 7.14.
Soit T : V ! V un endomorphisme et soit V1; :::; Vk une d�ecomposition de V tel
que V = V1�� � ��Vk, T (Vi) � Vi et TjVi = Ni+�iI, o�u Ni : Vi ! Vi est nilpotente.
Montrer que :

a) Vi � ker(T � �iI)
ai pour un entier ai tel que N

ai
i = 0.

b) Les �1; :::; �k sont des valeurs propres (pas forc�ement distinctes) de T . (In-
dice : Utiliser par exemple le premier point).

c) Le polynôme f(x) =
Qk
i=1(x��i)ai annule T . (Indice : Montrer que f(T )v =

0 pour tout v 2 V en utilisant la d�ecomposition de V et le premier point).

d) En d�eduire que l'ensemble f�1; :::; �qg contient toutes les valeurs propres de
T (Indice : Si v 6= 0 est un vecteur propre de T de valeur propres �, exprimer
f(T )v en fonction de f , �, et v).

e) En d�eduire que les valeurs sur la diagonale de n'importe quelle forme normale
de Jordan de T constituent l'ensemble des valeurs propres de T . (Indice :
Utiliser l'exercice 2.)
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4. Comparer les polynômes caract�eristiques de J et A. En d�eduire que les �el�ements
diagonaux de J contiennent exactement l'ensemble des valeurs propres de A et le
nombre d'apparitions de chaque valeur propre sur la diagonale de J est �egale �a la
multiplicit�e alg�ebrique de ladite valeur propre.

5. Soit A 2 Cn�n et soient J une forme normale de Jordan de A, P la matrice de
passage associ�ee (A = PJP�1).
Le but de cet exercice est de montrer que le nombre de blocs de Jordan sur J
associ�e �a une valeur propre � est exactement dimker(A� �I).

a) Soit S =

 
S1 0
0 S2

!
une matrice blocs diagonale. Montrer que

rang(S) = rang(S1) + rang(S2)

G�en�eraliser pour p blocs sur la diagonale. (Indice : Consid�erer les lignes
lin�eairement ind�ependantes de S1; S2).

b) Soit B = U+�I 2 Cq�q un bloc de Jordan, o�u U est l'application de d�ecalage.
Montrez que la seule valeur propre de B est � et que l'espace propre associ�e
est engendr�e par e1. D�eduisez dimker(B��I) = 1 et dim Im(B��I) = q�1.

c) Soient B1; :::; Bk l'ensemble des blocs de Jordan sur J associ�e �a une valeur
propre �. D�eduire de a) et b) que dim Im(J � �I) = n� k.

d) En d�eduire que dimker(A��I) = k et que ker(A��I) = span(Pei1 ; :::; Peik),
o�u les ij sont les indices des premi�eres lignes/colonnes des B1; :::; Bk dans J .

6. D�eduire des exercices 4 et 5 que si A est diagonalisable, la forme normale de Jordan
J de A est diagonale.

7. Soit A 2 Cn�n une matrice diagonalisable. Montrer que ker(A��I) = ker(A��I)k
pour toute valeur propre � de A et pour tout k > 0. (Indice : Diagonaliser d'abord
(A� �I) et (A� �I)k de mani�ere simultan�ee).

8. Trouver deux matrices A 2 Cn�n et B 2 Cn�n qui ont le même polynôme ca-
ract�eristique, mais qui ne sont pas similaires (Rappel : A et B sont dites similaires
s'il existe une matrice P inversible telle que B = P�1AP ).

9. Soit J 2 Cn�n une matrice en forme normale de Jordan. Montrer que J et JT

sont similaires. En d�eduire que pour tout A 2 Cn�n, les matrices A et AT sont
similaires.
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8 Algèbre linéaire sur les entiers

Quand est-ce qu'un syst�eme d'�equations lin�eaires poss�ede une solution en nombre
entiers ? �Etant donn�es A 2 Zm�n et b 2 Zm, on aimerait d�ecider si

Ax = b; x 2 Zn (8.1)

est r�esoluble et trouver toutes les solutions.
Une condition n�ecessaire pour que le syst�eme (8.1) soit soluble est qu'il existe une

solution x 2 Qn, et donc que rang(A) = rang(Ajb). Aussi, on peut supprimer une ligne
de (Ajb) qui est dans le span des autres lignes. On peut alors supposer que A est de rang
ligne plein, c'est-�a-dire que rang(A) = m.

Définition 8.1. Un nombre entier d 2 Z divise un nombre entier a 2 Z s'il existe un
nombre entier x 2 Z tel que d � x = b. On note alors d j b, et si d ne divise pas b on �ecrit
d ∤ b.

Définition 8.2. Un nombre d 2 Z est un diviseur commun de a 2 Z et b 2 Z, si d j a et
d j b. Si maxfjaj; jbjg � 1, l'ensemble des diviseurs commun de a et b est un ensemble
�ni. Dans ce cas, on d�enote le plus grand diviseur commun de a et b par gcd(a; b).

Théorème 8.1. Soient a; b 2 Z et maxfjaj; jbjg � 1. On a

gcd(a; b) = minfx � a+ y � b : x; y 2 Z; x � a+ y � b � 1g:
D�emonstration. Soit d un diviseur commun de a et b. Alors il existe x�; y� 2 Z tel que
a = d � x� et b = d � y�. Si x � a+ y � b � 1, o�u x; y 2 Z, alors

x � a+ y � b = (x � x� + y � y�)d � jdj:
Par cons�equent, on a d � minfx � a + y � b : x; y 2 Z; x � a + y � b � 1g. Montrons que
minfx � a+ y � b : x; y 2 Z; x � a+ y � b � 1g est un diviseur commun de a et b. Supposons
que min ∤ a. Alors la division avec reste implique l'existence de q; r 2 Z tels que

a = q �min+r et 1 � r < min :

Soient x; y les entiers qui v�eri�ent min = x � a+ y � b, alors
1 � r = a� q � (x � a+ y � b) = (1� q � x)a� qy � b:

Or r est strictement plus petit que min, ce qui est absurde. Il suit donc que min j a et,
de fa�con analogue, min j b. Aussi, on a montr�e que pour tout diviseur commun d de a
et b, minfx � a+ y � b : x; y 2 Z; x � a+ y � b � 1g � d et donc que minfx � a+ y � b : x; y 2
Z; x � a+ y � b � 1g = gcd(a; b)
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8 Alg�ebre lin�eaire sur les entiers

Corollaire 8.2. Soient a; b 2 Z et maxfjaj; jbjg � 1. Le gcd(a; b) est le diviseur commun

positif qui est divis�e par chaque diviseur commun de a et b.

Pour calculer le plus grand diviseur commun de a et b on peut utiliser l'algorithme
d'Euclide. Soient a0 � a1 2 Z pas tout les deux nuls. Si a1 = 0, alors

gcd(a0; a1) = a0:

Autrement, on applique la division avec reste

a0 = q1a1 + a2;

o�u q1; a2 2 Z et 0 � a2 < a1. Un nombre entier d 2 Z est un diviseur commun de a0 et
a1 si et seulement si d est un diviseur commun de a1 et a2. L'algorithme d'Euclide est
le proc�ed�e de calculer la suite a0; a1; a2; : : : ; ak�1; ak 2 Z o�u ak�1 > 0, ak = 0 et

ai�1 = qiai + ai+1

est le r�esultat de la division avec reste de ai�1 par ai.

Exemple 8.1. On calcule le plus grand diviseur commun de a0 = 52 et a1 = 22 :

52 = 2 � 22 + 8; 22 = 2 � 8 + 6; 8 = 1 � 6 + 2; 6 = 3 � 2 + 0:

La suite est alors a0 = 52; a1 = 22; a3 = 8; a4 = 6; a5 = 2; a6 = 0. Ainsi gcd(52; 22) = 2.

Le calcul des suites ai et qi donne aussi une repr�esentation gcd(a0; a1) = x �a0+y �a1,
x; y 2 Z. En e�et  

ai
ai+1

!
=

 
0 1
1 �qi

! 
ai�1

ai

!
et alors  

ak�1

ak

!
=

 
0 1
1 �qk�1

!
� � �
 
0 1
1 �q1

! 
a0
a1

!
:

Exemple 8.2. On continue l'exemple 8.1. 
2
0

!
=

 
0 1
1 �3

! 
0 1
1 �1

! 
0 1
1 �2

! 
0 1
1 �2

! 
5
22

!

=

 
3 �7
�11 26

! 
52
22

!

Alors 2 = gcd(52; 22) = 3 � 52� 7 � 22.
Nous pouvons donc r�esoudre le probl�eme (8.1) dans le cas o�u m = 1 et n = 2.

Théorème 8.3. Soient a; b 2 Z pas tous les deux nuls et c 2 Z. L'�equation

x � a+ y � b = c; x; y 2 Z (8.2)

poss�ede une solution si et seulement si gcd(a; b) j c.
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8.1 La forme normale d'Hermite

D�emonstration. Soient x0; y0 2 Z tel que x0a + y0b = gcd(a; b). Si gcd(a; b) j c alors il
existe un z 2 Z tel que z � gcd(a; b) = c et zx0a + zy0b = c est une solution en nombre
entiers de (8.2).

S'il existe une solution de (8.2), alors chaque diviseur commun de a et b est aussi un
diviseur de c.

Exercices

1. D�emontrer le Corollaire 8.2.

2. Soient n � 2 et a1; : : : ; an 2 Z pas tous �egaux �a z�ero. On d�e�nit gcd(a1; : : : ; an)
comme �etant le plus grand diviseur commun de a1; : : : ; an. Montrer :

i) gcd(a1; : : : ; an) = minfx1a1 + � � �+ xnan : x1a1 + � � �+ xnan � 1; xi 2 Z; i =
1; : : : ; ng.

ii) gcd(a1; : : : ; an) = gcd(gcd(a1; a2); a3; : : : ; an) pour n � 3.

3. Soit a0 � a1 � : : : � ak = 0 la suite calcul�ee par l'algorithme d'Euclide. Montrer
ai�1 � 2 � ai+1 et conclure que k � 2 � log2(a0) + 1.

8.1 La forme normale d’Hermite

Maintenant on s'occupe du probl�eme (8.1) o�u A 2 Zm�n et b 2 Zm et rang(A) = m.

Lemme 8.4. Soit A 2 Zn�n une matrice inversible (sur Q), alors A�1 2 Zn�n si et

seulement si det(A) = �1.

D�emonstration. Supposons que A�1 2 Zn�n. Alors 1 = det(In) = det(A�1) det(A). Les
deux facteurs det(A�1) et det(A) sont des nombres entiers. Les seul diviseurs de 1 en
nombre entiers sont 1 et �1.
R�eciproquement, si det(A) = �1, on a

A�1 = ad(A)=det(A) 2 Zn�n:

o�u ad(A) 2 Zn�n est la matrice compl�ementaire de A. On se rappelle que (ad(A))ij =
(�1)i+j det(Aji) o�u Aji 2 Z(n�1)�(n�1) est la matrice qu'on obtient de A en supprimant
la j-�eme ligne et i-�eme colonne.

Définition 8.3. Une matrice U 2 Zn�n telle que det(U) = �1 est appel�ee unimodulaire.

Remarque 8.5. Soit U 2 Zn�n une matrice unimodulaire. Un x� 2 Zn est une solution du
probl�eme (8.1) si et seulement U�1x� 2 Zn est une solution du probl�eme

AUx = b; x 2 Zn: (8.3)

113
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L'id�ee est maintenant de trouver une matrice unimodulaire U 2 Zn�n telle que

A � U = [Hj0] (8.4)

o�u

H =

0BBBB@
h11
h21 h22

. . .

hm1 : : : : : : hmm

1CCCCA
est une matrice triangulaire. Le probl�eme (8.1) est alors soluble si et seulement si H�1b 2
Zn.

Définition 8.4. Soit A 2 Zm�n une matrice. Une op�eration �el�ementaire unimodulaire

est l'une des trois op�erations suivantes

i) Multiplier une colonne par �1.
ii) �Echanger deux colonnes de A.

iii) Additionner un multiple entier d'une colonne de A �a une autre colonne de A.

Exemple 8.3. Une suite d'op�erations �el�ementaire unimodulaire sur A correspond �a la
multiplication A � U o�u U 2 Zn�n est une matrice unimodulaire. Soit

A =

 
3 6 2
11 5 7

!
:

�Echanger les colonnes 1 et 2 correspond �a la multiplication �a droite de A avec la matrice
unimodulaire 0B@0 1 0

1 0 0
0 0 1

1CA :

 
6 3 2
5 11 7

!
= A �

0B@0 1 0
1 0 0
0 0 1

1CA
Additionner �3 fois la colonne 3 sur la colonne 1 est la multiplication �a droite de A avec
la matrice unimodulaire 0B@ 0 1 0

1 0 0
�3 0 1

1CA
 

0 3 2
�16 11 7

!
= A �

0B@ 0 1 0
1 0 0
�3 0 1

1CA
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8.1 La forme normale d'Hermite

Exemple 8.4. Est-ce que le syst�eme 
3 6 2
11 5 10

!
x =

 
2
2

!
; x 2 Z3 (8.5)

poss�ede une solution ? Soustrayons la colonne 3 �a la colonne 1 : 
1 6 2
1 5 10

!

Ensuite, on soustrait six fois la colonne 1 �a la colonne 2 et deux fois la colonne 1 �a la
colonne 3 :  

1 0 0
1 �1 8

!

Puis, on additionne huit fois la colonne 2 �a la colonne 3 : 
1 0 0
1 �1 0

!
:

Le syst�eme (8.5) se r�eduit �nalement �a r�esoudre 
1 0 0
1 �1 0

!
y = b; y 2 Z3

o�u y = U�1x pour une matrice unimodulaire U ad�equate. On conclut donc qu'il
poss�ede une solution enti�ere. En fait 

3 6 2
11 5 10

!
x = b; x 2 Z3

est soluble pour tout b 2 Z2.

Lemme 8.6. Soit A 2 Zm�n une matrice �a coe�cients entiers, alors il existe une

matrice unimudulaire U 2 Zn�n telle que la premi�ere ligne de AU est de la forme

(d; 0; � � � ; 0), o�u d 2 Z.

D�emonstration. Si la premi�ere ligne n'est pas de cette forme, et si elle poss�ede seulement
une composante qui n'est pas �egale �a z�ero, on �echange les colonnes de sorte que la matrice
r�esultante soit de la forme souhait�ee.

Autrement, il existe deux indices de colonne j1 6= j2, tels que a1j1 6= 0 et a1j2 6= 0. On
peut supposer, quitte �a permutter les colonnes j1 et j2, que ja1j1 j � ja1j2 j. La division
avec reste nous donne des entiers q 2 Z et 0 � r < ja1j2 j tels que

a1j1 = q � a1j2 + r:
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8 Alg�ebre lin�eaire sur les entiers

On applique l'op�eration unimodulaire : Soustraire q fois la colonne j2 �a la colonne

j1, ce qui a pour e�et de remplacer a1j1 par r et de laisser les autres composantes de la
premi�ere ligne intactes. Comme

0 < jrj+ ja1j2 j < ja1j1 j+ ja1j2 j

ce proc�ed�e ne peut être r�ep�et�e in�niment. Il existe alors une matrice unimodulaire qui
transforme A en une matrice dont la premi�ere ligne poss�ede une seule composante non
nulle. Un �echange de colonnes ad�equat donne la forme d�esir�ee.

Corollaire 8.7. Soit A 2 Zm�n une matrice en nombre entiers. Alors il existe une

matrice unimudulaire U 2 Zn�n telle que A � U est de la forme (8.4).

D�emonstration. On raisonne par r�ecurrence sur m. Le cas m = 1 suit directement du
Lemme 8.6. Soit m > 1. Le Lemme 8.6 implique qu'il existe une matrice unimodulaire
U1 2 Zn�n telle que

A � U1 =

 
d 0 � � � 0
a A0

!

o�u d 2 Z, a 2 Zm�1 et A0 2 Z(m�1)�(n�1). Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, il existe
une matrice unimudulaire U2 2 Z(n�1)�(n�1) telle que A0U2 est de la forme d�esir�ee.
Clairement  

1 0T

0 U2

!
2 Zn�n

est une matrice unimodulaire et

AU1

 
1 0T

0 U2

!
est de la forme (8.4).

Définition 8.5. Une matrice A 2 Zm�n est en forme normale d'Hermite, si elle est de la
forme (8.4), o�u hii > 0 pour tout 1 � i � m et 0 � hij < hii pour tout 1 � j < i � m.

Théorème 8.8. Soit A 2 Zm�n une matrice en nombre entiers. Alors il existe une

matrice unimudulaire U 2 Zn�n telle que A � U est en forme normale d'Hermite.

Définition 8.6. Soit A 2 Zm�n et rang(A) = m. L'ensemble �(A) := fAx : x 2 Zng est
un r�eseau entier g�en�er�e de A. Une matrice B 2 Zm�m telle que �(A) = �(B) est
appel�ee base de �(A).

Remarque 8.9. Une base B 2 Zm�m de �(A) est inversible comme matrice r�eelle. C'est
�a dire det(B) 2 Z n f0g.
Corollaire 8.10. Chaque r�eseau entier poss�ede une base.

Théorème 8.11. Soient A;B 2 Zm�m en forme normale d'Hermite. Alors �(A) = �(B)
si et seulement si A = B.

116



8.1 La forme normale d'Hermite

D�emonstration. Si A = B, alors �(A) = �(B).

Supposons alors que �(A) = �(B). Maintenant on montre qui si A 6= B alors

�(A) 6= �(B). On note A =

0B@a11
. . .

am1 amm

1CA et B =

0B@ b11
. . .

bm1 bmm

1CA. Soit i l'indice
minimal tel que la i-�eme ligne de A et celle de B soient di��erentes. Alors 9j 2 f1; : : : ; ig
tel que aij 6= bij et sans perte de g�en�eralit�e on a aij > bij . Clairement en notant Aj (

resp. Bj) la j-�eme colonne de A (resp. B), on a Aj � Bj =

0BBBBBBB@

0
...
0

aij � bij
...

1CCCCCCCA
2 �(A) avec

aii > aij � bij > 0.

Il existe donc un vecteur entier z 2 Zn tel que Aj � Bj = Az. On montre ais�ement
que les i � 1 premi�eres coordon�ees de z doivent être nulles car aucun �el�ement diagonal
de A ne l'est (ou, de mani�ere �equivalente, car A et de rang plein). Or, en comparant la
i-�eme coordonn�ee, on trouve que aij � bij = aiizi. D�es lors, aiijaij � bij ce qui est une
contradiction.

Remarque 8.12. Le Th�eor�eme 9.2 nous permet de v�eri�er, pour A 2 Zm�n1 et B 2 Zm�n2
de rang ligne pleins, si �(A) = �(B). On calcule (HAj0) et (HBj0) les formes normales
d'Hermite de A et B. Comme �(A) = �(HA) et �(B) = �(HB), on a que �(A) = �(B)
si et seulement si HA = HB.

Exemple 8.5. On va transformer A =

 
4 6 10
6 12 9

!
en forme normale d'Hermite a�n de

trouver toutes les solutions enti�eres de

 
4 6 10
6 12 9

!
x =

 
6
3

!
; x 2 Z3: (8.6)
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8 Alg�ebre lin�eaire sur les entiers

 
4 6 10
6 12 9

! 0B@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1CA
 
4 2 2
6 6 �3

! 0B@1 �1 �2
0 1 0
0 0 1

1CA
 
2 4 2
6 6 �3

! 0B@�1 1 �2
1 0 0
0 0 1

1CA
 
2 0 0
6 �6 �9

! 0B@�1 3 �1
1 �2 �1
0 0 1

1CA
 
2 0 0
6 3 �9

! 0B@�1 4 �1
1 �1 �1
0 �1 1

1CA
 
2 0 0
6 3 0

! 0B@�1 4 11
1 �1 �4
0 �1 �2

1CA
 
2 0 0
0 3 0

! 0B@�9 4 11
3 �1 �4
2 �1 �2

1CA

(8.7)

L'ensemble des solutions enti�eres de (8.6) est8><>:
0B@�238

5

1CA+

0B@11
�4
�2

1CA � z : z 2 Z

9>=>;
Définition 8.7. Soit A 2 Zm�n. Le noyau de A sur Z est d�e�ni par kerZ(A) := fy 2 Zn; Ay = 0g.
Théorème 8.13. Soient A;B 2 Zm�m en forme normale de Hermite avec rang(A) =
rang(B) = m. Alors �(A) = �(B), 9U 2 Zm�m unimodulaire telle que B = AU .

D�emonstration. Si �(A) = �(B) alors A = B � P; P 2 Zm�m et B = A � Q;Q 2
Zm�m. Alors on obtient A = AQP ce qui implique QP = Im et donc on a bien P;Q
unimodulaires.
SiB = AU;U 2 Zm�m unimodulaire alors comme UZm = Zm on obtient imm�ediatement

�(A) = �(B).

Définition 8.8. Soient A 2 Zm�n avec rang(A) = m et �(A) le r�eseau entier de A. Le
d�eterminant du r�eseau �(A) est donn�e par det(�(A)) := jdet(B)j o�u B 2 Zm�m est
une base de �(A)

Remarque 8.14. Le th�eor�eme 8.13 assure que jdet(B)j ne d�epend pas du choix de B et
donc que det(�(A)) a du sens.
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Exercices

1. Soit A 2 Zm�n avec rang ligne plein. Le noyaux entier de A est l'ensemble

kerZ(A) = fx 2 Zn : Ax = 0g:
Soit U 2 Zn�n une matrice unimodulaire telle que

A � U = (Hj0)
est la forme normale d'Hermite. Montrer que kerZ(A) = fy1u1+� � �+yn�mun�m : yi 2
Zg o�u u1; : : : ; un�m sont les derni�eres n�m colonnes de U .

La forme normale de Smith

Théorème 8.15. Soit A 2 Zm�n, A 6= 0 alors il existent U 2 Zm�m et V 2 Zn�n
unimodulaires telle que

U � A � V =

0BBBB@
�1

. . .

�k

1CCCCA ; avec �i 2 N�1 et �1j � � � j�k (8.8)

et les coe�cients non sp�eci��es sont 0.

La matrice (8.8) est appel�ee la forme normale de Smith de A.

D�emonstration. On raisonne par r�ecurrence sur minfm;ng. Si minfm;ng = 1, la forme
normale de Hermite de A ou son transpos�e est en forme normale Smith.
Maintenant, soit minfm;ng > 1. Soient U 2 Zm�m et V 2 Zn�n unimodulaires telle

que la valeur absolue minimale des �el�ements non-z�ero de la matrice U �A�V est minimale,
alors tel que

minfj(U � A � V )i;j j : (U � A � V )i;j 6= 0; 1 � i � m; 1 � j � ng
est minimal. Soit cette valeur minimale d. En �echangeant lignes et colonnes et en multi-
pliant la par �1 si n�ecessaire, on peut supposer que d = (U �A �V )1;1. Tous composantes
de la premi�ere ligne de U �A � V sont des multiples de d. Autrement, si (U �A � V )1;j = z
o�u z n'est pas un multiple de d, la division avec reste de z par d donne

z = q � d+ r; 0 < r < d:

Une op�eration �el�ementaire de colonne (soustraire q fois colonne 1 de colonne j) donne
composante i; j �egal �a r. Ceci est une contradiction �a d minimal. �Egalement, d divise
toute composante de la premi�ere colonne de U �A �V . Alors on peut �eliminer toute autre
composante de la premi�ere ligne et colonne. Alors on peut supposer que

U � A � V =

 
d

B

!
; o�u B 2 Z(m�1)�(n�1): (8.9)
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8 Alg�ebre lin�eaire sur les entiers

Maintenant, si bi;j n'est pas un multiple de d, on peut additionner la ligne i + 1 de
U � A � V sur la premi�ere ligne. Comme avant on obtient le reste de la division comme
composante apr�es une op�eration �el�ementaire de colonnes. Ceci d�emontre que d 2 N+

divise toute composante de B.
Par r�ecurrence, B poss�ede une forme normale Smith et ses composantes sont tous des

multiples de d.

Sous groupes de Zn

�A partir de maintenant, on se donne une matrice A 2 Zm�n avec rang(A) = k et k
n'est pas forc�ement m.

Définition 8.9. Soit A 2 Zm�n alors �(A) = fAx : x 2 Zng est le r�eseau entier g�en�eral

de A.

Théorème 8.16. Soit A 2 Zm�n avec rang(A) = k alors 9B 2 Zm�k tq. �(A) = �(B).
B est alors appel�ee une base g�en�erale de �(A).

Remarque 8.17. rang(A) = rang(B) = k.

D�emonstration. Supposons que les k premi�eres lignes de A sont lin�eairement ind�ependantes.

D�es lors on a A =

 
A0

A00

!
avec A0 2 Zk�n et rang(A0) = k soit alors U 2 Zn�n unimo-

dulaire tq.

A0 � U = [H j 0]
ou H 2 Zk�k est en forme normale de Hermite. Alors on peut se convaincre en raisonnant

sur les rangs que AU =

 
H 0
C 0

!
o�u C 2 Z(m�k)�k. D�es lors on a

�(A) = AZn

= A � U Zn

=

"
H
C

#
Zk

= �

 "
H
C

#!
:

Théorème 8.18. Soit G un sous groupe de Zn alors il existe B 2 Zn�k avec rang(B) =
k et tq. �(B) = G

D�emonstration. Soit (v1; : : : ; vk) 2 Gk tq. (v1; : : : ; vk) est une base du sous espace
span(G) � Rn. Alors posons B = (v1 : : : vk) 2 Zn�k. Si �(B) = G et c'est termin�e. Si
�(B) ⊊ G alors il existe v� 2 G � �(B). Soit alors B� 2 Zn�k une base g�en�erale du
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r�eseau g�en�eral G � �(v1 : : : vkv
�) ⊋ �(B). Alors il existe U 2 Zk�k tq. B = B�U et on a

n�ecessairement jdet(U)j 2 N�2. D�es lors on peut remarquer que jdet(BTB)j = det(U)2�
jdet(B�TB�)j et donc jdet(BTB)j � 1

4 jdet(BTB)j mais comme jdet(B�TB�)j � 1 et on
peut r�ep�eter ces op�erations sur B� mais ce proc�ed�e ne peut pas continuer ind�e�niment.
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9 Groupes

Dans ce chapitre on s'int�eresse �a l'�etude des groupes.

9.1 Groupes abéliens engendrés finis

Définition 9.1. Soit (G;+) un groupe alors H � G est un sous groupe si (H;+jH) est un
groupe.

Lemme 9.1. (H;�jH) est un sous groupe de (G;�), 8a; b 2 H a� b�1 2 H
Définition 9.2. H � G est un sous groupe normal de G ssi 8g 2 G Hg = gH On note
H ⊴G.

Définition 9.3. Soient g; g0 2 G alors on pose Hg �Hg0 := H(gg0).

Théorème 9.2. � munit G=H := fgH; g 2 Gg d'une structure de groupe ssi H ⊴G.

Définition 9.4. Soient (G;+); (G0;�) deux groupes et � : G! G0 une application alors �
est un homomorphisme ssi 8a; b 2 G;�(a+ b) = �(a)� �(b).

Remarque 9.3. ker(�)⊴G.

Théorème 9.4. Si � est un morphisme alors G=ker(�)
�= Im(�).

Définition 9.5. Soit (G;+) un groupe ab�elien. On dit que (G;+) est engendr�e �ni si
9g1; : : : ; gn 2 G tqs. G = fx1g1 + � � �+ xngn; xi 2 Zg.
Définition 9.6. Soient (G1;+); (G2;�) deux groupes alors G1 
 G2 := (G1 � G2; �) avec
8(g1; g2); (g01; g02) 2 G1 �G2; (g1; g2) � (g01; g02) = (g1 + g2; g

0
1 � g02).

Remarque 9.5. G1 
G2 est un groupe.

Lemme 9.6. Soit � : G! G un automorphisme et H ⊴G alors G=H
�= G=�(H).

Théorème 9.7. Soit G un groupe ab�elien engendr�e �ni alors 9d1; : : : ; dk 2 N�1 et l 2 N
tq G �= Zd1 
 � � � 
 Zdk 
 Zl avec Zl := Z
 � � � 
 Z l fois. De plus on a d1j : : : jdk.
D�emonstration. Soient g1; : : : ; gn 2 G tqs. G = fx1g1 + � � �+ xngn; xi 2 Zg alors on
peut v�eri�er que � : Zn ! G; (x1; : : : ; xn) 7! x1g1 + � � �+ xngn est un homomorphisme
surjectif. Mais alors ker(�) � Zn et donc 9B 2 Zn�k avec rang(B) = k et �(B) =
ker(�). En calculant la forme normale de Smith de B on obtient que 9U 2 Zn�n; V 2
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Zk�k unimodulaires tqs. B = U

0BBBB@
d1

. . .

dk
0

1CCCCAV avec 1 � d1j : : : jdk et donc on a

ker(�) =

8>>>><>>>>:U
0BBBB@
d1

. . .

dk
0

1CCCCA y; y 2 Zk

9>>>>=>>>>;. Alors par les th�eor�emes explicit�es plus haut

on obtient G �= Zn=

8>>>><>>>>:U
0BBBB@
d1

. . .

dk
0

1CCCCA y; y 2 Zk

9>>>>=>>>>;
. Puis comme U : Zn ! Zn est un

automorphisme on arrive �nalement �a
G �= Zn=f(d1y1; : : : ; dkyk; 0; : : : ; 0); yi 2 Zg. Il su�t maintenant de constater que

Zn=f(d1y1; : : : ; dkyk; 0; : : : ; 0); yi 2 Zg �= Zd1 
 � � � 
 Zdk 
 Zn�k .

Lemme 9.8. Soient L;K deux groupes ab�eliens, M un sous groupe normal de K
f : K ! L un isomorphisme. Alors K=M

�= L=�(M).

Lemme 9.9. Soient G;H1; H2 trois groupes ab�eliens avec jHij <1 pour i = 1; 2 alors

si G �= H1 
 Zn1 et G �= H2 
 Zn2 alors H1
�= H2 et n1 = n2.

D�emonstration. Soit � : H1 
 Zn1 ! H2 
 Zn2 un isomorphisme. Soit h 2 H1 alors
�(h; 0) = (h0; x) 2 H2 � Zn2 mais comme � pr�eserve l'ordre on a n�ecessairement x = 0
on a ainsi �(H1; 0) � (H2; 0) et de même ��1(H2; 0) � (H1; 0) et donc �nalement
�(H1; 0) = (H2; 0) ce qui permet de conclure que H1

�= H2.
Maintenant on a d'apr�es le lemme ci dessus : Zn2 �=
H2 
 Zn2=H2 
 f0Zn2g �= H1 
 Zn1=H1 
 f0Zn1g �= Zn1 . Mais alors on a n�ecessairement

n1 = n2. En e�et et sans perte de g�en�eralit�e supposons n1 > n2 alors soient x1; : : : ; xn1 2
Zn1 des vecteurs Q lin�eairement ind�ependants alors on a forcement �(x1); : : : ; �(xn1) 2
Zn2Q lin�eairement d�ependants. Ainsi 9�1; : : : ; �n1 2 Z non tous nuls avec �1�(x1) +
� � �+�n1�(xn1) = 0 mais comme � est un isomorphisme on a �(�1x1+ � � �+�n1xn1) = 0.
Cela implique par injectivit�e que �1x1 + � � �+ �n1xn1 = 0. Ceci est absurde.

Théorème 9.10. Soient m1;m2 2 N� alors Zm �= Zm1

 Zm2

ssi m = m1 � m2 et

pgcd(m1;m2) = 1.

D�emonstration. ( Tout d'abord il s'agit de remarquer que � : Zm ! Zm1

Zm2

; a 7!
(a; a) est bien d�e�nie et est un morphisme de groupe. Ensuite on a jZmj = jZm1

�Zm2
j

donc il su�t de montrer que � est surjective. En e�et soit (a; b) 2 Zm1

Zm2

alors on a
1 = pgcd(m1;m2) = rm1+sm2; r; s 2 Z. D�es lors on v�eri�e que �(rm1b+sm2a) = (a; b).

) En �egalisant les cardinaux on a m = m1m2 de plus en posant d = pgcd(m1;m2) on
a m

d
= ordre(d) = ordre(�(d)) � m

d2
et donc 1 � d � 1 et donc d = 1.
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Remarque 9.11. Soit n = pa11 : : : pakk ; pi 2 Pai 2 N�1 alors Zn �= Zpa1
1

 � � � 
 Z

p
ak
k
.

Lemme 9.12. Soient p 2 P et �1 � � � � � �k; �1 � � � � � �l 2 N�1 alors Zp�1
� � �
Zp�k �=
Zp�1 
 � � � 
 Zp�l ssi k = l et �i = �i8i 2 f1; : : : ; kg.
D�emonstration. ( Trivial.
) Soit � l'isomorphisme entre ces deux groupes. On a p�k = ordre((0; : : : ; 1)) =
ordre(�((0; : : : ; 1))) � p�l . De même on obtient l'in�egalit�e inverse puis �nalement on
trouve donc �k = �l. Ainsi on a Zp�1 
� � �
Zp�k�1 �= Zp�1 
� � �
Z

p
�l�1 puis on prouve

le th�eor�eme par induction.

Remarque 9.13. Soit G ab�elien engendr�e �ni. Alors G �= Zd1 
 � � � 
 Zdk 
 Zl avec
d1; : : : ; dk 2 N�1 tqs d1j : : : jdk et l 2 N. Alors dk = pa11 : : : pann ; pi 2 P; ai 2 N�1. On

obtient ainsi di = p
ei
1

1 : : : p
ein
n avec 0 � eij � aj . D�es lors on a que G �= Z

p
e1
1
1


 � � �
Z
p
e1n
n



� � � 
 Zpa1

1

 � � � 
 Zpann 
 Zl.
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