Cours Euler: Corrigé 18

15 janvier 2025

Exercice 1

9.
1) Va2be® = Va2cbe = Va2c2V/be = \/(ac)>Vbe = acy/be car ac > 0.
5 1 4 2 \2 2 2

2) \/2—203 = \/‘;—Zac%: \/‘;—202\/a_: \/ <%c> Vac = £\ /ac car %€ > 0.
3) Va3bdct = Va2b ctab = Va2b AV ab = abc*Vab.
4) \/a2‘12—3402 = Vadbe? = Vatc2ab = a®cVab.
10.
1) Va*h? existe toujours.

Vail = ViR = /(@) VI = (V@) VIR = a2y

2) Va"b? existe si a et b sont tous les deux positifs, tous les deux négatifs (ou si I'un des deux est
nul).

V@ = V@ Vab = b/ (a2)? = |b| (Va®)’ Vab = |al*|blv/ab = [a%b]V/ab

3) Z—j existe si a est positif et b non nul.

a3 __ a2 _ a
Vir = Vra=Eva

Noter qu’ici on a bien va? = a car I'expression donnée existe seulement si a est positif.

4) Va3b* existe si a est positif ou si I'un des deux nombres a ou b est nul.

Vadbht = Va2bt/a = ab*\/a car ab® est positif.

Exercice 2

1 Ve _ /52 _ VIO _
D a=7s= % 1) 3=y = =1
5o 53 _ 5Y3 i} . )
2) A= AT 3 5) 5\/52:(5@5\@:5\/32
3) 2= ,/2=\(

1 1—+/2 1—+/2

1+v2  (1+v2)1-v2) 1-2

19v/5 19v5 (2 -5 19v5(2-v5)  19-(2v5-5

2+v5  (2+5) (2 V5) 4-5
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Exercice 3

1. V16 4+9=+v/20=5¢et4+3=7donc v16+9 < 4+3

Pour comparer les deux expressions, mettons-les au carré : (\/ 25 + 5)2

(\/%)2 30

. Pour comparer les deux expressions, mettons-les au carré : (\/8 + 3)2 =11

Vv a? + b? est la longueur de '’hypothénuse d’un triangle rectangle dont les cotés sont de longueur

a et b. Puisque cette hypothénuse est de longueur inférieure & a + b, alors va® + b? < a + b.

2
Algébriquement, si a,b € R* | alors <\/a2 + b2) =a?+b? < a®+b* + 2ab = (a + b)%. Vu que
Va2 + b? et a + b sont des nombres positifs, on conclut que va? + b? < a + b.

2
(VaZ+ )" = a? + b et (Ja| + [b])* = a® + b + 2|al|b| > a® + b%. Donc Va2 + b7 < |a| + [b].
Mais nous ne pouvons pas comparer v/ a? + b? avec a + b lorsque a et b sont des réels (donc pas
forcément positifs). Par exemple, avec a = —1 et b=1:+va2 +02 =2 > a+b =0 et avec

2.
2
(5+\/5) — 95+ 10v5 +5 = 30 + 10v/5 > 30
Donc v/25+5 <5+ 5
3
2
(VB+v3) =8+3+2V/8-3=11+4/6> 11
Donc v/8+3 < vV8++/3
4.
5 Va2+0=a+0et Vb2+0=>b+0.
Pour comparer va? + b? avec |a| + |b|, on éléve au carré :
a=b=1:Va2+0P=V2<a+b=2.
6.

Exercice 4

13.

1) V81 =9

2) V27 =3

3) /125 = -5

4) —/8 = =2

5) V162 = V4t =4

6) V8T = (vB) =2=1

DV = (Vo) = (V)
()" =3

8) v/ 20 = V26 =-22=_4

14.

1) /=65 = —4,02

2) ¢m=1,46

3) vvVb=1,31

4) /456 = 2,77

5) vV1—+3=-0,90

6) ¢/ 5 =134

Comme nous I'avons vu avant : v/a2 4 b2 < |a|+|b|. De plus Va2 +vb2 = |a|+|b|, a+b < |a|+|b].

15.
1) V/9v/37=+/9-37=+27-36 =3.32 =27
2) V16v/32 = /16-32 V42 . 4.8 =
Va3 .28 =4.2=8
3) Va*va® = Vatad = Vad = a®
1) =5 =VP-
2 671_ ]_6.
2 - 2 2
) Lo ()
V2 a(RR)” 2
9) L _ (v2)° _ (¥5)
)9/_%_3@(%)2_ 25
3) L — ()" _ (v
Vi ya(va)t o 4
4) L — (Yr) ()
)W_W(W)S_ 27
5 vio _ y5 _ (Y2 _ (%)
)W_%_%(%f_ 2
3
6){—2:3/@:2
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17.

Ici on utilise les formules (a + b)® = a3 + 3ab® +
3ba® + b® et Yz = (V)™

positif, n € Ny et m € N.
UWW—%mWW:2
V) =Ee(V5) =3

2) (
3) (V3+1)? =V9+2V3+1

(V341)? = 3+43V/3+379+1 = 4+3¥/3+3V9
(

(V3

ou z est un nombre

4) (V322 =026+ Vi
V3 -V2)?% =3+3V3-4-3V9-2-2 =

1) VVa2 = \/]a| existe toujours.

2) v/ Vb2 = {/]b] existe toujours.

3) Vb= YV = Y/]b] existe toujours.

4) VV=a = V-V = /- ? existe seule-

ment pour a = 0.
19.

1) /42 est déja sous sa forme la plus simple.

V27 3V3(V3)? 3\/5\4/2_7:ﬁ\4/2—7:

1+ 3v12 - 3V/18 2) 7B A 3
18. 3v/3
Exercice 5 (Optionnel)
1iére série
1) V/7="75~10913
2) V2% = /8 =85 ~ 1.516
3) /=32 = /=9 =(-9)7 ~ —1.369
4) {/(=3)* = V9 =97 ~ 1.369
5) /1= V3T =37%~0833
6) i/ % = (2%})% = (272)7 =227 =271 ~ (.952

Jiéme gérie
1) a+b¥c~ —1.227
2) (a+0b)/c~—1.763

)
)
3) (a+b)7 s~ —1.241

)

1
4 [(a +0)- cﬂ * = nan (« not accepted number ») ceci signifie qu'on demande & la calculatrice de

calculer une valeur qui n’existe pas (par exemple v/—2). Ici (a + b) - ¢3 est un nombre négatif. La

calculatrice peut aussi afficher “error” a la place de “nan”.

5) Va+ b2 ~ 1.266
6) (Va+b) ~4.071
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7) (a+b—|—c)% ~ 1.162

8) (3%) ° ~ 2405

Exercice 6

Partie A.

(a) 32 .33 =3373 =33 =329 (d) 22 —25-3 — 98 —92_4
25

(b) 727 2=75"2=T2=T"=7 )

(c) 61-62-6"1=61"2"1=6 1 =6 =1 (e) ;—g — 27575 =275 = (33)3 =32=9

(f) (—27)3 -3 1= (=3%)3 .31 =(-3)2.31=32.31=321=3

Partie B.

(a) Va=az, Ja=ar, Va'=a2, Va®=la=a

(b) Va? =a, vV =d® Va?=d® Va'® =a2

\/ﬁ a .11 1 16a8 \/5 1 7
0 — -~ = ¢/ =g 3 =Y _—gi.qat=q2
(c) Vad =1, T 4 1, ~=a 5, i az -a a
a® s sfa* 3 2 12

0\ - (7

(e) ¥ar =am, W:a%n, 3W:a%,

A o S

Partie C.

(a) a’%:\/aa a’%:4a37 a%ICL’Y (C) anlm:’"a, a:fz:ma”, G_%:L

Exercice 7

(a) Tout d’abord |z| est positif. De plus, (|z|)* = 2™ vu que n est pair. Donc /2" = |z|.

(b) Soient z,y € R et n,p € Ny.

Propriété (2) : Supposons que y # 0 et (x,y > 0 ou n impair). Alors, les racines n-iémes de z, y et
i existent. De plus, tous les quotients existent. Maintenant,

(wﬁ”:w@w_x

VY oy

par la propriété (3) des puissances entiéres et la définition de la racine n-iéme. Donc, si n est impair,

I . . n . . n
nous avons montré que ﬁ = n—ﬁ Sin est pair, notons que n—g est positif et concluons que Q/% = n—g

Propriété (5) : Supposons que z > 0 ou (n et p impairs). Alors, les racines {/z, ¢/ et "Vzn+p
existent car n - p est impair si n et p impair. Par les propriétés (i) et (iv) des puissances entiéres on a

~

()" (62" 2 ()Y - ()"

4

(V- )™ &



Cours Euler

Corrigé 18

Premiére année

ce qui égale z¥ - 2™ par la définition de la racine. Comme z"*? = 7 - 2" et comme /- ¢/x est positif
au cas ou x est positif, nous concluons que {/x - ¢/ = "Vartr.

.
x

(c) Soient z,y € R et r € Q tels que (—) , " et y" sont définis. Choisissons un nombre entier a et
)

n € N* tels que r =

S e

. Pour que l'on puisse diviser par y", il faut que y # 0. On suppose aussi que

soit = et y sont positifs, soit n est impair. De plus, z # 0 si a < 0. Calculons

a
< > définition de la puissance rationnelle

propriété (2) des puissances entiéres

= propriété (2) des racines

8

= par définition des puissances rationnelles

<
%

En effet les propriétés des puissances et des racines s’appliquent puisque les conditions sont satisfaites.

Exercice 8

Dans cet exercice, toutes les expressions avec des puissances rationnelles sont bien définies car le

nombre a est supposé strictement positif.
20.

103 1.3 243 5
1) azai = q2ti =g 4 =q1

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

at = (Va)’ = ai/a

2) (a4 = a™!

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

at=1
a

_1 _1 4—1 3

3) a2al =a>2=q 2 =aq°

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

a? = (1/5)3 = ava
b ()

3

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

a%:\/a

5) a2a3 =a
21.

= 3 2 = 3+2 = 6+6 = 6
1) Va2y/a =as3az =a a a

oW

+

ol

I
IS

o=

1 1
§+§ = ai

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

as = va' =a¥a

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

—= 1 1
a6 = =4 = —=
4T

3
() =2 (@) =8-ad

2

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

8-a2 =8-(y/a)? =8a/a
ql25,1:50 — 1254150 _ ,2.75
Notons que 2.75-4 = 11 donc 2.75 = %, donc
cette expression sans exposant négatif, ni frac-

tionnaire, est :
11 4 4
a2 — g = Vil — o2V/g3
( _;)—2( ;)-1 1 _3 1_3 _1
a 4 a4 = a2q 4 = Q2 4 — 4
Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

1
_1 1 1
a1 =5 =

5
\/ \/_ = a4a3 = a2+3 = a6+6 = 6
Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

a6 = vad
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3)

30,\/6:(0,'0/%)%:(@%)%:0/% CL_%:L:L

Sans exposant négatif, ni fractionnaire :

3/av/a3 3 1,3_5 249-5 6 , . . . .
Vavel _ aSa? _ 3458 = ¢76° = g6 = Sans exposant négatif, ni fractionnaire :
Vad ab
at=a al=1
a
Cette expression est déja sans exposant néga- 7 Y0l _ e _ 2r _ 21,3
. . . . i 1 1 — 3 —
tif, ni fractionnaire. 64v/ava  64aZal 6401 04
YV — (a%%)é — (a,%)% — g3 Sans exposant négatif, ni fractionnaire :
a
, . . . . . 27 -3 27
Sans exposant négatif, ni fractionnaire : T

Exercice 9

)
2)

6)

Faux : avec a=—1let b=0,ona (a®>+b?)2 =1eta+b=—1

Vrai : (a% + b%) (a% — b%> = (a%)Q — (b%)2 = a—b. La premiére égalité est I'identité remarquable

(z+y)(z—y) =2 —y

3=

Vrai @ Va3 = (23")" = 23 car x > 0.

1
Vrai : v/22 = (22)1 =2
Faux : {/(—2)° = (2?)
la racine 6 pour obtenir une racine troisiéme, car le nombre sur lequel s’appliquent les opérations

N|=

=

= 25 et /—2 = —25. Ici on ne peut pas simplifier la puissance 2 avec

est négatif (—2). Remarque que tu ne peux pas sortir la puissance de la racine sixiéme dans la
premiére expression, car alors tu aurais une racine paire d’un nombre négatif.

Viai : V3= (24) =2 = 2

Exercice 10

Monoémes.
monodme | coefficient | partie littérale | degré

—5x -5 x 1

223 2 23 3

29" > v’ 8
—0,02 —0,02 aucun 0

m* 1 m* 4

322y 3 r%yz 4

%b % ab 2

x 9
b. Les monémes 5x et = sont semblables. Les monomes §y3 et v/2y? également.

C.

4a-3=4-3-a=12a

120-20=12-2-2-2 =12 -2 -2 -2 = 242?

Z-u=zu

421522 =4-2-15-2-2=4-15-2-2-2 = 1222

—10z - (—=10z) - (=10) = =10 -2 - (—=10) - z - (=10) = (=10) - (=10) - (—10) - z - * = —10002>

AR R

6
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Exercice 11

Le premier carré est magique pour I’addition. Il suffit de calculer la somme des polynémes de chaque
ligne, de chaque colonne et des deux diagonales. On trouve dans tous les cas 6z. Pour travailler
systématiquement on peut calculer le terme de degré 1 et celui de degré 0 de chaque somme.

Le deuxiéme n’est pas magique. La diagonale principale donne 3z + 10 comme somme alors que la
premiére ligne donne 3x + 12.

Le premier carré est formé de mondmes de coefficient 1. Il suffit donc de sommer les degrés de chacun

9

pour vérifier qu’il est magique. On trouve x” comme produit.

On voit immédiatement que le second n’est pas magique pour la multiplication puisque le produit
de la troisiéme ligne donne 423 alors que le produit de la premiére donne 423 + 422.

Exercice 12 (Optionnel)

Cet exercice est le sujet d’'un document séparé.



