
Cours Euler: Série 7

2 octobre 2024

Exercice 1

Fais l’exercice suivant. Les « notations convenues » de la donnée sont les notations ensemblistes.PROBL~MES 

1. Exercice. Abréger les phrases suivantes à l'aide des notations convenues: 
a) La figure F contient l'intersection des figures A et B. 
b) L'intersection des figures F et F' est contenue dans la réunion des figures A et B. 
c) Les deux points M et N appartiennent à l'intersection des figures F et F'. 
d) Les droites a et b se coupent en un point de la figure F. 
On fera un croquis dans chaque cas. 

2. Exercice. Traduire les relations suivantes en langage courant: 
a) A c BuC c) {A } u B => C n F 
b) P E F n F' d) (A n B) u C cAu B 
On fera un croquis dans chaque cas. 

3. Exercice. Traduire la relation suivante en langage courant: 
AnBcAuB 

où A et B sont deux figures quelconques. Après quoi, on démontrera qu'elle est 
vraie quelles que soient A et B. 

4. Ex~rcice. Démontrer que, quelles que soient les figures F, F' et F", on peut écrire: 
(F n F') n F" est F n (F' n F") 

5. Exercice. Démontrer que si la figure A est contenue dans la figure B et dans la 
figure C, elle est contenue dans l'intersection de B et C. 

6. Exercice. Démontrer que, quelles que soient les figures A, B et C, on peut écrire: 
Au(BnC) est (AuB)n(AuC) 

7. Exercice. Décrire exactement les figures suivantes: 

® ® + 
+ ! + + + 

@) 

Note. On peut procéder ainsi: un élève A, de sa place, décrit l'une de ces figures. 
Un élève B, au tableau, dessine la figure, qu'il ne voit pas, en suivant les indications 
de A. Après quoi, on compare la copie à l'original! n faut cependant remarquer que 
B pourra très bien orienter sa figure autrement que dans le livre, ou lui donner des 
proportions différentes, sans pour autant commettre d'erreur. L'essentiel est de tenir 
compte des alignements, des concours de droites, etc. 

On pourra aussi traduire en signes conventionnels les descriptions demandées. 

8. Calcul. Combien quatre droites distinctes ont-elles au plus de points de rencontre, 
lorsqu'on les prend deux par deux? 

Passer ensuite au cas de 5 droites, puis 6, 7 et enfin n droites. 

9. Calcul. Combien quatre points déterminent-ils de droites, au plus, lorsqu'on les 
prend deux par deux? 

Passer ensuite au cas de 5 points, puis 6, 7 et enfin n points. 

10. Calcul. Combien quatre droites déterminent-elles au plus de triangles? 
Passer ensuite au cas de 5, puis 6 droites. 

Il . Exercice. On donne deux segments dans le plan. Décrire ce que peut être leur inter­
section, dans tous les cas possibles. 

12. Exercice. On donne deux demi-droites distinctes dans le plan. Décrire ce que peut 
être leur intersection, dans tous les cas possibles. 

13. Problème. On donne un segment AB et un point P. Nous admettrons quele segment 
AB est « opaque»: cela signifie que si un crapoïde est en un point M , il ne « voit» 
pas le point P lorsque le segment MP coupe le segment AB. 

Trouver l'ensemble des points du plan d'où les crapoïdes ne voient pas P. 

14. Problème. On donne un segment opaque AB (voir problème 13) et deux points C 
et D situés du même côté de la droite AB. 
a) Trouver l'ensemble des points du plan d'où les crapoïdes ne voient ni C ni D. 
b) Trouver l'ensemble des points du plan d'où les crapoïdes voient à la fois Cet D. 

15. Problème. On donne deux segments opaques AB et CD (voir problème 13) ainsi qu'un 
point P n'appartenant ni à la droite AB ni à la droite CD. Trouver l'ensemble des 
points du plan d'où les crapoïdes ne voient pas P . 

16. Exercice. Donner une définition précise de la notion de «ligne brisée simple». 

17. Théorème. Lorsqu'une ligne brisée a ses extrémités de part et d'autre d'une droite d, 
elle coupe d. 

18. Calcul. On considère un polygone convexe à n côtés. Calculer le nombre de ses 
diagonales. Prendre d'abord n = 3,4, 5 et 6. Puis passer au cas général. 

19. Théorèmes. 
1. Tout demi-plan est une figure convexe. 
2. Toute droite est une figure convexe. 
3. Toute demi-droite est une figure convexe. 
4. Tout segment est une figure convexe. 

20. Théorème. L'intersection de deux figures convexes est une figure convexe. 

21 . Problème. On donne un triangle ABC. Dans quelle région du plan faut-il prendre un 
quatrième point P de façon que le quadrilatère ABCP soit convexe? 

22. Problème. Dessiner un pentagone convexe quelconque ABCDE. Trouver la région 
du plan où l'on peut prendre un sixième point P tel que les six points constituent 
ensemble les sommets d'un hexagone convexe. 

23. Problème. On donne un segment AB et un point P situé hors du support de AB. 
Quelle est la réunion des segments ayant une extrémité en P et l'autre sur le segment 
AB? 

24. Problème. On donne deux segments AB et AC. Quelle est la réunion des segments 
ayant une extrémité sur AB et l'autre sur AC? 

Exercice 2

1) On considère un ensemble à trois éléments {A,B,C}. On appelle ses éléments points. On appelle
droites les sous-ensembles suivants : {A,B}, {A,C}, {B,C}. Vérifie que cette donnée respecte les
axiomes de connexion.

2) Même question pour l’ensemble {A,B,C,D,E} avec pour droites tous les sous-ensembles à deux
éléments.

3) On considère l’ensemble de points {A,B,C} et l’ensemble des droites {{A,B}, {B,C}}. Lesquels
des axiomes de connexion ne sont pas vérifiés et pourquoi ?

4) Même question si on n’a qu’une seule droite {A,B,C}.

5) Plan de Fano. On considère l’ensemble de sept points {A,B,C,O,E, F,G} et les sept droites
{A,G,B}, {A,F,C}, {B,E,C}, {A,O,E}, {B,O, F}, {C,O,G} et {E,F,G}. Dessine cette géo-
métrie de sorte à pouvoir montrer qu’elle vérifie les axiomes de connexion.
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Exercice 3

Dans une donnée apparaît le nom de « crapoïde ». C’est ainsi que l’auteur a baptisé des animaux
imaginaires qui vivraient en deux dimensions.

8. Calcul. Combien quatre droites distinctes ont-elles au plus de points de rencontre. 
lorsqu'on les prend deux par deux? 

Passer ensuite au cas de 5 droites, puis 6, 7 et enfin n droites. 

9. Calcul. Combien quatre points déterminent-ils de droites, au plus, lorsqu'on les 
prend deux par deux ? 

Passer ensuite au cas de 5 points, puis 6, 7 et enfin n points. 

JO. CalCu.1. Combien quatre droites détermjnent-ell~s au plus de triangles? 
Passer ensuite au cas de 5, puis 6 droites. 

Il. Exercice. On donne deux segments dans le plan. Décrire ce que peut être leur inter­
section, dans tous les cas possibles. 

12. Exercice. On donne deux demi-droites ctistinctes dans le plan. Décrire ce que peut 
être leur intersection, dans tous les cas possibles. 

13. Problème. On donne un segment AB et un point P. Nous admettrons quelesegment 
AB est « opaque »: cela signifie que si un crapoïde est en un point M, il ne «voit» 
pas le point P lorsque le segment MP coupe le segment AB. 

Trouver l'ensemble des points du plan d'où les crapoides ne voient pas P. 

14. Problème. On donne un segment opaque AB (voir problème 13) et deux points C 
et D situés du même côté de la droite AB. 
a) Trouver l'ensemble des points du plan d'où les crapoides ne voient ni C ni D. 
b) Trouver l'ensemble des points du plan d'où les crapoides voient à la fois C et D. 

15. Problème. On donne deux segments opaques AB et CD (voir problème 13) ainsi qu'un 
point P n'appartenant ni à la droite AB ni à la droite CD. Trouver l'ensemble des 
points du plan d'où les crapoides ne voient pas P. 

Exercice 4

Pour se détendre un peu ? On considère quatre points dans le plan. Combien de droites doit-on
tracer au minimum pour séparer les quatre points, c’est-à-dire pour faire en sorte que deux points
arbitraires (parmi ces quatre) sont toujours séparés par une droite au moins ? Et pour cinq points ?
Et six ? et sept ? Et. . . huit ? Et on s’arrêtera ici pour cette semaine.

Exercice 5

Décris le plus précisément possible les figures suivantes en n’utilisant que le langage introduit au
cours (en particulier on n’a pas introduit la notion d’angle pour l’instant).

® 
® 

+- + + 
+ 

@) -t 

+ 
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Exercice 6

A faire sur la donnée.

sera co!)al)le 
Sm 

dis;tinu:e entre 

res;pe;ctifs L, et r ~ 

à 

il somme à 

~-- ri ~- (2 
,"""""""""" "',',"",',',',',",',,",' 
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Exercice 7

A faire sur la donnée.

® 

le pro-

NotE en 
et 

cette construc~ 
tion avec en 

$\ Que cette propriété 

se trouVer à 

ia 

P trouvé fPiyreri-1i au rmnhipfnp 7 

Un qUêitrièrne mODri,',,,,,,? le même ioi,ccpronrt 
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Exercice 8

A faire sur la donnée.

7 
4 

x 

et U d'UU1YleU en 

La mn'miplp ces inégaliltés est UJU!UUlU 

fU1Jlll'UlJ! 7 

c) Pour la vellMel [prnnlir x 7 (Anpnl~inn ~ x être un nnm,,,p 

CG!nrlitlnn doit lprnnllr X pour la troisième inélgalité 7 

ce !lIJlno!p la est mmrm<;p entré et 

<x< 

f) sur la 

Objerrl€, le mnenOlP iS!JCèle ,l\BC 

en 

L < 
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Exercice 9

A faire sur la donnée.

1 

ans, essare Vè!nernem: construire un trflinliln aVec 
26 cm et 50 cm. i!?,f,,'II!" 

7 

ClIiVIi)')1i la construction es!'eiliie 

L i 2 cm f 45 cm ; 25 

2. 23 cm : 33 cm . 43 cm , 

cm 10, m 

: 230 mm; '~crn' 

Exercice 10

Démontre le théorème suivant à l’aide des axiomes vus en cours. On considère trois points non alignés
A,B,C, un point D sur le segment ouvert ]BC[ et un point P sur le segment ouvert ]AD[. Alors

AP + PB < AC + CB.

A

B

C

D

P
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Exercice 11

6. Quelle allure?
a) Trace un segment RS de 8 cm.

Trace un arc de cercle c de centre R et de rayon

5 cm.

Trace un arc de cercle d de centre S et de rayon

5 cm.

Ces deux arcs de cercle se coupent en M et N.

Trace d'une couleur le quadrilatère RMSN.

Trace d'une autre couleur les segments RS et MN

qui se coupent en O.

Quelle est la longueur du segment MO?

Observe la figure RMSN et décris ses propriétés.

b) Trace un cercle c(0 ; 4 cm) et place un point M
sur le cercle c.

Trace un cercle diM; 4 cm).

Le point O appartient-il au cercle d ? Peux-tu le
justifier?

N et P sont les points d'intersection des cercles

c et d. >

• Trace les cercles eN: 4 cm) et f(P; 4 cm).

Le cercle f coupe le cercle d en L et le cercle c
en R.

Trace les segments NR, AL et LN.

Observe la figure NLR et décris ses propriétés.

c) Trace un cercle c(O; 8 cm) et dessine un diamètre

AD, quelconque.

Sur AD, construis quatre segments isométriques:

AB, BO, OC et CD.

Construis trois perpendiculaires au diamètre AD, qui
passent respectivement par B, O et C.

Ces trois perpendiculaires coupent le cercle c en

six points.

Avec A et D, tu disposes maintenant de huit points

sur le cercle. Relie-les, dans l'ordre.

Quel est le nom du polygone inscrit obtenu?

QUEL EST LE NOM

DU POLyGONE?

Vous ÊtES PRof

ou füe?

JENE DÉNONCE

PASMES CAMARADES!
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Exercice 12

Cet exercice est un avant-goût du Théorème de Thalès que nous verrons à la fin de l’année ! Pour le
moment il nous sert à comprendre et exécuter une marche-à-suivre.

Exercice 13 (Optionnel)

Exercice de test : Théorie : les nombres rationnels.

1) Donne la définition de l’équivalence de deux fractions
a

b
et

c

d
.

2) Donne un exemple de deux fractions équivalentes (mais non égales).

3) Utilise la définition ci-dessus pour vérifier si les deux fractions
9

80
et

10

89
sont équivalentes. Si ce

n’est pas le cas, laquelle est la plus grande des deux ?
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Exercice 14 (Optionnel)

Exercice de test : On calcule dans Q.
Simplifie les fractions suivantes pour les mettre sous forme irréductible (p et q sont des nombres
premiers distincts > 15) :

1)
540

999

2)
1′000′000

355

3)
77 · p · q2

33 · p3 · q

Exercice 15 (Optionnel)

Test 2016 : Ecriture décimale et fractions. On demande dans cet exercice de donner tous les
calculs qui conduisent au résultat.

1) Transforme la fraction
49

280
en écriture décimale.

2) Transforme la fraction
40

37
en écriture décimale. Quelle est la longueur de la période ?

3) Quelle fraction irréductible correspond au nombre 0,512 ? Effectue les calculs nécessaires et ex-
plique ton raisonnement.

4) Quelle fraction irréductible correspond au nombre 0,123 ? Effectue les calculs nécessaires et ex-
plique ton raisonnement.

Exercice 16 (Optionnel)

Test 2016 : Théorie : les nombres rationnels.

1) Définis la somme de deux nombres rationnels représentés par des fractions
a

b
et

c

d
.

2) Démontre que la somme dans Q est commutative, i.e. si r, s ∈ Q, alors r + s = s + r. Indique si
(et où) tu utilises la commutativité de la somme dans Z et la commutativité du produit dans Z.

3) Soit m un nombre entier non nul. Calcule
Å
7

m
+

m

7

ã−1

en fonction de m.

4) Détermine l’ensemble de tous les nombres rationnels r qui vérifient
1

r
≤ 2

5
. Trouve d’abord le

nombre rationnel r qui vérifie
1

r
=

2

5
puis résous l’inéquation en tenant compte du signe de r

(positif ou négatif). Vérifie ton résultat pour t’assurer de la justesse de ta réponse !
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Exercice 17 (Optionnel)

Test 2016 : On calcule dans Q.
Effectue les calculs suivants en indiquant les étapes intermédiaires et donne la réponse sous forme de
fraction irréductible :

1)
1

2
·
ïÅ

44

99
·
Å
−25

35

ã
− 13

14
· 10
39

ã
:
7

15

ò
=

2) Lequel de ces deux nombres est le plus grand, 8,3̄ ou
331

40
? Explique ton raisonnement !
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