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=prL Compression sans pertes

Information, Calcul et Communication

Principe : Utiliser la redondance presente dans les donneées (en pratique,
abreger ce qui revient souvent)

Exemple : Voici une sequence de 13 lettres (en incluant les deux points

d'exclamation):

A

3 RAGCA

D) A

3 R A

Le but est d’encoder cette sequence de lettres en une sequence de bits, en
utilisant le moins de bits possibles et en respectant les regles suivantes

= A chaque lettre correspond un unigue mot de code (ex : A < 01).
L ensemble des mots de code constitue un dictionnaire.

= | a sequence de bits ainsi produite doit étre decodable de maniere unique a

'aide du dictionnaire.



=prL Compression sans pertes

Deux approches :

1. En suivant une version legerement modifiée du jeu des questions, on
obtient I'algorithme de Shannon-Fano.

2. En regroupant les lettres au fur et a mesure selon leurs probabilités
d'apparition, on obtient I'algorithme de Huffman.
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=prL Algorithme de Shannon-Fano

Vous avez de¢ja rencontré Claude Shannon...

Voici Robert Fano (1917-2016), prof. au MIT

Reprenons le jeu des questions sur notre nouvel exemple
ABRACADAB RA I

= Comme precedemment, on commence par classer les lettres de la
séquence dans l'ordre decroissant de leur nombre d'apparitions :

lettre | A B _R_! C_D_
Nombre d'apparions 5 22 2 1 1

* Quelle est la melilleure premiere question a poser ici ?
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=prL Algorithme de Shannon-Fano

ABRAGCADARBRAII

lettre | A B R _ ! C_D_
Nombre d'appariions 5 2 2 2 1 1

= Probleme : On ne peut pas diviser 'ensemble des lettres en deux parties
strictement egales (tout en respectant I'ordre decroissant).

= Solution : On minimise la différence de taille entre les deux ensembles

— Q1: “Est-ce un Aou un B ?” (— 7 et 6 possibilités, respectivement)
= Si la réponse est oui, quelle est la 2¢me question a poser ?
— Q2: « Est-ce un A? » (on n’a pas tellement le choix ici...)
= Si la réponse est non, quelle est la 2¢Me question a poser ?
— Q2: « Est-ceun Rouun " ?» ou Q2: « Est-ceun R ? »
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On a le choix ici ! (mais aucun indice sur quel est le meilleur...)



=prL Algorithme de Shannon-Fano: Option 1

ABRACADARBRAII

lettre | A B R _ ! C_D_
Nombre d'appariions 5 2 2 2 1 1

Est-ce?A ou B

I |
Est-ce A Est-ce Rou"!"

I |
B\ B Est-ce R Est-ce C
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=prL Algorithme de Shannon-Fano: Option 1

Construction du dictionnaire :

= Regle n° 1 : Le nombre de bits attribués a chaque lettre est égal au nombre
de questions necessaires pour la deviner.

= Regle n° 2 : Les bits 1 ou 0 sont attribues en fonction des reponses « oui »
OU « non » obtenues aux questions.
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=prL Algorithme de Shannon-Fano: Option 1
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ABRACADARBRAII

lettre | A B R _! C_D_

Mot de code 011 010 001 000

Est-ce?A ou B

—1 0
Est-ce A Est-ce Rou "!"
? ?
—1——0— —1 | 0
B\ B Est-ce R Est-ce C
? ?
—1——0— —1——0—

R Q C D



=prL Algorithme de Shannon-Fano: Option 1

= Dictionnaire résultant :

lettre | A B R _ ! C_D_

Mot de code 011 010 001 000

* Pour encoder la séquence ABRA CA D A B R A I, on utilise donc
2.7+ 3 -6 =32 bits au total, ce qui represente % ~ 2.46 bits par lettre.

= Et la sequence de bits ainsi produite : 111001111 ... est parfaitement
décodable a I'aide du dictionnaire, si on la lit de gauche a droite
(car aucun mot de code du dictionnaire n’est le prefixe d’'un autre).
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=prL Algorithme de Shannon-Fano: Option 2

ABRACADARBRAII

lettre | A B R !  C_D_
Nombre d'apparions 5 2 2 2 1 1

Est-ce Aou B
2

| : |
Est-ce A Est-ce R
7 ?

A :33 R ESt-ée "

Q Est-;:e C
?

Légende ,

. c D

§ 1
OUl NON
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=prL Algorithme de Shannon-Fano: Option 2
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ABRACADARBRAII

lettre | A B R _! | C_ D_

Mot de code 001 0001 0000

Est-ce Aou B
2

1l 0 —
Est-ce A Est-ce R
? ?
[ 0 - 1 i 0+
D Est-ce "I"
B! R 5
r1 ' 0
Q Est-ce C
?
rl——0-

c D



=prL Algorithme de Shannon-Fano: Option 2

= Dictionnaire résultant :

lettre | A B R _! C_D_

Mot de code 001 0001 0000

= Nombre de bits utilisés pour encoder ABRACADARRA I :
2:943-24+4-2 =32 Dbits au total (donc % ~ 2.46 bits par lettre)

Remarque : Ici, le nombre total de bits utilises est le méme pour les deux
options choisies, mais ce n'est pas le cas en general pour l'algorithme de
Shannon-Fano.
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=prL Algorithme de Huffman

= David Albert Huffman (1925-1999)
= iIngénieur électricien, pionnier de l'informatique
= eleve de Robert Fano...

Repartons avec le tableau des nombres d'apparitions de chaque lettre :

lettre | A B R !  C_D_
Nombre d'apparions 5 2 2 2 1 1

Idée principale : Au lieu de construire I'arbre depuis le haut, construisons-le
depuis le bas !

= Voici I'algorithme :
1. Regrouper les deux lettres les moins probables (ici, C et D)

2. Considérer ces deux lettres comme une nouvelle “lettre” commune, et faire la
somme des nombres d'apparitions (ici, 1 + 1 = 2)

3. Recommencer en 1. jusqu'a ce qu'il ne reste qu'une seule “lettre”
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=prL Algorithme de Huffman

ABRACADARBRAII

lettre | A B R !  C_D_
Nombre d'apparions 5 2 2 2 1 1

13
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=prL Algorithme de Huffman

ABRACADARBRAII

lettre | A B R _! | C_ D_

Mot de code 011 010 001 0001 0000
5 13
; : .-
C
= 8
S C1 0
4 4
= 1 0 -1 05
- 2
E 1 0
£ O [ 2 3 2 R 2 [ 116 1




=prL Algorithme de Huffman

= Dictionnaire résultant:

lettre | A B R _! C_D_

Mot de code 011 010 001 0001 0000

= Nombre de bits utilisés pour encoder ABRACAD AR R A 1 :

1-5+3-6+4-2=31 (donci—; ~ 2.38 bits par lettre)
— mieux que Shannon-Fano !

De plus :
= | 'execution de l'algorithme de Huffman est aussi plus rapide!

= En géneral, il y a aussi des choix a faire avec cet algorithme, mais le nombre total
de bits utilises est toujours le méme.
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=prL EtI'entropie, dans toutca ?

lettre | A B R _! C_D_
Nombre d'appariions 5 2 2 2 1 1
5 2 2 2 1 1

Probabilités

13 13 13 13 13 13

= | 'entropie de la séquence A B RAGCA DA B R A Il vaut :

5 13 2 13 1 13
H(X) = 75 loga () +3 33 loga () +213+10ga (T

5 6
= log,(13) — 13 log,(5) — 3~ 2.35

ce qui est légerement plus petit que le nombre moyen de bits par lettre
utilisés par chacun des deux algorithmes (respectivement 2.46 et 2.38).

Nous allons voir que c’est toujours le cas!
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=prL Définitions
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= Un code binaire est un ensemble C dont les élements ¢4, ..., ¢,, (€également
appelés mots de code) sont des suites de 0 et de 1 de longueur finie.

Exemple: C={11,10,01,001,0001, 0000}
= On note /; la longueur d'un mot de code ;.
Exemple: [, =3

= Un code binaire C est dit sans preéfixe si aucun mot de code n’est le préfixe
d'un autre. Ceci garantit :
= que tous les mots de code sont differents ;
= que tout message formé de ces mots de code peut étre décode au fur et a
mesure de la lecture (si celle-ci se fait de gauche a droite).

Exemple : Avec le code binaire ci-dessus, la sequence 11100111000111 se
it11,10,01,11,0001,11



=prL Définitions (suite)
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» e code binaire C = {c4, ..., c,,} peut étre utilisé comme un dictionnaire pour
représenter une sequence X formee avec des lettres tirees d'un alphabet
A = {ay, ..., an}. Chaque lettre a; est representee par le mot de code c¢; de

longueur [;.

-ﬂﬂll-ﬂ

Exemple :
P Mot de code 001 0001 0000

= Si les lettres a4, ..., a,, apparaissent avec des probabillités p4, ..., p,, dans la
séquence X, alors la longueur moyenne du code (i.e., le nombre moyen
de bits utilisés par lettre) est donnee par

LIC)=pi-lL ++py-ly



=pr. Théoreme de Shannon

Quel que soit le code binaire C sans préfixe utilisé pour représenter une
séquence X donnee, I'inégalite suivante est toujours vérifiee

H(X) = L(C)

On voit apparaitre ici un seull (cf. theoreme d’échantillonnage) : en-dessous
de ce seull, Il nest pas possible de compresser des donnees sans faire de
pertes.
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=prL Inégalité de Kraft

Avant de démontrer le théoreme de Shannon, nous avons besoin d’'un lemme,
I'inégalite de Kraft :

Soit C = {c4, ..., ¢,,} un code binaire sans préfixe. Alors

271 4+ ... 427 <1

(rappelons que [; est la longueur du mot de code c;).
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=pr. Démonstration de I'inégalité de Kraft

= Soit L,,,,, 1a longueur du mot de code le plus long dans C.

= On peut représenter chague mot du code C par un nceud dans un arbre
binaire de profondeur L, ..

» On appelle “"descendants” d'un mot de code donne les mots de code situés
en dessous de celui-ci dans l'arbre.

1

aq

Code of

%)

as

2
3
3

Ay
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=pr. Démonstration de I'inégalité de Kraft

Observations:

= Au niveau l,,,,,, il y a 2'max noeuds
en tout.

* Le mot de code ¢; a 2'max~"%
descendants d; au niveau L4,

\1

= | es descendants de mots de code
distincts sont tous distincts
egalement.

Donc Zlmax_ll 4+ ...+ Zlmax_ln < Zlmax

DN

* En divisant de chaque cote par a,
2'max on obtient I'inégalité de Kraft.

oo

oo
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=pr. Démonstration du théoreme de Shannon

= Par définition,

1

H(X) — L(C) = (m - log, (p_l) + -+ py, - log; (pin)) — (1 L+t )

1 1
—» (1o (—)—z)+---+ -(10 (—)—z)
P1 ( 82 D4 1 Pn 82 o n

* Remarquez que —I; = log,( 27% ), donc

1 (1) [ =1 (1)+1 (274) =1 (Z_Zj)
0 —|—L:=lo — 0 = |lo
82 D, j 82 D, 82 82 D,

‘ 2—11 2_l1’l
d'ou H(X) — L(C) = p, ‘1082( ; ) pn-logz( )
1
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=pr. Démonstration du théoreme de Shannon (suite)

= En utilisant le fait que f(x) = log,(x) est une fonction concave, on obtient :

2l 27 In
H(X)—L(C)=p1-log2( )"‘"""Pn‘lng( )
pl pn
( 2l 27 In
<lo - ey
gz pl pl pn pn

) =log,(2741 + .- 4 27In)

= Par l'inégalité de Kraft: 2751 + ...+ 27!n < 1 et le fait que f(x) = log, (x)
est une fonction croissante, on conclut que

H(X)—L(C) < log,(1) =0

= donc H(X) < L(C), ce qui démontre le théoréme de Shannon.
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=rr. Quelques informations supplémentaires

On peut montrer de plus les inegalités suivantes :
= En général, H(X) < L(Chysr) < L(Copp) < HX) + 1

Zone Inaccessible
sans pertes

0

=
5

L(Cyusr) L(Cspr) H(X)+1

= Pour n’importe quel code binaire sans prefixe C, on a de plus

L(Crurr) < L(C)
ce qui veut dire que le code de Huffman est optimal !

Information, Calcul et Communication
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=Pi-L
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Compression avec pertes

= Pour compresser des données sans pertes, on ne peut donc pas descendre
en-dessous de la borne de Shannon.

= Si on essaye malgré tout en utilisant un algorithme du méme type, on court

a la catastrophe !
» Retournons a notre exemple /2\

3 RACA

d'utiliser code binaire suivant (avec préfixe) :

-ﬂﬂll-ﬂ

Mot de code

D) A

2 R A Il et essayons

= Avec un tel code, on n'utilise que 19 bits au total, et non 31, mais la
représentation binaire du message donne : 10111...

= En lisant de gauche a droite, on ne peut pas decoder le debut de la

séquence: est-ce A B A A A ? /A

BRA?ACR?ouencore | RA? ...



=prL Compression avec pertes

Cependant, on est parfois obligé de compresser en faisant des pertes :

1. lorsqu’on désire representer un nombre reel avec un nombre fixe de bits
(I'information comprise dans un nombre reel est “infinie”)

2. lorsgqu’on desire échantillonner un signal dont |la bande passante est infinie

3. lorsqu’on desire teélecharger sur un site web l'integralité de ses photos de
vacances (quelques gigaoctets pour une centaine de photos avec la plus
haute resolution).

Dans le premier cas, on a vu la representation en virgule flottante pour les
nombres réels.

Comment proceder dans les deux derniers cas ?

= Méme principe : appliquer un filtre passe-bas pour eliminer les hautes
frequences !
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=prL.Compression avec pertes : Images
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L oreille humaine ne percoit pas des sons au-dela de ~ 20 kHz...

De méme, I'ceil humain a un pouvoir de resolution d’environ une minute d'arc
1 , . . .. L.
= 0.017 degré, ce qui veut dire qu'il ne distingue pas :

= des crateres sur la lune d’'un diametre inferieur a 100km ;
= des objets de talille inférieure a 1 mm situés a 3 m de distance

= des pixels de tallle inferieure a 0.2x0.2mm sur un écran d’'ordinateur (a 50 cm de
distance).

Comment filtrer les hautes frequences (spatiales) dans une image ?

Une fagon simple de faire : moyenner les couleurs .- .-.
sur des zones de plus ou moins grande talille. .-. .-.
C’est un filtre a moyenne mobile ! ... ...




Images
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=prL Compression avec pertes



=prL.Compression avec pertes : Images

On voit apparaitre un compromis :

= plus on utilise des pixels de grande taille, moins on a besoin d'espace-
memoire pour stocker I'image...

* mais plus I'image d'origine est deformeée : on parle de distorsion.

Il existe bien sur des algorithmes beaucoup plus sophistiques pour
compresser une image avec pertes .

= format JPEG :

= analyse les frequences spatiales presentes dans I'image
= n'en retient que les plus basses
= utilise un algorithme de compression sans pertes par-dessus le tout

= format JPEG 2000 : la méme chose, mais avec des ondelettes.
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=prL COmpression avec pertes : Son

Et pour le son, comment procéder ?

= Pour rappel, le son enregistré sur un CD est d’abord filtre a 22 kHz, puis
éechantillonné a 44.1 kHz, et chaque echantillon est encodé sur 2 - 16 bits
(2 canaux pour la stereo).

= Pour enregistrer une seconde, il faut donc 44’100 - 16 - 2 = 1.4 mégabits.

= | e format MP3 permet d’encoder cette information sur 128 kilobits
seulement, ce qui correspond a une reduction d’environ 90% de la tallle
d'un fichier ! (sans déformation sensiblement audible du son)

Comment est-ce possible ?
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=prL COmpression avec pertes : Son

amplitude q;

= C'est (en partie) grace a 'effet de

masque : lorsqu’'une sinusoide avec
une certaine frequence est presente
avec grande amplitude dans un son,
elle cache a l'oreille humaine les
autres sinusoldes de frequences
proches et de moindre amplitude
(C'est un effet psychoacoustique).

frequence f;

= En conséquence, il n'y a pas besoin d'encoder une partie du signal, car on
ne I'entend de toute facon pas!

* En se basant sur ce principe, Karlheinz Brandenburg et al. ont cree le
format MP3 en 1993.
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