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EPFL - Information, Calcul et Communication - Partie théorique

Série 8 : Solutions

1 Bande passante et fréquence d’échantillonnage
a) 1. La bande passante ne change pas.

2. La bande passante ne change pas.

3. La bande passante est multipliée par 3, car toutes les fréquences du signal sont multipliées par 3.

4. La bande passante devient max(𝐵, 𝑓 ). En effet, comme 𝑓 ≠ 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 , on est sûr ici qu’on ajoute une sinusoïde de
fréquence 𝑓 au signal qui ne peut pas s’annuler avec une sinusoïde déjà présente dans le signal d’origine𝑋 . S’il se trouve
que 𝑓 > 𝐵, c’est donc que 𝑓 est la plus grande fréquence du nouveau signal ; sinon, la bande passante reste la même.

5. 𝑋 ′ (𝑡) =∑𝑛
𝑖=1 2𝜋 𝑓𝑖𝑎𝑖 sin(2𝜋 𝑓𝑖𝑡 + 𝛿𝑖 ), donc la bande passante ne change pas non plus ici.

Pour s’assurer que la condition du théorème d’échantillonnage soit respectée, il faut donc échantillonner les signaux 1,
2 et 5 à une fréquence 𝑓𝑒 > 2𝐵, le signal 3 à une fréquence 𝑓𝑒 > 6𝐵 et le signal 4 à une fréquence 𝑓𝑒 > 2max(𝐵, 𝑓 ).

b) On suppose donc ici que

𝑋 (𝑡) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 sin(2𝜋 𝑓𝑖𝑡) et 𝑌 (𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑏 𝑗 sin(2𝜋𝑔 𝑗𝑡)

avec les bandes passantes respectives 𝐵𝑋 =max(𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛) et 𝐵𝑌 =max(𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑚).

1. La bande passante de 𝑋 (𝑡) + 𝑌 (𝑡) est en général égale à max(𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛, 𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛) = max(𝐵𝑋 , 𝐵𝑦), sauf dans le
cas où 𝐵𝑋 = 𝐵𝑌 = 𝐵. Dans ce cas, supposons en effet que 𝑓𝑖 et 𝑔 𝑗 , pour un 𝑖 et un 𝑗 donnés, correspondent aux fréquences
les plus hautes dans les signaux 𝑋 et 𝑌 , respectivement. Donc 𝑓𝑖 = 𝑔 𝑗 = 𝐵 dans ce cas. S’il se trouve que 𝑎𝑖 = −𝑏 𝑗 , alors
ces deux sinusoïdes de haute fréquence s’annulent dans le signal 𝑋 (𝑡) + 𝑌 (𝑡), d’où il en ressort que la bande passante
de 𝑋 (𝑡) +𝑌 (𝑡) est plus petite que max(𝐵𝑥 , 𝐵𝑌 ) = 𝐵. Tandis que dans le cas où 𝐵𝑋 ≠ 𝐵𝑌 , la sinusoïde ayant la plus grande
fréquence parmi toutes ne peut s’annuler avec une autre.

2. Soit de nouveau 𝑓𝑖 la plus haute fréquence du signal 𝑋 et 𝑔 𝑗 la plus haute fréquence du signal 𝑌 . Donc 𝑓𝑖 = 𝐵𝑋 et
𝑔 𝑗 = 𝐵𝑌 . Le signal 𝑋 (𝑡) · 𝑌 (𝑡) comprend donc une composante de la forme

𝑎𝑖 𝑏 𝑗 sin(2𝜋 𝑓𝑖𝑡) sin(2𝜋𝑔 𝑗𝑡)

qui, en utilisant le rappel de trigonométrie de l’énoncé, se réécrit de la manière suivante :

1
2
𝑎𝑖 𝑏 𝑗 (cos(2𝜋 (𝑓𝑖 − 𝑔 𝑗 )𝑡) − cos(2𝜋 (𝑓𝑖 + 𝑔 𝑗 )𝑡))

On peut vérifier que la composante de fréquence 𝑓𝑖 + 𝑔 𝑗 ci-dessus est la composante de plus haute fréquence dans le
signal 𝑋 (𝑡) · 𝑌 (𝑡), et que c’est aussi la seule : toutes les autres composantes ont des fréquences plus faibles. On obtient
donc que la bande passante de 𝑋 (𝑡) · 𝑌 (𝑡) est toujours égale à 𝑓𝑖 + 𝑔 𝑗 = 𝐵𝑋 + 𝐵𝑌 .

Pour s’assurer que la condition du théorème d’échantillonnage soit respectée, il faut donc échantillonner le signal 𝑋 +𝑌
à une fréquence 𝑓𝑒 > 2max(𝐵𝑋 , 𝐵𝑌 ) et le signal 𝑋 · 𝑌 à une fréquence 𝑓𝑒 > 2 (𝐵𝑋 + 𝐵𝑌 ).

2 Interlude musical
La taille du fichier est de 60 × 60 × 44000 × 32 ≃ 5 Gigabits.

3 Signaux périodiques et apériodiques
a) Oui, dans ce cas, 𝑋1 (𝑡) + 𝑋2 (𝑡) est périodique de même période 𝑇 . En effet :

𝑋1 (𝑡 +𝑇 ) + 𝑋2 (𝑡 +𝑇 ) = 𝑋1 (𝑡) + 𝑋2 (𝑡) pour tout 𝑡 ∈ R

Seule exception : si 𝑋2 (𝑡) = −𝑋1 (𝑡) pour tout 𝑡 ∈ R, alors 𝑋1 (𝑡) + 𝑋2 (𝑡) = 0, pour tout 𝑡 ∈ R.
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b) Si 𝑇1 et 𝑇2 sont des nombres entiers, alors le signal est périodique et sa période est le plus petit multiple commun de
𝑇1 et 𝑇2 :

ppmc(𝑇1,𝑇2) =min{𝑁 ≥ 1 : il existe 𝑘, ℓ ≥ 1 tels que 𝑁 = 𝑘𝑇1 = ℓ𝑇2}

On peut le voir graphiquement, ou en vérifiant la formule suivante :

𝑋1 (𝑡 + 𝑁 ) + 𝑋2 (𝑡 + 𝑁 ) = 𝑋1 (𝑡 + 𝑘𝑇1) + 𝑋2 (𝑡 + ℓ𝑇2) = 𝑋1 (𝑡) + 𝑋2 (𝑡)

c) La période de la sinusoïde fondamentale est𝑇0 = 1/𝑓0, et les périodes des harmoniques sont de la forme𝑇𝑛 = 1/(𝑛𝑓0).
Ainsi,𝑇0 est le plus petit multiple commun de toutes ces périodes, et le signal est donc périodique de période𝑇0 (ceci se
voit bien graphiquement).

d) Dans ce cas, la réponse n’est pas forcément oui : ça dépend si le rapport 𝑇1/𝑇2 est rationnel (auquel cas le signal est
périodique) ou non (auquel cas le signal est apériodique). Avec les deux exemples donnés dans l’énoncé, on voit bien
graphiquement que le premier signal est périodique, tandis que le second ne l’est pas.

4 Filtre à moyenne mobile
a) Après un passage à travers un filtre à moyenne mobile de période 𝑇𝑐 =𝑇 , on vérifie d’abord que les signaux 𝑋1 (𝑡) et
𝑋3 (𝑡) sont tous les deux constants au cours du temps et prennent la valeur 1/2. Voici maintenant les formes des signaux
𝑋2 (𝑡) et 𝑋4 (𝑡) après passage à travers le même filtre à moyenne mobile (sur les graphes ci-dessous, 𝑇 = 2) :

𝑋2 (𝑡) 𝑋4 (𝑡)

b) Un signal périodique de période 𝑇 sort constant d’un filtre à moyenne mobile de période 𝑇𝑐 = 𝑇 . Pour 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 , on
le voit au moyen de la formule suivante :

𝑋 (𝑡) =
1
𝑇

∫ 𝑡

𝑡−𝑇
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠 = 1

𝑇

(∫ 0

𝑡−𝑇
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠 +

∫ 𝑡

0
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠

)
=

1
𝑇

(∫ 0

𝑡−𝑇
𝑋 (𝑠 +𝑇 ) 𝑑𝑠 +

∫ 𝑡

0
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠

)
=

1
𝑇

(∫ 𝑇

𝑡

𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠 +
∫ 𝑡

0
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠

)
=

1
𝑇

∫ 𝑇

0
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠 ne dépend pas de t

Les exemples 𝑋1 (𝑡) et 𝑋3 (𝑡) du point a) illustrent bien ce fait.
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c) On a vu au cours que

𝑋 (𝑡) = 1
𝑇𝑐

∫ 𝑡

𝑡−𝑇𝑐
sin(2𝜋 𝑓 𝑠) 𝑑𝑠 = cos(2𝜋 𝑓 (𝑡 −𝑇𝑐 )) − cos(2𝜋 𝑓 𝑡)

2𝜋 𝑓𝑇𝑐

En utilisant une des formules du rappel de trigonométrie, on trouve que

𝑋 (𝑡) = 2 sin(2𝜋 𝑓 (𝑡 −𝑇𝑐/2)) sin(𝜋 𝑓𝑇𝑐 )
2𝜋 𝑓𝑇𝑐

Donc pour tout 𝑡 ∈ R, on a

|𝑋 (𝑡) | ≤
���� sin(𝜋 𝑓𝑇𝑐 )𝜋 𝑓𝑇𝑐

���� = |sinc(𝑓 𝑇𝑐 ) |

Lorsque que la période 𝑇 = 1
𝑓
de la sinusoïde coïncide avec la période 𝑇𝑐 du filtre à moyenne mobile, le signal sortant

est nul, ce qui est encore un cas particulier de ce qu’on a trouvé au point b).

5 Questions d’examens passés

a) Si la fréquence d’échantillonnage est trop faible, le signal échantillonné peut sembler osciller plus lentement, voire
dans le sens inverse du signal original — un phénomène appelé effet stroboscopique.

✓ VRAI
□ FAUX

Solution

C’est exact : quand la fréquence d’échantillonnage est inférieure à deux fois la fréquence du signal (critère de
Nyquist), les hautes fréquences se replient sur des basses fréquences — c’est le repliement spectral (aliasing).
Le signal semble alors osciller plus lentement, ou même en sens inverse.

b) Réduire la période de coupure d’un filtre à moyenne mobile rend la sortie plus lisse, car la fenêtre de moyenne devient
plus courte.

□ VRAI
✓ FAUX

Solution

C’est faux : réduire𝑇𝑐 signifie moyenner sur un intervalle plus court, ce qui atténue moins les variations rapides.
La sortie est doncmoins lisse. Pour obtenir un signal plus lissé, il faut au contraire augmenter 𝑇𝑐 .

c) On suppose que le signal suivant 𝑋 (𝑡) est le signal d’entrée d’un filtre passe-bas idéal avec une fréquence de coupure
de 15 Hz.

𝑋 (𝑡) = 3 sin(20𝜋𝑡) + 2 sin(40𝜋𝑡) + 4 sin(24𝜋𝑡) + 4 sin(24𝜋𝑡 + 𝜋)

Parmi les expressions suivantes, laquelle représente correctement le signal de sortie, 𝑋 (𝑡) ?
✓ 𝑋 (𝑡) = 3 sin(20𝜋𝑡)
□ 𝑋 (𝑡) = 3 sin(20𝜋𝑡) + 8 sin(24𝜋𝑡)
□ 𝑋 (𝑡) = 3 sin(20𝜋𝑡) + 2 sin(40𝜋𝑡)
□ 𝑋 (𝑡) = 0

Solution

On identifie les fréquences : 3 sin(20𝜋𝑡) correspond à 𝑓 = 10 Hz, 2 sin(40𝜋𝑡) à 𝑓 = 20 Hz, et les deux termes en
24𝜋𝑡 à 𝑓 = 12 Hz. Or sin(𝜃 + 𝜋) = − sin(𝜃 ), donc 4 sin(24𝜋𝑡) + 4 sin(24𝜋𝑡 + 𝜋) = 0 : ces deux termes s’annulent.
Il reste 𝑋 (𝑡) = 3 sin(20𝜋𝑡) + 2 sin(40𝜋𝑡). Le filtre coupe à 15 Hz, donc seul le terme à 10 Hz est conservé :

𝑋 (𝑡) = 3 sin(20𝜋𝑡)

d) Soit un signal 𝑋1 (𝑡) périodique de période 𝑇1, et un signal 𝑋2 (𝑡) périodique de période 𝑇2. Pour laquelle (lesquelles)
des paires de périodes suivantes le signal somme 𝑋 (𝑡) = 𝑋1 (𝑡) + 𝑋2 (𝑡) est-il périodique?

✓ 𝑇1 = 3 et 𝑇2 = 5
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✓ 𝑇1 = 0.5 et 𝑇2 = 0.75
□ 𝑇1 = 1 et 𝑇2 = 𝜋

□ 𝑇1 = 2 et 𝑇2 =
√
2

Solution

La somme est périodique si et seulement si le rapport 𝑇1/𝑇2 est rationnel (il existe alors un PPCM des deux
périodes).

— 𝑇1 = 3, 𝑇2 = 5 : 3
5 rationnel⇒ périodique, 𝑇 = 15.

— 𝑇1 = 0.5, 𝑇2 = 0.75 : 0.5
0.75 = 2

3 rationnel⇒ périodique, 𝑇 = 1.5.
— 𝑇1 = 1, 𝑇2 = 𝜋 : 1

𝜋
irrationnel⇒ non périodique.

— 𝑇1 = 2, 𝑇2 =
√
2 : 2√

2
=
√
2 irrationnel⇒ non périodique.

e) Chaque figure ci-dessous montre un signal d’entrée 𝑋 (𝑡) (trait pointillé) et sa sortie filtrée 𝑌 (𝑡) (trait plein), après
passage dans un filtre à moyenne mobile de largeur 𝑇𝑐 = 0.5 :

𝑌 (𝑡) = 1
𝑇𝑐

∫ 𝑡

𝑡−𝑇𝑐
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠

Quelle ou quelles figures sont compatibles avec un tel filtrage?

✓

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1
0
1

𝑡

A
m
pl
itu

de

Entrée 𝑋 (𝑠) Filtré 𝑌 (𝑡)

□

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1
0
1

𝑡

A
m
pl
itu

de

Entrée 𝑋 (𝑠) Filtré 𝑌 (𝑡)

✓

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1
0
1

𝑡

A
m
pl
itu

de

Entrée 𝑋 (𝑠) Filtré 𝑌 (𝑡)

□

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

𝑡

A
m
pl
itu

de

Entrée 𝑋 (𝑠) Filtré 𝑌 (𝑡)
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Solution

Le filtre à moyenne mobile est un filtre passe-bas causal : il lisse le signal en moyennant les valeurs passées, ce
qui produit une sortie continue, plus régulière que l’entrée, avec un certain retard.

— Figure 1 (✓) : signal carré en entrée, transitions linéaires en sortie — le filtre intègre progressivement les
sauts, c’est le comportement attendu.

— Figure 2 (×) : la sortie est simplement un décalage de l’entrée, sans lissage — ce n’est pas un filtre à
moyenne mobile.

— Figure 3 (✓) : l’entrée contient une composante rapide (haute fréquence) ; la sortie conserve la composante
lente et supprime la rapide — comportement passe-bas correct.

— Figure 4 (×) : la sortie commence à augmenter avant le saut de l’entrée, ce qui est impossible pour un
filtre causal.


