EPFL Peter Wittwer
Section PH 14 mars 2025

Analyse avancée II — Corrigé de la série 4B

Echauffement. (Linéarité)

i) Soit y = ay; + Bys. Alors, par la linéarité de la dérivée on a y” + p(x)y + q(x)y
(a1 + Bya2)" + p(x) (s + Bya) + a() (o + Bya) = (! + Byb) + plx) (ayi + Bys)
q(z) (ay1 + Bya) = a (¥ + p(@)yy + q(x)y1) + B (v5 + p()ys + q(2)y2) = ar(z)+ Br(z)
(a+ B)r(x) =r(x).

i) Soit y = y; — yo. Alors, par la linéarité de la dérivée on a y" + p(z)y’ + q(z)y =
(1 —2)" +p(x) (11— 92)" +a(@) (y1 —y2) = (Y1 — ) +p(2) (¥ — ) +a(@) (11 —y2) =
(W1 + p(@)ys + a(@)y1) — (5 + p(@)ys + a(@)y2) = r(z) — r(z) = 0.

iii) Soit y; et yo deux solutions de ’équation homogene et soit y = c1y; + coys avec ¢y, ¢y €
R. Alors, par la linéarité de la dérivée on a y” + p(2)y + q(2)y = (c1y1 + coy2)” +
p(x) (cryn + o) +a(x) (cryn + caya) = (eryi — o) +p(x) (ry + cavs)+q(x) (ryn + cay) =
a (i +p()yr + a(@)yr) + ez (5 + p(@)ys + q(2)y2) = 10+ 20 = 0.
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Exercice 1. (Réduction de 'ordre)

Toute solution d’'une équation différentielle linéaire est définie sur I'intervalle I sur lequel les
fonctions p et ¢ sont continues (voir le cours). Ceci dit, il se peut que la fonction U de la méthode
des facteurs intégrant ne soit pas définie en les points ou la solution ; s’annule (voir 'exemple
du point i7)). Le produit U y; pourra néanmoins étre définie sur tout I par prolongement par
continuité (et sera de classe C? sur T).

i) Supposons que J C [ est un intervalle sur lequel y; ne s’annule pas et soit y = U y; une
solution sur J. Alors ¢y = uy; +U y) et vy = v/ y1 +2uy;+U yY, et on obtient y”+p(x)y +
q(z)y = u'y1 +2uy; + Uyl +p(@) (wuys + Uyy) + q(@)Uy = U (v + p(x)y; + q(z)y) +
u (2yl" + p(x)y1) + v’ y; = 0. Puisque y; est une solution de I’équation ceci se réduit a
I’équation différentielle du premier ordre pour w :

yi (@)’ + (p(@)yi (v) + 2y (x)) u = 0,

ou encore (sur tout intervalle J C I, tel que Yz € J, y;(x) # 0),

'+ (p(:}:) +2 zigg)u —0.

ii) On pose y(x) = U(z)sin(x) et I'on obtient 1'équation
sin(z)u’ 4 2 cos(x)u = 0,

qu’il faut résoudre sur les intervalles ouverts ou sin(x) ne s’annule pas. Par séparation
des variables on trouve (on écrira pas les constantes multiplicatives arbitraires)




puis on integre pour obtenir

U(z) = cot(x)
et donc la deuxieme solution cos(x) = cot(z) sin(x). On voit bien que la fonction U(z) =
cot(x) n’est pas définie en les point ou sin(z) s’annule, mais que le produit cos(z) =
cot(x) sin(zx) est néanmoins définit (et de classe C?) sur tout R.

Exercice 2. (Deuxieéme ordre a coefficients constants)

Soit I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre a coefficients constants ay” +by’+cy = 0.

i)

i)

De I'équation caractéristique ad?+bA+c = 0 on obtient une premiére solution y; (z) = e’*

b
avec A = —— (cas ou b — 4ac = 0). On pose yo = Uy, avec U une primitive d'une

nouvelle fonction inconnue u. Pour u on obtient 'équation (voir Exercice 1.),

yi ()
y1(x)

au'+(b+2a )u:au'+(b+2a)\)u:0,

et donc, puisque b+2a A = 0, v’ = 0. Donc v = 1 (ou n’importe quelle autre constante non

nulle), et donc U(z) = x (par exemple) et une deuxiéme solution est donc yo(1) = ze®.

C’est le cas ou I'équation caractéristique a deux solutions complexes conjuguées, A = a+if3
et A = a — i ce qui donne deux solutions complexes conjugués e’ et e**. Pour obtenir
une solution réelle on pose C' = % (C1 —iCy), avec C1, Cy € R et on pose

— 5 1 ) 1 )
yn(z) = C e + C e = 5 (Cy — i Cy)elotie 3 (C) +1i Cy) elamih)e
= (1" cos(fz) + Ce sin(fx)

Exercice 3. (Wronskien)

Soient p, ¢ et r des fonctions continues sur un intervalle ouvert I C R et soit ’équation
différentielle linéaire du deuxieme ordre y” + p(z)y’ + q(x)y = 0.

)

i)

S’il existe ¢ € R tel que Vo € I, yi1(x) = cya(x) alors Vo € I, w(z) = y(v)ys(x) —
vi()y2(r) = c- 0=0.
On a w' = (4195 — ¥iv2)' = 15 — ¥iva = —v1 (p(¥)4s + ¢(2)y2) + (P(2)y1 + q(2)y1) Y2 =

—p(z)w et donc

w(z) = ce @),

avec P une primitive de p et ¢ une constante. Par le théoreme d’existence et d’unicité
cette solution est unique et le Wronskien est donc ou bien non-nul ou identiquement nul
sur I (théoreme d’Abel), et puisque par hypothese w(zg) = 0 on trouve que Vx € I,

w(z) =y (z)ys(x) — yi(2)yz(z) = 0.

Montrons que 'hypothese w(zg) = 0 implique aussi que les deux solutions y; et y, sont
linéairement dépendantes. Si w(xg) = 0, les deux vecteurs

)
(i) e (ni)
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sont linéairement dépendants, ce qui veut dire qu’il existent des nombres réels ¢; et co,
tels que

c1 91 (zo) + caya (20) =0,

ey (zo) +c2ys (20) =0 .

Soit la fonction y = ¢; y; + ¢ y2. Comme combinaison linéaire des deux solutions ¥, et y»
cette fonction satisfait notre équation différentielle du deuxieme ordre. De plus on a par
définition de ¢; et co que y (z9) = 0 et ¥ (x9) = 0 et donc, par le théoréeme d’existence
et d'unicité!, que Vo € I, y(x) = 0, ce qui veut dire que les deux solutions y; et y, sont
linéairement dépendantes.

ii1) Par le théoréme d’existence et d’unicité! il existent des solutions y; et y» telles que pour
un zg € I yi1(zo) = 1, yi(z0) = 0 et ya(zo) = 0, yh(xo) = 1. Vu que w(xy) =1 # 0 les
deux solutions sont linéairement indépendantes et la dimension de ’espace vectoriel est
donc au moins deux. Soit y3 une autre solution et soit la combinaison linéaire suivante de
Y1 et y2 1y = y3(o)y1 + y3(wo)y2. On a y(xo) = ys(wo) et y'(xo) = y3(wo) et donc y3 =y
par 1'unicité! des solutions. La dimension de 1'espace des solutions est donc deux.

'Nous anticipons ici le théoreme d’existence et d’unicité pour les équations différentielles d’ordre n pour
lesquelles une condition initiale est spécifiée en se donnant y(zo), ..., ¥"*(z0)-



