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Analyse avancée II — Corrigé de la série 11B

Echauffement. (Théoréme des fonctions implicites)

Voir le cours pour 'énoncé. 11 faut un point (zg,yo) € R™ x R™ tel que F(zo,y0) = 0 et

oF
det (a—(:po,yo)) # 0, ce qui garantie l'existence d'un voisinage U de zy et d'une fonction
Y

f:U— R™ telle que f(xg) =yo et Vo € U, F(z, f(x)) = 0. Pour la dérivée de f on a Vo € U

ro == (% @ s@)) 5 (@),

Exercice 1. (Théoreme des fonctions implicites)

)

i)

Notons y = (y, z) et soit la fonction F': R x R? — R? définie par

F<x7Y> = (Fl(x7y72)7F2(xay7Z))T7

ot Fi(z,y,2) =2 —vy>+2z+8et Fy(z,y,2) =23+ y* — 2° — 16.
Soit (z0,y0) = (0,2,0). Nous avons

Fi(0,2,0)=0 et  F5(0,2,0)=0,

et
OF, OF
oF (% % _(—3y2 1)
v \am am | — | 43 =5t
Uy \% yoomo2
et donc

OF ~12 1
det (5) (0,2,0) = det ( I 0) = —32£0.

Le théoreme des fonctions implicites permet alors d’affirmer qu’il existe 6 > 0 et deux
fonctions fi, fo € C*(]—d,4+4[,R) telles que f1(0) = 2 et fo(0) = 0 et telles que Vz €
]_57 5[ )

Fi(z, fi(z), fo(x)) =0

By(z, fi(x), fo(z)) =0

Pour la dérivée de la fonction f = (fs, fg)T on a (voir I’échauffement pour I'expression a

calculer):
, 12 1\ [1 1{0 -1)\/1 0
ro=-("5) ()5 (% %) 6)- (%)

et donc f(0) =0 et f5(0) = —1. La tangente a la courbe y = fi(x) en 0 a donc donnée
par I’équation y = 2 et la tangente a la courbe z = fo(x) en 0 et donnée par 1'équation
z=—z.



iii) Sion veut exprimer x et z en termes de y il faut controler le déterminant de la matrice

1 1
3x2 —hHzt

en (0,2,0) et si on veut exprimer = et y en termes de z il faut controler le déterminant

de la matrice
1 =3y
a2 4y

en (0,2,0). Ces déterminants sont respectivement égal & 0 et 32 # 0. On peut donc
exprimer proche du point (0,2,0) x et y en termes de z, mais pas x et z en termes de y.

Exercice 2. (Théoreme des fonctions implicites)
i) Soit D = ]—1,4+00] x R x ]0,400] et F': D — R la fonction définie par

1 1
F(x,y,2) = =1+ 2 + y2° + arctan(zyz) + 5 In(1+x+2) —In(3) — In(z) + 3 In(y* + 2°).

Alors, pour tout (z,y,2) € D on a

0F< ) = 5yt L 1 1 N 22
—(z,y,2) = byz 4z
9z Y Y 1+a22y%22 2(1+x+2) z y>+23
L OF 1 , L
Ainsi, puisque F(1,0,7) =0 et 8_(1’ 0,7) = e = 0, le théoreme des fonctions implicites
2
nous permet d’affirmer qu’il existe § > 0 et une fonction de classe C!, f: B((1,0),d) — R,

telle que
f(1,00=7 et Y(z,y) € B((1,0),8), F (z,y,f(z,y)) =0.

ii) Pour tout (z,y,2z) € D on a:

oF yz 1 oF 1
or (l‘,y,Z) T+ 1—|—:c2y2z2+2(1+:c—|—z) e 8:c< s Yy ) + 187
OF 5 xz 2y OF 5

—_— = t —(1,0,7) =7 7.

Le plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (1,0) correspond (localement) au plan
tangent a la surface déterminée par I’équation F'(x,y,z) = 0 au point (1,0,7). Il est donc
donné par:

1 22

r—1
1
VF)(1,0,7 = (24— 47 —z—-===0
<( )(1,0,7), Zg7> <+18)x—|—( +)y—|—182 5

A noter que cette équation s’obtient aussi par le développement de Taylor a 'ordre 1 de
f au point (1,0).



Exercice 3. (Théoréeme des fonctions implicites)

i) Manifestement on a F'(0,0) = 0 et, puisque chaque composante de F' est la somme de
fonctions de classe C*, F est aussi de classe C!.

i) 11 suffit de vérifier le théoreme des fonctions implicites. On a déja vérifié que F(0,0) =
0 et il suffit donc de controler que le déterminant de la sous-matrice 2 x 2 de F’(0)
correspondant a la variable u = (u1,u3) est non nul. On a, avec w = (wy, ws)

/ o 2“1 1 211}1 0
F(“’“’)_<e"1 10 1)’

oF 2u7 1 0 1
%(an) = (6“1 1> (07()) = (1 1)

OF
et donc det ( 5 (0,0)) = —1 # 0. Par le théoreme des fonctions implicites, il existe

et donc

ou
donc € > 0 et une fonction f € C'(B(0,¢) C R? R?) telle que, pour tout w € B(0,¢)

F(f(w),w) = 0.

e ) o3 (49- 3

iii) On a que



