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Réconstruction de signaux (interpolation optimale)

X (t) = z X(mT,) - sinc (t _ mTe)

MmeZ €

] /| = Théoreme d’échantillonnage (Nyquist-Shannon)
; "N\ IA\ o Condition de reconstruction:
sl w \/ | 1 fe > 2fmax
Pty o Effet stroboscopique quand f, < 2f,,,

- perte d’'information

| = Filtrer avant echantillonner (anti-aliasing)
: o Filtre passe-bas idéal f. < ¢/, avant I'échantillonnage
|
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Compression des données
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Aujourd’hui

= Compression des données

=  Entropie

= Algorithmes de Shannon-Fano et Huffman
= Théoreme de Shannon

= Compression avec pertes
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Deux raisons principales:

e Pourreduire 'espace utilise lors
du stockage de ces données

e Pourreduire le temps de
transmission de ces données




e Lestextes

e Lessons

e Lesimages

e Lesvidéos

e En géneral, tout type de
données numériques !




= Compression sans pertes : lorsqu’on désire

retrouver I'intégralitée des données stockeées
sous forme compressee

o Exemples: billets pour un concert, bulletins de
vote, articles scientifiques

= Compression avec pertes : lorsqu’on n’est
pas tant a cheval que ca sur les détails et

qu’on s’autorise un peu de distorsion

o Exemples: morceaux de musique au format mp3,
partage de photos sur le web, vidéos YouTube...




Compression sans pertes

Aussi étrange que cela puisse paraitre, il est possible
de réduire la taille d’un fichier informatique...

...sans pour autant perdre la moindre information a
propos du fichier!

L'idée de base consiste a supprimer/réduire la
redondance présente dans les données en abrégeant
les motifs qui reviennent souvent dans celles-ci.



La langue francaise est pleine de redondance !

N e Pour preuve, voici deux phrases:

Ny e
~Q T .

~Q
R Si on liasse la perimeére et la drniéree Itretes a la
~Q bnnoe pclae dnas cquahe mot, arols ctete sncedone
) prshae est asusi pfatitaerment liiblse (ou psqgeurel)

o9 e Pourquoitant de redondance ?

- pour mieux se comprendre, tout simplement !

- pour étre capable de lire un texte contenant des
< fotes d’ortografe.



Exemples de compression dans la vie de tous les jours

O
~8’,0'
. e Langage SMS: “slt”, “tqt”, “mdr”, ...
X
QNQ’ e CodeMorse:A=%-" E=%" S=¢4." T=4r"
N tandis que X = “-..-", Z ="“--,
~Q
oy '\,,b'
o 0 e Acronymes : EPFL, UNIL, ...
SV x
N
RS
,g,’y L
Q' g7
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Exemple de compression (sans pertes)

<) Essayons d’encoder les séquences de lettres MONTREUX et

. LAUSANNE sous la forme de séquencesde O etde1:

e Laséquence MONTREUX a huit lettres différentes : il n'y a donc
NG pas de choix pour cette séquence : 3 bits par lettre sont
nécessaires (par exemple):

© M < 000, O « 001, etc. et donc 3 x 8 = 24 bits en tout.

N e Danslaséquence LAUSANNE par contre, les lettres A et N se
~0 répetent chacune deux fois ; on peut donc abréger la
N4 N représentation de celles-ci en utilisant le code suivant (par
o O exemple):
A~ 11,N-10,L - 000,S < 001,U « 010, E < O11.

,g.,'y ,5 Cette représentation n’utilise que 2 x 4 + 3 x 4 = 20 bits en tout.
Q
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Exemple 1

Voici une séguence de 16 lettres::

ABCDEFGHIJKLMNOP

Jeun°1:
Deviner quelle lettre a ete tirée au hasard en posant un nombre minimum
de questions binaires, auxquelles on ne repond que par oui ou par non.

cPrL
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Exemple 2

Voici une autre séquence de 16 lettres (sans compter les espaces):

IL FAIT BEAU A IBIZA

Jeun®2:Lejeuestle méme qu’avant!

Remarques:
e La position de la lettre est tirée au hasard, de maniere uniforme.
e |l ne faut deviner que la lettre elle-méme (|, L, F, A, ...), pas sa position.

Combien de questions binaires en moyenne
sont-elles nécessaires pour deviner la lettre ?

cPrL 14



Exemple 2

IL FAIT BEAU A IBIZA

Solution: classer les lettres dans I'ordre décroissant du nombre d’apparitions
dans la séquence:

Ilﬂﬂ-ﬂ-ﬂﬂﬂ

Nombre d’apparitions

Idée (dichotomie plus générale) : séparer I'ensemble des lettres en deux
parties égales en tenant compte de leur nombre d’apparitions, ce qui donne:

cPrL
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Exemple 2 : Arbre des questions
;St_ STouA? { oo 1 ]alB|L]F|TIE|UlZ

# d’apparitions 4 4 2 1 1 1 1 1 A1
# de questions 2 2 3 4 4 4 4 4 4
Esst—cel’n> [Est—ceB LouF?
I Est-ceB? Est-ce ToOuE?
Est-ceL? Est-ceT? Est-ceU?
Légende\| 7\ /\ /Z\
oul NON L F T E U Z

cPrL 16



Exemple 2 : Solution

lette I A|B|/L F T E/U Z
Probabilité Y16 /16 %116 Y16 Y16 Y16 Y16 Y16 Y16

Nombre de questions 2 2 3 4 4 4 4 4 4

Nombre de questions a poser en moyenne':

4 2 1 16 + 6 + 24 46

= 2.875
16 16 16 16 16

On dit que I'entropie de cette séquence est égale a 2.875.

=PrL 17



Exemple 2

Letre [ 1 |A|B|L|F|T|E|U|Z
Probabilité p *16 *16 *l16 16 e 16 e ‘16 16

Nombre de questions =log,(1/p) 2 2 3 4 4 4 4 4 4

Remarques:

= Pour deviner une lettre qui apparait 1 fois sur 16, on a besoin de 4 questions. 4 = log,(16)
= Pour deviner une lettre qui apparait 2 fois sur 16 (i.e. 1 fois sur 8), on a besoin de 3 questions. 3 = log,(8)
= Pour deviner une lettre qui apparait 4 fois sur 16 (i.e. 1 fois sur 4), on a besoin de 2 questions. 2 = log,(4)

En résumé : pour deviner une lettre qui apparait avec une probabilité p,

on a besoin de log, (%) questions.

=PrL 18



Entropie : Definition génerale

e Soit X une séquence de lettres provenant d’un alphabet A = {a4,...,a,}.

e Soit p; la probabilité d’apparition de la lettre a; dans la sequence X
(remarquezque 0 <p; <1Vjetquep, +--+p, = 1)

L’entropie de la séquence X est définie par:

1 1
H(X) = p1 - log; (_) + o+ pp - log; (_)
P1 Pn

. . 1
Remarque : par convention, si pj =0, alors on pose pj - log; (;) = 0.
]

cPrL
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Exemple 3

Voici encore une autre séquence de 16 lettres:

AAAAAAAAAAAAAAAA

Jeu n° 3: Le jeu est encore le méme qu’avant !

cPrL

20



Entropie : Exemple

letre |1 |A[B|L|[F|T|E|U[Z]
Probabilité p *16 16 “116 16 ‘116 Y16 16 e e

Nombre de questions =log,(/p) 2 2 3 4 4 4 4 4 4

1 1 1
H(X) =2 i log,(4) +1- §-log2(8) + 6-E-log2(16) = 2.875

Notez qu’en général, 'entropie ne coincide pas avec le nombre moyen de questions
binaires a poser pour deviner une lettre!

Exemple : Trouver une lettre tirée au hasard dans la séquence ABB nécessite
exactement 1 question binaire, mais

1 2 3
H(X) = 3’ log,(3) + 3 log, <§> ~ (0.92

=PrL 21



Origines de la notion d’entropie

Origine en physique (Boltzmann, 1872) :
L’entropie mesure le “désordre”

dans un systéme physique.
= Ludwig Boltzmann (1844-1905)
= ardent défenseur de 'existence des atomes
= pére de la physique statistique

Théorie de I'information (Shannon, 1948) :
L’entropie mesure la “quantité d’information”

contenue dans un signal.

= Claude Shannon (1916-2001)
= mathématicien, ingénieur électricien, cryptologue,
= pére de la théorie de I'information, jongleur...

cPrL
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Interpretation de la notion d’entropie

=

L

ABCDEFGHIJKLMNOP H(X) = 4
IL FAIT BEAU A IBIZA H(X) = 2.875
AAAAAAAAAAAAAAAA HX)=0

e Plusilyade lettres différentes, plusily a de désordre, plusily a de
nouveauté et donc “plus d’'information” dans le message.

e Plusilyade lettres semblables, moins il y a de désordre, plusily a de
redondance et donc “moins d’information” dans le message.

23



Quelques propriétés de I’entropie

1

1
H(X) = p; - log; (-) + o+ pp - log, (—)
P1 Pn

e Pour une probabilite d’apparition 0 < p < 1 donnée, log, (;) = 0.

e H(X)=>=0engénéral, et H(X) = 0 si et seulement si I'ordre est total
(c’est-a-dire si toutes les lettres sont les mémes).

e Sin estlataille de I'alphabet utilisé, H(X) < log,(n) en général
et H(X) = log,(n) si et seulement si le désordre est total
(c’est-a-dire si toutes les lettres sont différentes).

cPrL
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Entropie : quelques rappels

L’entropie d’une séquence X est définie par:

1

1
H(X) = p1 - log; (—) + o+ pp - logy (—)
P1 Pn

ou p4, ..., P, SONt les probabilités d’apparition des lettres a4, ..., a,, dans la
séquence X.

H(X) ne dépend donc pas de I'ordre des lettres, ni de leurs valeurs!
H(BANANA) = H(ANANAS) = H(BONOBO)

cPrL
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Aujourd’hui

Algorithmes de Shannon-Fano et Huffman

Théoreme de Shannon

Compression avec pertes
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Compression sans pertes

Principe : Utiliser la redondance présente dans les données (en
pratique, abréger ce qui revient souvent)

Exemple : Voici une séquence de 13 lettres (en incluant les
deux points d’exclamation):

ABRACADABRA!

Le but est d’encoder cette séquence de lettres en une séquence de bits,
en utilisant le moins de bits possibles et en respectant les regles suivantes::

e A chaque lettre correspond un unique mot de code (ex : A « 01).
L’ensemble des mots de code constitue un dictionnaire.

e Lasequence de bits ainsi produite doit étre décodable de maniére unique a I'aide du
dictionnaire.

=PrL 27



Compression sans pertes

Deux approches:

1. En suivant une version légerement
modifiée du jeu des questions, on
obtient I'algorithme de Shannon-Fano.

" \\v "ic

n c\‘ §,.\ w.-’.'_h{'i\.

s» \A,.\,.\“g\_.‘.u,
o o,»“v\ > _"‘\ )

En regroupant les lettres au fur et a
mesure selon leurs probabilites

d’apparition, on obtient I'algorithme
de Huffman.

=pPEL Optimal 2



Algorithme de Shannon-Fano

Vous avez déja rencontré Claude Shannon...

Voici Robert Fano (1917-2016), prof. au MIT

Reprenons le jeu des questions sur notre nouvel exemple :

ABRACADABRAI

e Comme précédemment, on commence par classer les lettres de la
séguence dans lI'ordre decroissant de leur nombre d’apparitions :

ﬂﬂﬂﬂ-ﬂ
Nombre d’apparitions 5

e Quelle est la meilleure premiére question a poserici ?

=PrL 29



Algorithme de Shannon-Fano

ABRACADABRA!
“ﬂﬂ_-ﬂ

Nombre d’apparitions 5

e Probleme : On ne peut pas diviser I'ensemble des lettres en deux parties
strictement égales (tout en respectant I'ordre décroissant).

e Solution: On minimise la différence de taille entre les deux ensembles

- Q1: “Est-ce un Aou un B ?” (> 7 et 6 possibilités, respectivement)

= Si la réponse est oui, quelle est la 2é™e question a poser ?
— Q2: « Est-ce un A ? » (on n’a pas tellement le choix ici...)

= Si la réponse est non, quelle est la 2™ question a poser ?
— Q2: « Est-ceunRouun“”?» ou Q2:«Est-ceunR ? »

On ale choix ici ! (mais aucun indice sur quel est le meilleur...)

cPrL
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Algorithme de Shannon-Fano: Option 1

Lettte [ A[|B|R|![c[D
! Est-ce Aou B’f{

# d’apparitions 5 2 2 2 1 1

Est-ceA’? Est-ceRou!?
A B Est-ceR? Est-ce C?
Légende / \ / \
/ \ R ! C D
Oul NON

EPFL 31



Algorithme de Shannon-Fano: Option 1

Construction du dictionnaire :

Est-ceAouB?
st-ce Aou e Reglen®1:Le nombrede
1 Q bits attribués a chaque

Est-ce A? Est-ce Rou!? lettre est égal au nombre
e “cenou de questions nécessaires

1/\@ 1/ \@ pour la deviner.

A B Est-ceR? Est-ce C?

e Reglen°2:Lesbits1ou0
1/ \ 0 1 / \ 0 sont attribués en fonction
R ! C D

des réponses « oui » ou
« hon » obtenues aux
questions.

=PrL 32



Algorithme de Shannon-Fano: Option 1

ABRACADABRA!l
D SV T T A

Nombre d’apparitions

Nombre de questions

Mot de code

11

! Est-ce Aou B’?{

Est-ce A?

cPrL

2 2 2
3

1
3 3

10 011 010 001 000

Est-ceRou!?

i/

Est-ceR?

17\, @
R !

\©

Est-ce C?

17 \©
C D
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Algorithme de Shannon-Fano: Option 1

e Dictionnaire résultant:

“ﬂﬂ“-ﬂ
Nombre d’apparitions 2 2 2 1

Nombre de questions 2 2 3 3 3 3
Mot de code 11 10 011 010 001 000

e Pourencoderlaséquence ABRACADABRA! on utilise donc

2 -7 + 3 -6 = 32 bits au total, ce qui représente % ~ 2.46 bits par lettre.

e Seéquence de bits produite :

11100111100111000111001111010010

e Cette séquence est parfaitement décodable a I'aide du dictionnaire, si on la lit de
gauche a droite car aucun mot de code du dictionnaire n’est le préfixe d’un autre.

EPFL o



Algorithme de Shannon-Fano: Option 2

! Est-ceAouB ’?{

Est-ceA? Est-ceR?

/' \ / N\

A B R Est-ce!?

Iﬁmﬂllllllllllﬂﬂlllﬂl "' ‘\‘

# d’apparitons 5 2 2 2 1 Est-ceC?
# de questions 2 2 2 3 4 4
Motdecode 11 19 01 001 0001 0000 / \

cPrL

Lette __JA[BIR|![C|D

# d’apparitions 5 2 2 2 1 1
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Algorithme de Shannon-Fano: Option 2

e Dictionnaire résultant:

“ﬂﬂ—_“
Nombre d’apparitions 5 1

Nombre de questions 2 2 2 3 4 4

Mot de code 11 10 01 001 0001 0000

e Nombre de bits utilisés pourencoder ABRACADABRAI!:

2.9 +3-2+4-2 =32 bits au total (donc % ~ 2.46 bits par lettre)

Remarque: Ici, le nombre total de bits utilisés est le méme pour les deux
options choisies, mais ce n’est pas le cas en geneéral pour I'algorithme de
Shannon-Fano.

cPrL
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Algorithme de Huffman

e David Albert Huffman (1925-1999)

= ingénieur électricien, pionnier de l'informatique
= éléve de Robert Fano...

Repartons avec le tableau des nombres d’apparitions de chaque lettre :

“ﬂﬂ—-ﬂ

Nombre d’apparitions

Idée principale : Au lieu de construire I'arbre depuis le haut,
construisons-le depuis le bas!

e Voicil'algorithme:
1. Regrouper les deux lettres les moins probables (ici, C et D)
2. Considérer ces deux lettres comme une nouvelle “lettre” commune, et faire la somme des nombres

d’apparitions (ici, 1 + 1 = 2)
3.  Recommencer en 1. jusqu’a ce qu'’il ne reste qu’une seule “lettre”

cPrL
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Algorithme de Huffman

ﬂﬂﬂ—-ﬂ

# d’apparltlons
# de questio
Mot de code

5 2 2 2 1
1 3 3 3 4 4

1 011 010 001 0001 0000

38



Algorithme de Huffman

e Dictionnaire résultant:

“ﬂﬂ—-“
Nombre d’apparitions 5 2 2 2 1

Nombre de questions 1 3 3 3 4 4
Mot de code 1 011 010 001 0001 0000

e Nombre de bits par lettre pour encoder la séquence ABRACADABRAL!!

1-5+3-6+4-2=31,donci—;z2.38

- mieux que Shannon-Fano!
De plus:

= | ’exécution de l'algorithme de Huffman est aussi plus rapide!
= En général, il y a aussi des choix a faire avec cet algorithme, mais le nombre total de bits utilisés est
toujours le méme.

cPrL
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Et I'entropie, dans tout ca ?

Lettre | A/ B|RJ| ! [C|[D_
Probabilités 513 Y13 Yz Yz Vi3 Yis

e L'’entropie dela séquenceA BRACADABRA!I aut:

5 13 2 13 1 13
H(X) =E-10g2 (?>+3 -E-logz (7> + 2 -E-logz (T) ~ 2.35

ce qui est légerement plus petit que le nombre moyen de bits par lettre
utilises par chacun des deux algorithmes (respectivement 2.46 et 2.38).

Nous allons voir que c’est toujours le cas!

cPrL 0



Aujourd’hui

Théoreme de Shannon

Compression avec pertes

cPrL
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Définitions

e Un code binaire est un ensemble C dont les élements ¢4, ..., ¢,, (Egalement
appelés mots de code) sont des suites de 0 et de 1 de longueur finie.

Exemple:C ={11,10,01,001,0001,0000}
e On note /; lalongueur d’'un mot de code ;.

Exemple:[, =3
e Un code binaire C est dit sans préfixe si aucun mot de code n’est le préfixe

d’un autre. Ceci garantit :
= que tous les mots de code sont différents ;
= que tout message formé de ces mots de code peut étre décodé au fur et a mesure de la lecture
(si celle-ci se fait de gauche a droite).

Exemple : Avec le code binaire ci-dessus, laséquence 11100111000111
selit11,10,01,11,0001,11

cPrL
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Définitions (suite)

e Le code binaire C = {c4, ..., c,,} peut étre utilisé comme un dictionnaire
pour représenter une séquence X formee avec des lettres tirées d’'un
alphabet A = {a,, ..., a,}. Chaque lettre q; est représentee par le mot de

code ¢; de longueur [;.

S Cletre LA B IR ! | C | D_

Mot de code 1 011 010 001 0001 0000

e Siles lettres a4, ..., a,, apparaissent avec des probabilités p,, ..., p,, dans la
sequence X, alors la longueur moyenne du code (i.e., le nombre moyen

de bits utilisés par lettre) est donnee par
LC)=p -l ++py-1y

43
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Théoreme de Shannon

Quel que soit le code binaire C sans préfixe utilisé pour représenter une
séguence X donnée, I'inégaliteé suivante est toujours vérifiee :

H(X) < L(C)

On voit apparaitre ici un seuil (cf. théoreme d’échantillonnage) :
en-dessous de ce seuil, il nest pas possible de compresser des données
sans faire de pertes.

cPrL e



Quelques informations supplémentaires

On peut montrer de plus les inégalités suivantes:
e Engénéral, H(X) < L(Chyss) < L(Csp_p) < H(X) + 1:

: Zone inaccessible :
sans pertes

0 HX)  L(Cuur) L(Csnp) HX) +1
e Pour n’importe quel code binaire sans préfixe C, on a de plus
L(Chusr) < L(C)

ce qui veut dire que le code de Huffman est optimal !

cPrL
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=PrL
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Compression avec pertes

cPrL

Pour compresser des données sans pertes, on ne peut donc pas descendre en-dessous
de la borne de Shannon.

Si on essaye malgré tout en utilisant un algorithme du méme type, on court a la
catastrophe!

Retournons a notre exemple ABR A CAD ABR A !l et essayons d'utiliser code
binaire suivant (avec préfixe) :
Lettre [ A|B[R[| ! | C [ D

Mot de code 1 © 11 10 01 00

Avec un tel code, on n’utilise que 19 bits au total, et non 31, mais la représentation binaire
du messagedonne:10111...

En lisant de gauche a droite, on ne peut pas décoder le début de la séquence:

est-cc ABAAA?ABRA?ACR?ouencore!RA?...

47



Compression avec pertes

Cependant, on est parfois obligé de compresser en faisant des pertes :

1. lorsqu’on désire représenter un nombre réel avec un nombre fixe de bits
(Finformation comprise dans un nombre reel est “infinie”)

2. lorsqu’on désire échantillonner un signal dont la bande passante est infinie

3. lorsqu’on désire télécharger sur un site web l'intégralité de ses photos de
vacances (quelgques gigaoctets pour une centaine de photos avec la plus
haute résolution).

Dans le premier cas, on a vu la repréesentation en virgule flottante pour les
nombres réels.
Comment procéder dans les deux derniers cas ?
e Meéme principe : appliquer un filtre passe-bas pour éliminer les hautes
frequences!

cPrL e



Compression avec pertes : Images

e L’oreille humaine ne percoit pas des sons au-dela de ~ 20 kHz...
e De méme, I'ceil humain a un pouvoir de résolution d’environ une minute

d’arc = 6—10 ~ 0.017 degré, ce qui veut dire qu’il ne distingue pas:

= des crateres sur la lune d’'un diametre inferieur a 100km ;
= des objets de taille inférieure a 1 mm situés a 3 m de distance
= des pixels de taille inférieure a 0.2x0.2mm sur un écran d’ordinateur (a 50 cm de distance).

Comment filtrer les hautes fréquences (spatiales) dans une image ?

Une facon simple de faire : moyenner les couleurs .. ...
sur des zones de plus ou moins grande taille. ... ...
C’est un filtre a moyenne mobile !

49
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Compression avec pertes : Images




Compression avec pertes : Images

On voit apparaitre un compromis :
e plus on utilise des pixels de grande taille, moins on a besoin
d’espace-memoire pour stocker I'image...
e mais plus I'image d’origine est déformée : on parle de distorsion.

Il existe bien slr des algorithmes beaucoup plus sophistiques pour

compresser une image avec pertes:
e format JPEG:

= analyse les fréquences spatiales présentes dans I'image

= n’en retient que les plus basses
= utilise un algorithme de compression sans pertes par-dessus le tout

e format JPEG 2000 : la méme chose, mais avec des ondelettes.

cPrL >



Compression avec pertes : Son

Et pour le son, comment procéder ?

e Pourrappel, le son enregistré sur un CD est d’abord filtré a 22 kHz,
puis échantillonné a 44.1 kHz, et chaque échantillon est encodé sur
2 - 16 bits (2 canaux pour la stéréo).

e Pour enregistrer une seconde, il faut donc 44'100-16-2 = 1.4
megabits.

e Leformat MP3 permet d’encoder cette information sur 128 kilobits
seulement, ce qui correspond a une réduction d’environ 90% de la
taille d’un fichier ! (sans déformation sensiblement audible du son)

Comment est-ce possible ?

52




Compression avec pertes : Son

amplitude q;

C’est (en partie) grace a I'effet de
masque : lorsqu’une sinusoide
avec une certaine fréquence est
présente avec grande amplitude
dans un son, elle cache a l'oreille
humaine les autres sinusoides de
fréquences proches et de moindre
amplitude (c’est un effet
psychoacoustique).

fréquence f;

En conséquence, il n'y a pas besoin d’encoder une partie du
sighal, car on ne I'entend de toute facon pas !

En se basant sur ce principe, Karlheinz Brandenburg et al. ont
créé le format MP3 en 1993.
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Résumé Semaine 12 - ICC-T

cPrL

La compression sans pertes permet de réduire la taille d’un fichier sans perdre d'information,
en exploitant la redondance.

L’entropie mesure I'information moyenne par lettre dans une source:

H(X) = ZPJ- log, (pi)
]

Les algorithmes de Shannon-Fano et Huffman construisent des codes binaires sans préfixe qui
attribuent des mots de code plus courts aux lettres frequentes.

La longueur moyenne du code (par lettre) est donnée par:

H(X) < L(C)
o L’entropie est une borne théorique minimale : on ne peut pas aller en-dessous sans pertes.

La compression avec pertes permet de réduire davantage la taille (images, son, vidéo), au prix
d’une distorsion controlée (ex. : JPEG, MP3).

Théoréeme de Shannon:
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Quelques propriétés de I'entropie

Vérifions que H(X) < log,(n) en général: loga (%)

e Remarquez que la fonction f(x) = log,(x)
est concave pour x = 0

= En particulier, ceci veut dire que :

logz(xl);—logz(xz) < log, (x1;-xz) Vxq,x, = 0

= Plus géneralement, si0 < p;,p, <letp; +p, =1, alors:

p1 - logy(x1) + py - logy(xz) < logy(pyxy + paxz) Vxq,x; =0
L
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Quelques propriétés de I’entropie

Vérifions que H(X) < log,(n) en général: (suite)

e Plusgeneralementencore,si0 <p; < letp, +--+p, =1, alors

py - logy(xq) + - + py - loga () < loga(prx1 + -+ Ppxn) VX1, .0, xp = 0

e En appliquant cette inegalite avec x; = i, on obtient finalement :
J

1 1 %
HOO = py-Toga () + 4 pr - loga () < loga (22 4+ -+ 22 = logy(n) ™
P1 Pn P1 Pn
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Inegalite de Kraft

Avant de démontrer le théoreme de Shannon, nous avons besoin d’un
lemme, I'inégalité de Kraft:

Soit C = {cy, ..., ¢, } un code binaire sans préfixe. Alors

-l .1 27l <1

(rappelons que [; est la longueur du mot de code ¢;).
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Demonstration de I'inegalite de Kraft

e Soitl,,, |alongueur du mot de code le plus long dans C.

e On peut représenter chaque mot du code C par un nceud dans un
arbre binaire de profondeur [,,, ;-

e On appelle “descendants” d’'un mot de code donné les mots de code
situés en dessous de celui-ci dans l'arbre.
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Déemonstration de I'inegalite de Kraft

Observations:

= Au niveau l,,,,, il y a 2'max noeuds en
tout.

* Le mot de code ¢; a 2'max~Y

1 . ) 7\ 1\
descendants d; au niveau [, . 0,/ 1 0, 1 0/ 1
= | es descendants de mots de code

\ 4
OBO'OB OO0
distincts sont tous distincts egalement.

Donc 2tmar—li 4 - 4 2bmax—ln < glmar

/

a, 1 1

= En divisant de chaque coté par 2'max on a, 01 2
obtient I'inegalité de Kraft. as 001 3
a, 000 3
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Démonstration du théoreme de Shannon

e Par définition,

1 1
H(X)—-L(C) = <P1 - log, (P_1) + -+ py - logy (p_)> — (1Lt tpn- 1)

1 1
= D1 (1082 (_) — l1) T+ Py (1082 (_) — ln)
P1 Pn

e Remarquez que —{; = log,(27% ), donc

1 1 , 27
logo{ — |- =logy| — |+ logz( 270 ) = log, | —
Dj Dj Dj

2~l1

d’ou H(X) — L(C) = p; - log, (?) + -+ pp - log; (21:)

cPrL
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Démonstration du théoreme de Shannon (suite)

e En utilisant le fait que f(x) = log,(x) est une fonction concave, on obtient :

2l 2=l 2l 2~
H(X)—L(C)=p1-logz< >+---+pn-10gz< )Slogz (pl- + ot Py )
1 Dn D1 Dn

=logz (271 + - 4+ 27Mn)

e Parlinégalité de Kraft: 2741 + ... 4+ 27In < 1 et le fait que f(x) = log,(x) est une
fonction croissante, on conclut que
H(X)—L(C) < log,(1) =0

e donc H(X) < L(C), ce qui démontre le théoreme de Shannon.

L
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